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1 Einfihrung

Wir wollen in dieser Vorlesung die Kohomologie abelscher Garben auf Schemata
studieren. Dazu werden wir einen technischen Apparat entwickeln, der auch auf
andere Gebiete angewandt werden kann. Wir geben zunéchst einige natiirliche Bei-
spiele fiir Kohomologiegruppen.

Beispiel 1.1 (Homologie von Graphen)

Es sei G ein Graph, d.h. G = (V, E) mit einer Eckenmenge 1V und einer Kanten-
menge F, die aus zweielementigen Teilmengen {v, w} von V besteht. Man kann die
Elemente v € V' als Punkte und die Kanten {v, w} als Verbindungsstrecke zwischen

v und w zeichnen:

Beispele <>J @

Ein Graph heifit orientiert, wenn man fiir jede Kante e eine Anfangsecke o(e) (,,ori-
gin”) und eine Endecke t(e) (,, terminus”) festlegt. Graphisch kann man dies durch
Einzeichnen von Pfeilspitzen auf den Kanten darstellen.

Es sei G ein zusammenhédngender Graph, d.h. je zwei Ecken in G lassen sich durch
einen Kantenzug verbinden. Wir wahlen auf G eine beliebige Orientierung. Jede
Kante e in £ hat dann eine Anfangsecke o(e) und eine Endecke ¢(e). Wir nehmen
auflerdem an, dass V' und £ endliche Mengen sind.

Wir definieren zwei C—Vektorraume

cGz)=Ep C
veV
und
c'czy =
eck

Auflerdem definieren wir eine Abbildung

d: CY(G,C) = C°(G,C),
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indem wir das Tupel (a.).cp mit a. € C auf das Tupel (b,),cy mit

b, = Xa. — Xa,
tle)=v o(e)=v
abbilden. Das konnen wir auch folgendermafien formulieren. Ist V' = {vy,...,v,}
die Menge der Ecken von G und £ = {ey,...,e,} die Menge der Kanten von G,
dannist C°(G,C) = ¢ C=C"

veV
und CY(G,C) =P C=Cm.

ecE

Essei D = (d;j)i=1..n die n x m-Matrix mit den Eintrdgen

Jj=1l.m

—1, fallsv; = o(e;)
dy; = 1, falls v; = t(e;)
0, sonst.

Dannistd: C*(G,C) = C™ — C" = C°(G, C) die Abbildung, die durch Multiplika-
tion mit der Matrix D gegeben wird.

Beispiel: Ist G der orientierte Graph

so ist
-1 0 0 -1
—1 1
D = 0
0 1 0 0
0 0 -1 1

Wir erhalten den folgenden Komplex
0— CYG,C) % G, C) — 0.

Ein Komplex ist eine Kette von Abbildungen, so dass jeweils die Verkniipfung von
zwei aufeinander folgenden Abbildungen trivial ist. Das ist im vorliegenden Fall
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keine interessante Aussage, wohl aber bei hoherdimensionalen Simplizialkomple-

xXen.

Der Komplex ist nicht exakt. Die Abweichung von der Exaktheit wird durch die
sogenannten Homologiegruppen gemessen. Wir definieren:

H'(G,C) = Kernd und H°(G,C) = C°(G,C)/Bild d.
Nach der Dimensionsformel gilt

m = dim¢ CH(G, C) = dime Kern d + dime Bild d.

Ferner gilt dim¢ Bild d = rang (D). Die Spalten von D entsprechen den Kanten
von G. In jeder Spalte von D steht genau eine 1 (ndmlich dann, wenn die Ecke mit
der entsprechenden Zeilennummer die Endecke ist) und eine —1 (dann, wenn die
zugehorige Ecke die Anfangsecke ist). Also ist die Summe {iber die Zeilen von D
der Nullvektor. Daher ist der Zeilenrang von D hochstens n — 1. Angenommen, die

Zeilen zy, . .., 2z, von D geniigen der linearen Relation
arz1+ ...+ apz, =0

fur aq,...,a, € C. D hat genau dann in Position (7, j) einen Eintrag # 0, falls v;
eine Ecke von ¢; ist. In der Spalte j steht aber nur ein weiterer Eintrag # 0, ndmlich
gerade an Position (&, j), wobei vj, die andere Ecke von e; ist. Einer der Eintrage der
Spalte j ist 1, der andere —1. Also folgt: o; = «y. Dasselbe Verfahren wiederholen
wir mit der k—ten Zeile. Da G’ zusammenhéngend ist, folgt oy = ... = «a,,. Daraus
schliefSen wir dim¢ Bild d = rang (D) = n — 1. Somit folgt:

dimec H°(G,C) = dime C%(G,C) — dime Bild d
= n—-(n-1)=1

und
dim¢ H'(G,C) = dimc¢ kerd

= dim¢ CY(G,C) — dime Bild d

= m—(n—-1)=m-n+1.
Die Zahl dim¢ H'(G, C) ist das sogenannte Geschlecht des Graphen. Dieses hingt
nicht von der gewdhlten Orientierung ab. Anschaulich ist das Geschlecht die Anzahl
der ,Locher” in . Genauer gesagt, gilt folgende Tatsache, die man mit Linearer
Algebra beweisen kann:
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Ein geschlossener Kantenzug C' = (ey, .. ., e,) in G ist eine Folge von Kanten, so dass
e1 benachbart zu es, e; benachbart zu es, . . ., e,_; benachbart zu e, und e, benachbart
zu e, ist. Ferner nehmen wir an, dass keine Kante doppelt in C' auftritt.

Jeder geschlossene Kantenweg C' in GG definiert folgendermaflen ein Element i =
(ho(e)),op in CHG, C) = @ C. Wir definieren

eclk

1, falls e = ¢; und t(e;) eine Ecke von e, ist.
he(e) = ¢ —1, falls e = e; und o(e;) eine Ecke von e; ist.
0, fallse#e;firi=1,..., rist.

Hier setzen wir e, ;1 = ey, falls ¢ = r ist. Dann gilt

Satz 1.1 Der Vektorraum Kern d wird von allen Elementen h fiir geschlossene Kantenziige
C C G erzeugt.

Beispiel 1.2 (Garbenkohomologie)
Wir betrachten den topologischen Raum 7' = C\{0} und die Garben O sowie O}
auf T', die folgendermafien definiert sind:

Fiir alle U C T offen ist
Or(U) ={f: U — C holomorph}
und
O7(U) ={f:U — C\{0} holomorph}
mit den offensichtlichen Restriktionsabbildungen. Die Abbildung

Or(U) — Or(U)
[ — exp (2mif),
wobei exp die komplexe Exponentialfunktion ist, vermittelt einen Garbenmorphis-

mus
exp(2mi) : Op — OF.

Offenbar ist der Kern von

Or(U) — 0O7(U)
f = exp (2mif)

gerade die Untergruppe aller holomorphen Funktionen f : U — Z, d.h. also die
Untergruppe aller lokalkonstanten Funktionen mit Werten in Z. Daher ist die Garbe
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Ker (exp(27i)) gerade die konstante Garbe Zr.

Wir brauchen folgende Tatsache aus der komplexen Analysis: Ist U C C eine
einfach zusammenhéngende offene Teilmenge, so existiert fiir jede holomorphe,
nicht-verschwindende Funktion g auf U eine holomorphe Funktion f auf U mit
exp(f) = g. Beispiele fiir offene, einfach zusammenhingende Teilmengen sind etwa
offene Sternmengen U, in denen es einen Punkt p gibt, so dass die Verbindungsstre-
cke von p zu jedem Punkt z € U ganz in U liegt.

Aus dieser Tatsache folgt sofort: Der Garbenmorphismus
exp(2mi) : Op — OF

ist surjektiv, denn er ist surjektiv auf einer geeigneten offenen Uberdeckung jeder
offenen Teilmenge. Also ist die Sequenz

O—>ZT—>OTeX@>ri)O; — 0
von Garben abelscher Gruppen auf 7" exakt. Insbesondere ist
0—=Z— Or(T)— OF(T)

exakt, aber die letzte Abbildung ist nicht surjektiv. Das sieht man so: Wiére sie surjek-
tiv, dann existierte eine holomorphe Funktion f auf 7' = C* mit ¢*"/(*) = 2, woraus
nach Ableiten 1 = 2mif'(z) folgte. Die Funktion ! hétte also eine Stammfunktion auf
T, was der Tatsache widerspricht, dass die Umlaufzahl

1
/ — = 2m
z

K1(0)

ist. (Hier ist K (0) die Kreislinie vom Radius 1 um 0.)
Was ist also das Bild von
exp(2mi) : Op(T) — OF(T) 7
Wir benutzen die beiden offenen Sternmengen
T, =C\[0,0[={z € C: falls z € R, soist z < 0},

und 75 =C\ | — 00,0 = {z € C: fallsz € R, soistz > 0}

Dann gilt
T ="1T,UT,.
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Sei g : T — C\{0} eine beliebige holomorphe Funktion. Da 7} und 75 offene Stern-

mengen sind, existiert ein f; € Or(7}) mit exp(27if;) = Iy sowie ein fy € Op(T5)
1

mit exp(27i fy) = Iy,

Fernerist 7y NT, = C\R=H, UH_

mitH, ={z € C: Im (z) > 0} und
H_ ={zeC: Im(2) <0}

Auf T1 N T2 gllt

exp(2mi f1 |T1 N T2) =g |T1 NTy™ exp(2mi fo |T1 N T2)7

also ist f; |T1 NT, —fa |T1 NT,E Zr(TyNTy). Nunist Zy(Ty N'Ty) = Z @ Z, wobei die
erste Komponente den Wert auf H" und die zweite Komponente den Wert auf H_
angibt.

Daher gibtes (ay,a_) € Z & Z mit
(f1 — f2)| H, = %+

und (fl — f2)| H_ =a_.

Wiéhlen wir andere f| € Or(Ti) und f; € Or(T,) mit exp(2wif]) = 9T und
exp(2mify) = 9| T, 8O ist i — f1 € Zp(Th) = Z und f, — f} € Zy(Ty) = Z. Sind
b,c € Zmit f; — f{ =bund f, — f; = ¢, so gilt

(fi —f2)| H, = (fi _f£)| H, T (b—rc)
und
(fr = B)m = i~ g+ (0o

Wir definieren nun
HYNT,Zs) =7Z®Z,/{(a,a): a € Z}

als Quotient der abelschen Gruppe Z @ Z nach der diagonal eingebetteten Unter-
gruppe Z. Ferner definieren wir einen Homomorphismus

§: OFT)

9

Hl(T, Zr)
(o= Foym, fr = Fopm )

_>
;_)
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wobei f; € Or(11) und f, € Or(13) beliebige Elemente mit

exp(2mif) = 9|1 und exp(2mify) = 915
sind.

Wir haben oben nachgerechnet, dass das Ergebnis nicht von der Wahl von (fi, f2)
abhéngt.

Die Sequenz
07— oxT) ™8 0x(1) % HY (T, Zy)

ist exakt, denn g € Of(T) liegt genau dann im Kern von §, wenn
fi —fz‘ H, = 0und f; —f2| [ = 0ist.
Dies ist genau dann der Fall, wenn fl] T AT, = fg‘ T, NT ist, wenn es also ein
f € Op(T) mit f‘ T = fiund f| T, = f2 gibt. Ein solches f erfiillt
exp(2m’f’ T1) = 91 und
exp(27m'f| T2) = 9| Ty
also auch exp(27if) = g.

HY(T,Zr) ist ein Beispiel fiir eine Kohomologiegruppe abelscher Garben, wie wir sie
spater definieren werden. Die obige Sequenz ist ein Beispiel einer ,langen exakten

Kohomologiesequenz” zu einer kurzen exakten Sequenz von Garben.

2 Kategorientheorie

Definition 2.1 Eine Kategorie a besteht aus einer Klasse von Objekten Ob(a), sowie fiir
je zwei Objekte A, B aus einer Menge Hom(A, B) der Morphismen von A nach B, so dass
folgende Bedingungen erfiillt sind:

i) Sind A, B, C Objekte von a, so existiert eine Verkniipfungsabbildung
Hom(A, B) x Hom(B, C) — Hom(A, C)
(f,8) —gof

ii) Hom(A, B) und Hom(A', B') sind disjunkt, aufler wenn A = A’ und B = B’ gilt.
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ii1) Fiir jedes Objekt A in aexistiert ein Element idy € Hom(A, A) so dass fiir alle Objekte
B und alle f € Hom(A, B) die Regel f oida = f und fiir alle g € Hom(B, A) die
Regel ids o g = g gilt.

iv) Fiir f € Hom(A, B),g € Hom(B, C) und h € Hom(C, D) gilt

(hog)of=ho(gof)

Ist Ob(a) sogar eine Menge, so heifst a kleine Kategorie.
Beispiele
1) Die Kategorie Sets der Mengen mit den mengentheoretischen Abbildungen.
2) Die Kategorie Top der topologischen Riume zusammen mit den stetigen Abbildungen.
3) Die Kategorie ®roups der Gruppen mit Gruppenhomomorphismen.
4) Die Kategorie 2Ab der abelschen Gruppen zusammen mit Gruppenhomomorphismen.

5) Fiir jeden kommutativen Ring A existiert die Kategorie 9004 der A—Moduln mit
Modulhomomorphismen.

6) Auch die Homomorphismen f : G — H abelscher Gruppen bilden die Objekte einer
Kategorie. Ein Morphismus von f : G — H nach f' : G' — H' wird dabei durch ein
Paar (g, h) von Gruppenhomomorphismen g : G — G' und h : H — H' gegeben, so
dass das Diagramm

kommutiert.

Definition 2.2 Eine Kategorie b ist eine Unterkategorie der Kategorie a, falls gilt:
i) Jedes Objekt aus b ist auch Objekt in a.
ii) Jeder Morphismus in b ist auch Morphismus in a.

iii) Die Verkniipfung von Morphismen in b stimmt mit der Verkniipfung von Morphis-
men in a iiberein.

iv) Fiir alle Objekte B in b ist idp auch die identische Abbildung in a.
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Gilt zusdtzlich fiir alle Objekte A, B aus b
Homy(A, B) = Hom,(A, B),

so heisst b volle Unterkategorie von a.

Beispiele:
1) Top ist eine Unterkategorie von Gets.

2) b ist eine volle Unterkategorie von Groups.

Definition 2.3 Eine abelsche Kategorie ist eine Kategorie a, so dass fiir alle Objekte A, B
in a die Menge Hom(A, B) eine abelsche Gruppe ist, die folgenden Bedingungen gentiigt:

i) Die Verkniipfung Hom(A, B) x Hom(B, C) — Hom(A, C) ist bilinear.

ii) Es gibt ein Objekt 0 in a, so dass fiir alle Objekte A in a die Gruppen Hom(A, 0) und
Hom(0, A) nur aus einem Element bestehen. Dieses bezeichnen wir ebenfalls mit 0.

iii) In a existieren endliche Produkte und Koprodukte.

iv) Jeder Morphismus f : A — B in a hat einen Kern, d. h. es gibt einen Morphismus
Kern f: C — A, so dass fiir alle Objekte X in a die Sequenz

0 — Hom(X, C) — Hom(X, A) — Hom(X, B)
exakt ist.

v) Jeder Morphismus f : A — DB hat einen Kokern, d.h. es gibt einen Morphismus
Kokernf : B — C, so dass fiir alle Objekte X in a die Sequenz

0 — Hom(C, X) — Hom(B, X) — Hom(A, X)
exakt ist.

vi) Ist der Kernvon f : A — B gleich 0, so ist f der Kern seines Kokerns. Ist der Kokern
von f: A — B gleich 0, so ist f der Kokern seines Kerns.

Gelten nur die Bedingungen i) - iii) aus Definition 2.3, so heisst a additive Kategorie.

Der Prototyp einer abelschen Kategorie ist die Kategorie der abelschen Gruppen
2b. Ist f : G — H ein Homomorphismus abelscher Gruppen, dann ist die Inklusion
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1 : Kern f < G namlich der Kern von f im Sinne von Definition 2.3. Ferner ist
der surjektive Homomorphismus p : H — H/G der Kokern von f im Sinne von
Definition 2.3.

Wieso definiert man Kern und Kokern so kompliziert wie in Definition 2.3 ? Das
ist erforderlich, damit man diese Definition auch auf Kategorien anwenden kann,
deren Objekte komplizierter sind, etwa auf Kategorien von Garben.

Beispiele

1) Die Kategorie Gets der Mengen ist keine abelsche Kategorie, ebensowenig die
Kategorie Sop.

2) Die Kategorie Mod4 der Moduln iiber einem kommutativen Ring A ist eine
abelsche Kategorie. Insbesondere ist also die Kategorie der Vektorrdaume tiber
einem beliebigen Grundkorper eine abelsche Kategorie. Allgemeiner ist fiir
einen beliebigen assoziativen Ring R mit 1 die Kategorie der Links-R-Moduln
L — Modp und die Kategorie der Rechts -R- Moduln R — 9tod eine abelsche
Kategorie.

3) Fiir jeden topologischen Raum 7' ist die Kategorie 2b(7") der Garben abelscher
Gruppen auf T eine abelsche Kategorie.

Wir wollen nun auch Garben von Moduln betrachten.

Definition 2.4 Sei (X, Ox) ein geringter Raum. Eine Garbe von Ox—Moduln auf X
ist eine Garbe F von abelschen Gruppen auf X, so dass fiir alle offenen Teilmengen U von
X die Gruppe F(U) ein Ox(U)-Modul ist und so dass fiir alle offenen V' C U die Re-
striktionsabbildung F(U) — F (V') vertriglich mit den Modulstrukturen iiber den Ringho-
momorphismus Ox(U) — Ox(V) ist. (Ubungsaufgabe: Schreiben Sie sich das zugehérige
kommutative Diagramm auf.)

Ein Morphismus F — G von Garben von O x—Moduln ist ein Garbenmorphismus, so dass
fiir alle offenen U C X die Abbildung F(U) — G(U) ein Ox (U)-Modulhomomorphismus
ist.

Ubungsaufgabe: Kern, Kokern und Bild von Morphismen von Ox-Moduln sind
wieder O x—Moduln, die direkte Summe von O x—Moduln ist ein O x—Modul.

Also erhalten wir zusétzlich als Beispiel
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4) Die Kategorie Mtod(X) der Garben von Ox—Moduln auf dem Schema X ist
eine abelsche Kategorie.

Definition 2.5 Es sei a eine Kategorie

i) Ein Morphismus f : A — B heifst Monomorphismus, falls fiir alle Objekte X in a
die Abbildung
Hom (X,A) — Hom (X, B)
g = foyg
injektiv ist.
ii) Ein Morphismus f : A — B heif$st Epimorphismus, falls fiir alle Objekte X in a die
Abbildung
Hom (B,X) — Hom (A, X)
g = gof
injektiv ist.
iii) Ein Morphismus f : A — B heifit Isomorphismus, falls es einen Morphismus
g:B—Amitgo f=idsund f o g =idg gibt.

Beispiele: 1) In Gets und Sroups ist eine Abbildung genau dann ein Monomorphis-
mus, wenn sie injektiv ist, und genau dann ein Epimorphismus, wenn sie surjektiv
ist. Ferner ist in Gets und Groups eine Abbildung genau dann ein Isomorphismus,
wenn sie ein Monomorphismus und ein Epimorphismus ist. Das gilt nicht in jeder
Kategorie.

2) In einer abelschen Kategorie ist jeder Kern ein Monomorphismus und jeder Ko-
kern ein Epimorphismus.

Definition 2.6 Es sei a eine abelsche Kategorie und f : A — B ein Morphismus in a.
Dann definieren wir das Bild von f als

Bild (f) = Kern((Kokern(f))

Ist also p : B — D der Kokern von f (fiir geeignetes D), so ist Bild(f) = Kern (p)
ein Morphismus m: I — B fiir geeignetes I. Fiir f : A — B ist die Komposition

AL B2 D
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definitionsgemdfs gleich Null, also gibt es nach der Definition von Kern (p) einen
Morphismus
e:A—1,

so dass f = m o ¢ ist.
Lemma 2.7 Der Morphismus m ist ein Monomorphismus, und der Morphismus ¢ ist ein
Epimorphismus.

Also lisst sich jeder Morphismus in einer abelschen Kategorie als Komposition eines Mono-
morphismus mit einem Epimorphismus schreiben.

Beweis : Als Kernmorphismus ist m ein Monomorphismus. Mit etwas Geduld zeigt
man, dass ¢ ein Epimorphismus ist (Ubungsaufgabe). O

Proposition 2.8 Es seien f : A — B und g : B — C Morphismen in einer abelschen
Kategorie, so dass g o f = 0 gilt. Dann gibt es zu Bild(f) : I — B und Kern(g) : K — B
einen Morphismus

1: 1 — K,

kommutiert.

s0 dass

I : K
Bild(f)\\ Aﬂ(g)
B

In 2Ab besagt diese Proposition einfach, dass aus g o f = 0 die Inklusion Bild(f) C
Kern(g) folgt, was leicht nachzurechnen ist.

Beweis : Nach Lemma 2.7 kénnen wir f : A — B als f = m o ¢ fiir einen Epimor-
phismus ¢ : A — I und einen Monomorphismus m = Bild(f) : I — B schreiben.
Also ist

O=gof=gomoec.

Da € ein Epimorphismus ist, folgt daraus, dass gom = 0 ist. Nach der definierenden
Eigenschaft von Kern(g) : K’ — B ist die Sequenz

0 — Hom(/, K) - Hom(/, B) - Hom(/,C)

exakt. Also folgt aus g o m = 0 die Existenz eines Morphismus ¢ : I — K, so dass
Bild(f) = m = Kern(g) o i ist. O
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Definition 2.9 Eine Sequenz von Morphismen
ABaB a5,

in einer abelschen Kategorie a heifit exakt, falls fiir alle k = 1, ... ,n— 1 der Morphismus iy,
aus Proposition 2.8 (zu fj, und f.+1) ein Isomorphismus ist. In diesem Fall ist also Bild( f},)
isomorph zu Kern(fi.1).

Haben wir in einer abelschen Kategorie zwei Morphismen f : A -+ Bundg: B — C
gegeben mit go f = 0,soseii : I — K der Morphismus aus Proposition 2.8. Dieser
hat einen Kokern

Kokern(i) : K — D.

Das zugehorige Objekt D bezeichnen wir auch als Kern(g)/Bild(f). In der Kategorie
2(b ist dieses Objekt einfach der Quotient Kern(g)/Bild(f).

Definition 2.10 Ein Komplex A® in einer abelschen Kategorie ist eine Kollektion von Ob-
jekten A*, k € Z und Morphismen d* : A¥ — A*1mit d*' o d¥ = 0. (Sind die A* nur fiir
k > 0 gegeben, so setzt man die anderen AF =0).

Eine Kollektion von Morphismen f* = (f*)xeq mit f* : A¥ — B¥, so dass fiir alle k € 7Z
das Diagramm

LAY

NI

Ak:-i-l o Bk+1

kommutiert, heifit Morphismus von Komplexen.
Das k—te Kohomologieobjekt eines Komplexes A* ist definiert als
h*(A®) = Kern d*/Bild d*~*

nach unseren obigen Konventionen.

Es sei f* : A* — B* ein Morphismus von Komplexen in der abelschen Kategorie a.
Dann kommutiert fiir alle k € Z das Diagramm

k—1
Akfl kal

k—1 k—1
) |
—_—
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Insbesondere gilt fiir Kern d% : K% — A*, dass d% o f* o (Kern d%) gleich Null ist.
Nach der definierenden Eigenschaft von Kern d% : K% — B" gibt es also einen
Morphismus ¢* : K% — K%, so dass das Diagramm

k
g
K} —— Kj
Kern dil lKern d]fB

PUERAY

kommutiert.

Analog betrachten wir Kokern d% ' : B¥ — C%. Dann ist (Kokern d%™) o f* o d%*
gleich Null. Nach der definierenden Eigenschaft von Kokern (d%') : AF — Ck
existiert also ein Morphismus ¢* : C% — C%, so dass

Ak I gk
Kokern dff‘_ll \LKokern dlg,_l
k
k _¢ k
Ci—=C5g
kommutiert.

Also existiert auch fiir Bild d% ! : I — A* und Bild d% ! : I% — B* ein Morphismus
s,

so dass

E_h* gk
Iy ——15

L

k k

kommutiert. Man kann leicht nachpriifen, dass die Morphismen i* : 7% — K% und
i% : I}, — K¥ aus Proposition 2.8 das folgende Diagramm kommutativ machen:

g __h* k
Iy ——13

K K
ZAJ/ J/zB

k k
KAT'KB.
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Also erhalten wir fiir alle k& € Z einen Morphismus

RE(f*) - hE(A%) — hE(B®),

Jetzt brauchen wir ein paar Begriffe tiber Funktoren:

Ein kovarianter Funktor F' : a — b von der Kategorie a in die Kategorie b ist eine
Regel, die jedem Objekt A aus a ein Objekt F/(A) aus b und jedem Morphismus
f: A — Binaeinen Morphismus F(f) : F(A) — F(B) zuordnet, so dass

1) F(ZdA) = idF(A) und
ii) F(go f)=F(g)oF(f)

gilt. Ein kontravarianter Funktor ordnet f : A — B einen Morphismus F(f) :
F(B) — F(A) zu, so dass i) und statt ii) die Bedingung F(g o f) = F(f) o F(g) gilt.

Definition 2.11 1) Ein kovarianter Funktor F' : a — b zwischen zwei abelschen Kate-
gorien heif$t additiv, falls fiir alle Objekte A, B in a

Hom(A, B) — Hom(F(A),F(B))
fr= E(f)

ein Homomorphismus abelscher Gruppen ist.

ii) F heifst linksexakt, falls I’ additiv ist und jede kurze exakte Sequenz 0 — A’ — A —
A" — 0in a in eine exakte Sequenz 0 — F(A') — F(A) — F(A”") in b iiberfiihrt.

iii) Uberfiihrt F stattdessen jede kurze exakte Sequenz 0 — A’ — A — A” — 0 in eine
exakte Sequenz
F(A") — F(A) — F(A") — 0,

so heifit F' rechtsexakt.

iv) Ist F links— und rechtsexakt, so nennen wir F exakt.

Analoge Begriffe gelten fiir kontravariante Funktoren, wobei hier linksexakt bedeu-
tet,dass0 - A’ > A— A" - 0in0 — F(A") — F(A) — F(A) uberfiihrt wird.
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Beispiele:
1) Die Einbettung einer Unterkategorie a in eine Kategorie b ist ein Funktor.
2) Sei a eine abelsche Kategorie und A ein Objekt in a. Dann ist

Hom(A,—): a— b
B +— Hom(A,B)

ein kovarianter linksexakter Funktor, und

Hom(—,A) : a — b
B+ Hom(B, A)

ein kontravarianter linksexakter Funktor. (Ubungsaufgabe, das folgt aus den
Axiomen einer abelschen Kategorie.)

3) Der Vergifsfunktor 9t0d,4 — 2b ist exakt.

Definition 2.12 Seien a und b Kategorien.

i) Ein kovarianter Funktor F' : a — b heifst treu, falls fiir alle Objekte A, B in a die
Abbildung
Hom (A, B) — Hom (F(A), F(B))

injektiv ist.
ii) F': a— b heif$t voll, falls fiir alle Objekte A, B in a die Abbildung
Hom (A, B) — Hom (F(A), F(B))
surjektiv ist.

iii) F heifit volltreu, falls I voll und treu ist, d.h. falls fiir alle Objekte A, B in a die
Abbildung
Hom (A, B) — Hom (F(A), F(B))
bijektiv ist.
iv) F': a — b heifit volltreue Einbettung, falls I volltreu ist und falls fiir alle Objekte
A, B € agilt:Ist F(A) = F(B), so folgt A = B.
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Beispiel:

1) Die Vergififunktoren &roups — Gets, und Mody — Groups sind treu, aber
nicht voll.

2) Ist a eine volle Unterkategorie von b, so ist der Inklusionsfunktor i : a < b
eine volltreue Einbettung.

Die Argumente in abelschen Kategorien konnen etwas ermiidend sein. Sehr niitz-
lich ist der folgende Satz

Satz 2.13 (Einbettungssatz von Freyd-Mitchell)
Fiir jede kleine abelsche Kategorie a existiert ein (eventuell nicht kommutativer) Ring R
und eine volltreue, exakte Einbettung i : a — L — 9odp.

Beweis: [Wei].

Mit Hilfe dieses Satzes kann man jedes Argument, das ein endliches Diagramm in
einer abelschen Kategorie involviert, in der Kategorie L — 900y fiir geeignetes R
nachpriifen. Insbesondere kénnen wir in solchen Situationen annehmen, dass un-
sere Objekte Mengen mit Zusatzstrukturen sind und Beweise mit Diagrammjagd
tiithren.

Mit Hilfe dieses Satzes konnen wir das sogenannte Schlangenlemma beweisen. Man
kann es auch direkt zeigen, siehe etwa [ML].

Lemma 2.14 (Schlangenlemma)

Es sei a eine abelsche Kategorie. Das folgende Diagramm von Objekten und Morphismen in

a sei kommutativ:
A B 2. 0

Auflerdem seien beide Zeilen exakt. Dann existiert eine exakte Sequenz
Kern f — Kern g — Kern h 2 Kokern f — Kokern g — Kokern h.

Ist der Kern von A" — B’ gleich 0, so ist auch der Kern von Kern f — Kern g gleich 0. Ist
der Kokern von B — C gleich 0, so ist auch der Kokern von Kokern g — Kokern h gleich
null.
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Beweis : Wir betrachten die kleinste abelsche Unterkategorie a’ von a, die die Objek-
te und die Morphismen aus dem Diagramm enthdlt. Das ist eine kleine Kategorie.

Nach dem Satz von Freyd-Mitchell miissen wir die Behauptung also nur fiir die
abelsche Kategorie L — 900, fiir einen beliebigen Ring R zeigen.

Die Morphismen A" — B’ L ¢ liefern durch Einschrankung Morphismen
Kern f — Kern g — Kern h.
Da A" — B" — (' exakt ist, ist auch die Kernsequenz exakt.

Analog zeigt man, dass die Morphismen A % B — C durch Ubergang zu den
Quotienten eine exakte Sequenz

Kokern f — Kokern ¢ — Kokern h
liefern.

Es fehlt noch die Konstruktion des Verbindungshomomorphismus 4. Sei
c € Kern h C . Da Kokern p = 0 ist, gilt ¢ = p(b) fiir ein b € B’. Wegen der
Kommutativitdt des Diagramms liegt g(b) im Kern von B — C, also im Bild von
i : A — B. Also existiert genau ein a € A mit i(a) = ¢g(b). Das Element a definiert
eine Klasse a + Bild(f) in Kokern (f) = A/Bild(f). Wir setzen §(c) = a + Bild(f).

Ist ¢ = p(by) fiir ein anderes b, € B’, so folgt p(b — b;) = 0. Also ist b — b, im Bild von
A" — B'.Ist g(b) = i(a) und g(by) = i(ay), so liegt also a — a; im Bild von f. Daher ist

a + Bild(f) = a; + Bild(f)
in Kokern (f).

Liegt ¢ im Kern von ¢, so gilt nach Konstruktion ¢ = p(b) mit g(b) = i(a) und a €
Bild(f). Alsoista = f(a’) firein o’ € A'". Ist ¥’ das Bild von «’ unter A’ — B’, so folgt

g(b') =1io f(a) =i(a) = g(b).

Also ist b — b’ ein Element in Kern (g) mit p(b — ') = p(b) = c. Somit liegt ¢ €
Bild von Kern (g) — Kern (h). Umgekehrt nehmen wir an, dass ¢ im Bild von
Kern (g) — Kern (h) liegt. Also existiert ein b € Kern (¢) mit p(b) = c. Aus g(b) =0
folgt nach Konstruktion d(c) = 0 in Kokern(f).

Daher ist auch die Sequenz Kern g — Kern & %, Kokern [ exakt. Ferner zeigt man
leicht, dass Kern h 2, Kokern f — Kokern g exakt ist.

Die beiden Zusitze sind ebenfalls leicht zu zeigen (Ubungsaufgabe). O
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Korollar 2.15 (Fiinferlemma)

Fiir jedes kommutative Diagramm der Form

A’ B’ C' v D' £

mit exakten Zeilen in einer abelschen Kategorie gilt:
i) Ist Kernb =0, Kern d = 0 und Kokern a = 0, so ist Kern ¢ = 0.
ii) Ist Kokern b = 0, Kokern d = 0 und Kern e = 0, so ist Kokern ¢ = 0.

iii) Sind a,b, d und e Isomorphismen, so ist c ein Isomorphismus.

Beweis : Wir betrachten das kommutative Diagramm mit exakten Zeilen

B C Bild / — 0
i”' l ld’
0 —— Kokern («) C D,

wobei 0’ und d' durch b und d induziert sind. Aus dem Schlangenlemma und
Kern d = 0 folgt, dass Kern &/ — Kern c surjektiv ist. Fiir jedes € Kern c existiert
also ein Urbild y € Kern 0. Also ist b(y) € Bild («). Da Kokern a = 0 ist, ist a
surjektiv, also folgt b(y) = a(a(z)) fiir ein z € A’. Da Kern b = 0 ist, wird z unter
A" — B’ auf y abgebildet. Also ist x = 0.

i) analog zu i).
ii) folgt aus i) und ii).
UJ
Satz 2.16 Essei 0 — A* 55 B* & C* — 0 eine kurze exakte Sequenz von Komplexen in
einer abelschen Kategorie a.
Dann gibt es folgende lange exakte Sequenz der Kohomologiegruppen:

C o BETHAY) s BRTU(BR) = RRHC®) S RE(AY) = BE(B®) — RH(C®)

R*TL(A®) — WMTH(B®) — hWFTHC®) — ...
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0O - A* —- B* — (C* — 0
Ein Morphismus 1 1 i} von kurzen exakten Sequenzen

0 = A* — B* — C* — 0
von Komplexen induziert einen Morphismus zwischen den zugehorigen langen exakten Se-

quenzen.

Beweis : Die kurze exakte Sequenz von Komplexen liefert fiir jedes £ € Z ein kom-

mutatives Diagramm mit exakten Zeilen

—k =k
Kokern d%' I Kokern d% ' —Z~ Kokern d' ——~ 0

flc+1 glc+1
0 — Kern d%"' ——— Kern d/;™ Kern dit.

Hier sind 7* und 3* die von f* und ¢* auf den Kokernen induzierten Abbildungen.
Analog sind C_ZZ, 8’; und Elé definiert. Nach dem Schlangenlemma 2.14 erhalten wir
eine exakte Sequenz

Kern c_llj1 — Kern c_ZI; — Kern 32 % Kokern EZ — Kokern 8’; — Kokern E’é.
Nun ist
Sk k Rild Jk—1 — pk( Ae
Kern d, = Kern d’,/Bild d’; = = h"(A°®)
und Kokern d = Kern d%"!/Bild d¥ = h*+1(A®).
Analoges gilt fiir El]; und c_llé.
Daraus folgt die lange exakte Sequenz. Die Funktionalitdt beztiglich Morphismen

kurzer exakter Sequenzen von Komplexen folgt aus den Definitionen (Ubungsauf-
gabe). O

Sind f*: A* — B*und g : B®* — C* Morphismen von Komplexen, so dass fiir alle
k € Z die Sequenz

k k
0 AL BF L ok 50
exakt ist, so nennen wir 0 — A* 5 B* & ¢* — 0 eine kurze exakte Sequenz von
Komplexen.

Zwei Morphismen f*, g* : A* — B* von Komplexen heifien homotop (wir schreiben
f* ~ g¢°), falls es eine Kollektion von Morphismen h* : A¥ — B*! gibt mit

fk . gk: — d%_lhk + hk+1df:4.
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Die Folge h* = (h*)icz heiflt dann Homotopieoperator. Vorsicht: 1* ist kein Mor-
phismus von Komplexen.

Lemma 2.17 Falls f* ~ g°, soist h*(f*) = h*(g®) : h*(A®) — h*(B®) fiir alle k € Z.

Beweis : Definitionsgemdf8 werden die Abbildungen R*(f*),h*(g%) : h*(A®) =
Kern d% /Bild @' — Kern d%/Bild d% ' = h*(B*) von den Einschriankungen von f*
bzw. g* auf Kern d% induziert. Also geniigt es zu zeigen, dass fiir jedes = € Kern d*
gilt:

f*(c) = ¢"(c) mod Bild di.

Nach Voraussetzung ist

fH(x) = g"(x) = dig ' hH(2) + W )y ()

x€ Kern d¥ _
S ()
€ Bild d%*,
also ist die Behauptung bewiesen. O

Definition 2.18 Die Komplexe A®* und B*® in der abelschen Kategorie a heiffen homoto-
piedquivalent, falls es Morphismen von Komplexen f* : A* — B® und ¢* : B* — A*® gibt,
so dass f* o g* homotop zu idge und g* o f* homotop zu id 4. ist.

Wir wollen nun die Kohomologie linksexakter Funktoren definieren. Dafiir benoti-
gen wir injektive Auflosungen.

Definition 2.19 i) Ein Objekt I in einer abelschen Kategorie a heifit injektiv, falls der
Funktor Hom(—,1) : a — b, der A auf Hom (A, I) abbildet, exakt ist.
Eine injektive Auflosung eines Objektes A in a ist ein Komplex I°® in a mit I* = 0
fiir k < 0 zusammen mit einem Morphismus € : A — 1Y, so dass alle I* injektiv sind
und so dass die Sequenz

£ 0 d . d o d
0sASS S r2s

exakt ist.

ii) Falls fiir jedes Objekt A in a ein Homomorphismus f : A — I mit Kern f = 0
existiert, so sagen wir, a hat genug Injektive. In diesem Fall hat jedes Objekt eine
injektive Auflosung.
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Beispiel:
i) Die abelsche Gruppe Q/Z ist injektiv in b.

ii) Die Kategorie 2(b enthdlt genug Injektive. Eine abelsche Gruppe A ist namlich
genau dann injektiv in 2b, wenn sie divisibel ist, d.h. wenn es fiir jedes x € A
und jede natiirliche Zahl m ein y € A mit

my =1
gibt (Ubungsaufgabe).
Ist B eine beliebige abelsche Gruppe, so betrachten wir B* = Hom(B,Q/Z) und
B* = [] Q/Z.
b*eB*

Dann ist B** divisibel, also injektiv, und der Gruppenhomomorphismus
£:B— B*,
gegeben durch ¢(b) = (b*(b))b* c g+ ist injektiv.

Analog zeigt man, dass fiir jeden kommutativen Ring A die Kategorie Moy genug
Injektive hat.

Lemma 2.20 Es sei B® ein exakter Komplex mit B¥ = 0 fiir h < —1, d.h. eine exakte
Sequenz der Form
dg' d9
0— B_; = ngBl—)
Ferner sei ¢ : B_; — A ein Morphismus. Fiir jede injektive Auflosung 0 — A = I* von
A existiert dann ein Morphismus von Komplexen f* von B* in den Komplex A = I* mit

f=e.

Mit anderen Worten, es existieren Morphismen f* : B* — I* fiir b =2 0, so dass das

Diagramm
0 B! B° B!
O
0 A—==]0 It
kommutiert.

Je zwei solche Morphismen von Komplexen sind homotop.
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Beweis : Da [ injektiv ist, existiert ein f° : B® — I°, so dass das Diagramm

-1

0 -p1 % _po

g

0 A—==1]°

kommutiert. Wir betrachten den Morphismus d o f° : B — I'. Es gilt d) o f° o
dz' = dY ocop = 0, also erhalten wir einen Morphismus B°/Bild d;' — I'. Die
Sequenz 0 — B°/Bild d;' — B! ist exakt. Daher liefert die Injektivitit von I' einen
Morphismus f': B! — I', sodass das Diagramm

B’ —— B!

"4 b

°——1nt

kommutiert. Auf diese Weise konstruieren wir induktiv alle f*.

Ist ¢* ein anderer Morphismus von B* in den Komplex 0 — A — I* mit g=! = ¢,

so setzen wir b : B - Aund h™!': B~! = 0 gleich 0. Da f~! — g~! = 0 ist, ist die
Homotopiebedingung an dieser Stelle erfiillt.

Wir nehmen induktiv an, wir haben fiir alle ¥ < n Morphismen h* : B* — [+
konstruiert, die fur alle £ < n

£ gb = dbIpk g R
erfiillen.
Wir betrachten den Morphismus

(f"=g"—dith")ody ' B = B" — I,

Es gilt
(f =g - d !
(= )y — i
fr—gMdy = dp T (f =gt = dy TR
(fr=g")dyt —di ("t =g" )
0,

~
ol

d"o d"~1=0

7= 11

da f* und ¢g* Morphismen vom Komplexen sind. Somit verschwindet (f" — g™ —
d7~'h™) auf Bild d7; ', also induziert dieser Morphismus einen Morphismus

B"/Bild dy*t — I".

Seite 23



Da I" injektiv und 0 — B"/Bild dj;' — B"*! exakt ist, existiert ein Morphismus
h™tl . Bmtl — [, der das Diagramm

m
dB

B" Bn+1
(f"—gn—d?lh”)l %
]TL

kommutativ macht. Also gilt
fn _ gn — d?_lhn + }2,71—&—16i%7
und der neue Morphismus A"t erfiillt ebenfalls die Homotopieeigenschaft. Daher

sind f* und g* homotop. O

Definition 2.21 Es sei a eine abelsche Kategorie mit genug Injektiven, und F' : a — b
sei ein kovarianter linksexakter Funktor. Fiir alle £ > 0 definieren wir die rechts
abgeleiteten Funktoren

RFF:a—b

wie folgt: Fiir jedes A in a wihlen wir ein fiir alle Mal eine injektive Auflosung.
Dann sei
(REF)(A) = hE(F(I%)).

Satz 2.22 In der obigen Situation sind alle R*F additive Funktoren, und R°F = F. Bis
auf Isomorphe sind die R¥ F unabhiingig von den gewihlten injektiven Auflosungen.

Jede kurze exakte Sequenz 0 — A" — A — A" — 0in a induziert eine lange exakte Sequenz
.. > R*F(A) = RFF(A) = RFF(A") S RMIF(A) = ...
Ein kommutatives Diagramm

0—>A—>A—-A"=0

ool

0B -B—=B"—=0

von kurzen exakten Sequenzen induziert hierbei ein kommutatives Diagramm von langen
exakten Sequenzen.

Auferdem ist R*F(I) = 0 fiir alle k > 0, falls I injektiv ist.
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Beweis : Die Additivitit der R*F folgt aus der Konstruktion.
Ist A = I* eine injektive Auflosung von A, so ist
R'F(A) = hO(F(I°%))
= Kern (F(I°) — F(I"))
= F(A),
da F linksexakt ist.

Waéhlen wir eine andere injektive Auflosung A — J*® von A, so existiert nach Lemma
2.20 ein Morphismus von Komplexen

ot I*— J°,
A — I°
so dass || 1 a®* kommutiert und ein Morphismus von Komplexen
A — J°
B J = I°,
A — J°
so dass || 1 f* kommutiert.
A — I°

Nach Lemma 2.20 ist ferner 5* o a®* homotop zu id;. und a® o 3* homotop zu id e,
d.h. I* und J* sind homotopiedquivalent. Dann sind auch F(I*) und F(J*) homo-
topiedquivalent, woraus nach Lemma 2.17 h*(F(I*)) ~ h*(F(J*)) folgt.

Ist I injektiv, so konnen wir als injektive Auflosung von I den Komplex
O0—=1—=1—-0—...
nehmen. Daher ist (R*F)(I) = 0 fiir alle k£ > 0.

Ist0 - A" — A — A” — 0 eine kurze exakte Sequenz von Komplexen in a, so seien
A S und A" S e injektive Auflosungen von A’ und A”. Wir betrachten

das Diagramm
0 A’ A A" 0

OHI/OHI/O o) I”OHI”OHO

Da I injektiv ist, gibt es einen Morphismus &’ : A — I"°, so dass

A/

|7

"
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kommutiert. Ferner definieren wir §” : A — "0 als die Verkniipfung von A — A"
mite” : A" — 1",

Wir setzene = &’ ¢ §" : A — I @ I"°. Dann ist das Diagramm

0 A A A" 0

OHI/OHI/O o) I”OHIHOHO

kommutativ. Nach Konstruktion ist
0ASTqI"

exakt. In dieser Weise konstruieren wir induktiv eine exakte Sequenz
0—A—=TI"pI"™,

also eine injektive Auflosung von A, so dass

0 A A A" 0

N

O I/. I/. @ I//. I//. 0

kommutativ ist.
Wir kénnen nun RFF(A) mit der injektiven Aufldsung A — I & I"* berechnen. Da
F additiv ist, ist F(I"* @ ") = F(I'*) @ F(I"*). Also ist

0= FI"*)—>F{I*"a®I"™) — F(I"™)—0
eine kurze exakte Sequenz von Komplexen. Satz 2.16 liefert nun die lange exak-

te Kohomologiesequenz, die funktoriell beziiglich Morphismen kurzer exakter Se-
quenzen ist. O

Beispiel: Fiir jede abelsche Gruppe A hat der linksexakte kovariante Funktor
F =Hom (A, —) : b — Ab
abgeleitete Funktoren (R*F),. > (), die wir als R*F(B) = Ext*(A, B) bezeichnen.

Ist a eine Kategorie, so bezeichnen wir mit a°?” die Kategorie mit denselben Objekten
und mit
Homaopp (A, B) = Homu(B, A) .

Wir drehen also alle Pfeile in a um. Ist /' : a — b ein kontravarianter linksexakter
Funktor, so induziert F' einen kovarianten linksexakten Funktor a°?? — b. Hat also
a’”? genug Injektive (d.h. hat a genug Projektive), so konnen wir mit dem obigen
Prinzip auch kontravariante linksexakte Funktoren ableiten.
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Definition 2.23 Ein Objekt J in a heifit F—azyklisch, falls R*F(J) = 0 fiir alle k > 0
ist.

Injektive Objekte sind also nach Satz 2.22 azyklisch.

Man kann Kohomologie nun allgemeiner mit azyklischen Auflésungen berechnen:

Satz 2.24 Es sei a eine abelsche Kategorie mit genug Injektiven. Es sei 0 — A 5 J0 =
J' — ... eine F-azyklische Auflosung, d.h. eine exakte Sequenz in A, so dass alle J* F-
azyklisch sind. Dann ist fiir alle k > 0

RYF(A) = hF(F(J*)).
Beweis : Wir zeigen mit Induktion nach k, dass fiir alle Objekte A mit azyklischen
Auflosungen 0 — A — J*® gilt: RF¥F(A) ~ h¥(F(J*)).
Aus der Linksexaktheit von F' folgt, dass

0— F(A) — F(J°) — F(JY)

exakt ist. Also ist ROF(A) = F(A) = h°(F(J*)).
Es sei B der Kokern von JY — J!'. Dann ist

0-A—J"—>B—=0
exakt. Die zugehorige lange exakte Kohomologiesequenz nach Satz 2.22 lautet

0— F(A) = F(J") = F(B) - R'F(A) = R'F(J°) - R'F(B) = R*F(A) — ...
Da J° azyklisch ist, folgt fiir alle k¥ = 1, dass RF"' F(A) ~ RFF(B) ist.
Ferner folgt wegen R'F(J°) =0
R'F(A) = F(B)/Bild(F(J°) — F(B)).

Nun ist auch
0B J 2o .

exakt. Wir bezeichnen diese Sequenz als

0— B— J2.
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Da F linksexakt ist, folgt F'(B) = Kern(F(J°) — F(J')), und somit
R'F(A) = h'F(J°).
Also gilt unsere Behauptung fiir k = 0 und k£ = 1.
Fiir den Induktionsschritt nehmen wir k£ = 1 an. Dann ist
R*1F(A) ~ RFF(B).
Wir wenden die Induktionsvoraussetzung auf die azyklische Auflésung
0— B—J3

an und erhalten
RFF(B) =~ h*F(J2)).

Aus hFF(J2)) = W*HH(F(J*)) folgt

RMUF(A) ~ WMY(F(J7)).

0

Um solche abgeleiteten Funktoren zu vergleichen, ist oft folgende universelle Eigen-
schaft niitzlich:

Definition 2.25 Es seien a, b abelsche Kategorien. Ein (kovarianter) —Funktor von a nach
b ist eine Kollektion (T*);>o von Funktoren T* : a — b, zusammen mit Verbindungsabbil-
dungen 6% : TF(A”) — T*Y(A') fiir alle kurzen exakten Sequenzen 0 — A’ — A — A" —
0, so dass folgende Bedingungen erfiillt sind.

i) Fiir jede kurze exakte Sequenz 0 — A — A — A” — 0 in a gibt es eine lange exakte
Sequenz

0 — TO(A') — TO(A) — TO(A") &5 TVAY) 5 ... — THA") S THL(AY) 5

ii) Ein Morphismus kurzer exakter Sequenzen in a induziert einen Morphismus langer
exakter Sequenzen in b.

Beispiel: Die Funktoren (R*F);>, fiir einen kovarianten linksexakten Funktor F
bilden einen kovarianten j—Funktor.
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Definition 2.26 Es seien a und b Kategorien und F',G : a — b Funktoren.

Ein Morphismus von Funktoren
o F =G

ist ein System von Morphismen
P,y F(A) — G(A)
fiir alle Objekte A in a, so dass fiir jeden Morphismus f : A — B in a das Diagramm

F(A) "~ G(A)
F(f) J{F(g)
F(B) ——G(B)

bp

kommutiert.

Definition 2.27 Ein §—Funktor (T*);>o : a — b heifdt universell, falls es fiir alle anderen
6—Funktoren (S*);>0 : a — b zusammen mit einem Morphismus von Funktoren

.70 - 5°

eine eindeutig bestimmte Folge f* : T* — S*(k = 0) von Morphismen von Funktoren gibt,

die sich mit den &* vertragen.

Bis auf eindeutige Isomorphismen kann es also nur einen universellen é—Funktor
geben, der T° fortsetzt.

Satz 2.28 (Grothendieck) Sei (T%);>¢ ein —Funktor. Falls es fiir alle k > 0 und fiir jedes
Objekt A aus a eine exakte Sequenz 0 — A 8 J, mit T*(u;,) = 0 gibt (dann nennt man T
auch ausléschbar), so ist T universell in obigem Sinn.

Korollar 2.29 Sei a eine abelsche Kategorie mit genug Injektiven und F : a — b ein lin-
kexakter kovarianter Funktor. Dann sind die rechts abgeleiteten Funktoren (RFF)>o uni-
verselle 6—Funktoren.

Umgekehrt, sei (T*)y>o ein universeller S—Funktor, dann ist T° linksexakt und T% = R*T°
fiir alle k > 0.
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Beweis : Nach Satz 2.22 sind die (R¥F);>¢ é—Funktoren. Da alle Objekte A sich in
ein injektives Objekt I einbetten lassen, und R*F(I) = 0 ist fiir k > 0, sind die R*F
fiir k > 0 ausloschbar. Daher ist (R*F') nach Satz 2.29 universell.

Umgekehrt, sei (7%);> ein universeller §~Funktor. Dann ist 7° linkexakt, es existie-
ren also die abgeleiteten Funktoren (R*T?);,. Dies ist ein universeller é—Funktor
mit R'TY = T°. Aufgrund der universellen Eigenschaft folgt also RFT° ~ T*. O

3 Garbenkohomologie

Es sei (X, Ox) ein geringter Raum. Wir betrachten die abelsche Kategorie 9tod(X)
der Garben von Ox — Moduln ( siehe Beispiel 4) aus § 2 ).

Lemma 3.1 Sei (X, Ox)ein geringter Raum. Dann hat 9od(X) genug Injektive.

Beweis : Wir benutzen, dass fiir jeden kommutativen Ring A die Kategorie 9tod 4
der A-Moduln genug Injektive hat. Sei 7 eine Garbe von O x—Moduln. Jeder Halm
F, ist dann ein Ox ,—Modul, also existiert eine Injektion F, — I, in einem injektiven
Ox ,—Modul.

Sei j : {z} — X die Inklusion. Wir betrachten die Garbe j,(/,). Zur Erinnerung: Es
gilt
I, ze€U
B [a: U :Ix ._1U = ’ )
J.(1)WV) = LG0) {O S
j«(I,) ist eine Garbe von O x-Moduln (Ubungsaufgabe). Sei J = IG'IX Gl
Offenbar ist fiir jede Garbe G von Ox-Moduln

HomOX (g7 j) = xle_IXHomOX (g7j*[z)

Andererseits gilt Homo, (G, j.Ix) ~ Home,  (Gx, k) (Ubungsaufgabe).

Setzen wir F = G, so erhalten wir zu den Morphismen F, — I, einen Morphismus
F — J. Dieser ist injektiv auf den Halmen, also injektiv als Garbenmorphismus.
Aus Hom (G,J) = [[ Homo,  (G.,I.) folgt aulerdem, dass G — Hom(G,J) exakt

zeX

ist. Also ist J injektiv in Mtod(X). O
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Korollar 3.2 Fiir jeden topologischen Raum T hat die Kategorie 2b(T") der abelschen Gar-
ben auf T' genug Injektive.

Beweis : Es sei Oy die konstante Garbe zur Gruppe Z. Dann ist (7', Or) ein geringter
Raum mit Mod(7) = Ab(T"). Also folgt die Behauptung aus Lemma 3.1. O

Definition 3.3 Es sei 1" ein topologischer Raum, und
L(T,—) : Ab(T") — Ab

der Funktor ¥ — T'(T,F) = JF(T). Dieser ist linksexakt und kovariant. Wir schrei-
ben H*(T,—) := RFT(T,—) fiir die rechts abgeleiteten Funktoren. Insbesondere ist also
HYT,F)=T(T,F).

Die H*(T, F) heiflen Kohomologiegruppen von F.
Ist X ein Schema und F ein Ox—Modul, so definieren wir H*(X, F) auf dieselbe Weise,

indem wir X als topologischen Raum und F als Garbe abelscher Gruppen auffassen.

Wir wollen nun zeigen, dass die Kohomologiegruppen H*(X,F) fiir einen Oy-
Modul F mit den abgeleiteten Funktoren von I' auf der Kategorie Mt0d(X) tiber-

einstimmen.

Definition 3.4 Eine Garbe F auf dem topologischen Raum T heif welk, falls fiir jede In-
klusion V' C U offener Mengen die Restriktionsabbildung F(U) — F (V') surjektiv ist.

Beispiel: Jede konstante Garbe auf einem irreduziblen topologischen Raum 7' ist
welk. (In einem irreduziblen topologischen Raum haben je zwei nicht-leere, offene
Teilmengen einen nicht-leeren Schnitt, und jede offene Teilmenge ist irreduzibel,

vel. [AG], § 1.)

Lemma 3.5 Essei 0 — F -5 G 5 H — 0 eine kurze exakte Sequenz in Ab(T) fiir einen
topologischen Raum T..

i) Ist F welk, so ist fiir alle offenen Teilmengen U C T die Sequenz
0— FU) S G(U) B HWU) -0
exakt.

i1) Sind F und G welk, so ist auch H welk.
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Beweis :

i)

Sei U C T eine offene Teilmenge. Wir miissen zeigen, dass
o - G(U) = H(U)

surjektiv ist. Sei t € H(U). Mit Hilfe des Zornschen Lemmas existiert ein maxi-
males Paar (V,S) mit V' C U offen und s € G(V'), sodass Sy (s) = t|y gilt. Hier
ist (V,s) 2 (V',¢'), falls V! C V und s|y = ¢’ gilt.

Angenommen V' G U. Dann wihlen wir ein € U\V und eine offene Umge-
bung W um x sowie ein r € G(W), so dass [y (1) = t|w ist. Es folgt

Bwav (slwav — rlwav) = tlwav — tlwav = 0,

also liegt s|wny — r|lwnyv im Bild von F(W N V) — G(W N V). Da F welk ist,
existiert ein f € F(W) mit aw (f)|wav = slwav — rlwav.

Somit ist sy = (7" + aw(f)) lwnv- Also kann man s und r + aw (f) zu einem
Element s’ € G(W U V) verkleben. Dieses erftillt 5|y (s') = t, denn dies kann
man nach Restriktion auf W und V nachpriifen. Die Existenz von s’ wider-
spricht allerdings der Maximalitdt von (V, s). Also gilt in der Tat V' = U, d.h.
Bu ist surjektiv.

Esseien V' C U offene Teilmengen von 7'. Dann haben wir nach i) das folgende
kommutative Diagramm mit exakten Zeilen:
0 - FU) — GWU) — HU) — 0
resr | resg | resy |
0 —- FV) —- GV) = H(V) — 0
Nach Voraussetzung sind resr und resg surjektiv. Also ist resy; surjektiv nach

dem Fiinferlemma 2.14.

O

Lemma 3.6 Sei (X, Ox) ein geringter Raum. Dann sind alle injektiven O x—Moduln welke

Garben.

Beweis : Fiir jede offene Teilmenge U C X betrachten wir j(O X‘U). Hier ist fiir eine

Garbe F auf U die Garbe jF die sogenannte , Erweiterung von F durch 0, d. h. die

Garbe zur Pragarbe

{]—"(V), falls V C U
Vi

0 sonst
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Es sei J ein injektiver Oxy—-Modul und V= C U zwei offene Teilmengen von
X. Dann ist 0 — (Jy)Oy — (Ju) Ou exakt, also folgt aus der Injek-
tivitit von J, dass Homo, ((ju)Ov,J) — Home,((jy)Ov,J) surjektiv ist.
Nun ist aber Homo, ((ju)Ou,J) = J(U) vermoge der Abbildung J(U) —
Hom ((ju):Ou, J),s + fs, wobei (fs)v : (ju)Ou(V) — J(V) fiir V C U offen durch
a — as|y gegeben ist. Daraus folgt die Behauptung. O

Proposition 3.7 (Welke Garben sind azyklisch)

F sei eine welke Garbe auf dem topologischen Raum T. Dann ist H*(T,F) = 0 fiir alle
k> 0.

Beweis : Wir betten F in ein injektives Objekt 7 in Ab(7’) ein, und setzen H = J / F.

Da F welk ist, ist nach Lemma 3.5 i) die Sequenz 0 — F(T') — J(T) - H(T) — 0
exakt.

Da J injektiv ist, gilt H*(T,7) = 0 fiir alle ¥ > 0. Aus der langen exakten Koho-
mologiesequenz folgt somit H' (T, F) = 0 und H*(T, F) ~ H*Y(T,H) fir k = 2.
Nach Lemma 3.6 ist J welk, also ist nach Lemma 3.5 ii) auch H welk. Jetzt folgt die
Behauptung per Induktion. O

Nach Satz 2.23 kann man Kohomologie mit azyklischen Auflosungen berechnen,
also konnen wir die H*(T, F) mit welken Auflésungen berechnen.

Korollar 3.8 Sei (X, Ox) ein geringter Raum. Dann stimmen die abgeleiteten Funktoren
von T'(X, —) : Mod(X) — Ab auf der Kategorie der Ox—Moduln mit den H*(X, ), also
den abgeleiteten Funktoren von I'(X, —) : Ab(X) — Ab auf der Kategorie der Garben
abelscher Gruppen iiberein.

Beweis : Um RFI'(X, —) : 90d(X) — 2Ab zu berechnen, benutzen wir injektive Auf-
16sungen in Mod(X). Diese sind nach Lemma 3.6 welk, somit nach Proposition 3.7
azyklisch fiir H*(X, —). Also berechnen wir nach Satz 2.23 in der Tat die H*(X, —).

U

Sei (X, Ox) ein geringter Raum und A = I'(X, Ox). Dann ist fiir alle O x—Moduln F
die Gruppe I'(X, F) ein A-Modul. Da wir die Kohomologie H*(X, F) mit injektiven
Auflosungen in 900 (X ) berechnen kénnen, sind alle H*(X, F) A—Moduln und die
Abbildungen in den langen exakten Sequenzen A-Modul-Homomorphismen.

Ist X ein Schema iiber SpecA4, so sind also alle H*(X, F) insbesondere A-Moduln.
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Lemma 3.9 (Garbenkohomologie vertauscht mit direkten Summen)
Ist (F;)icr eine Familie von Garben abelscher Gruppen auf T, so ist
HYT, @ F) ~ & H(T, F;).
i€l i€l
Beweis : Wir wihlen eine injektive Auflosung 0 — F; — J° fiir jedes F; in der
Kategorie 24b(7'). Dann ist nach Lemma 3.6 die Garbe [J} welk fiir alle k£ = 0. Also
ist auch @ JF welk. Somit ist
iel
0= ®F — oJF
i€l i€l
eine welke und nach Proposition 3.7 somit azyklische Auflésung von @ F;. Da der
iel

globale Schnittfunktor I'(7, —) mit beliebigen direkten Summen vertauscht, folgt
daraus mit Satz 2.23 die Behauptung. O

Erinnerung (siehe [AG], Definition 1.12). Ein topologischer Raum heifst noethersch,
talls jede absteigende Kette abgeschlossener Teilmengen stationdr wird.

Ist X ein noetherscher topologischer Raum, so definieren wir die Dimension von X
als

dimX = max{n : 3 Kette Z, & ... & Z, irreduzibler abgeschlossener Teilmengen in X'}

Noethersche Schemata sind nothersche topologische Raume.

Satz 3.10 (Grothendiecks Verschwindungssatz) Sei X ein noetherscher topologischer
Raum der Dimension n. Dann gilt fiir alle Garben F abelscher Gruppen auf X:

H*(X,F)=0 firallek > n.

Beweis : (Skizze): Ist A eine gerichtete Menge und ist fiir jedes a € A eine Gar-
be abelscher Gruppen F, auf X gegeben, dann sei lin}"a die assoziierte Garbe zur
Pragarbe
U — limF, (U).
—

Sind alle F, welk, dann ist auch limF, welk (Ubungsaufgabe). Ferner vertauscht
—
der direkte Limes mit Garbenkohomologie:

lim H' (X, F,) > H (X, imF,).
— —

O Q.
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Das zeigt man mit Hilfe universeller §—Funktoren (Ubungsaufgabe, siche [Ha], Pro-
position I11.2.9.)

Eine Induktion iiber die Anzahl der irreduziblen Komponenten zeigt, dass wir X
irreduzibel annehmen konnen. Jetzt fithren wir Induktion nach n = dim X.

Angenommen, n = 0. Dann hat X als irreduzibler nulldimensionaler Raum nur die
offenen Mengen () und X und der globale Schnittfunktor ist exakt.

Nun sei X irreduzibel der Dimension n und wir nehmen an, die Behauptung gelte

in Dimension < n.EsseiB= |J F(U)und
UCX offen

A ={a C B: aendlich}

Fiir jedes o € A sei F,, die Untergarbe von F, die von allen S in « erzeugt ist (diese
sind im allgemeinen auf verschiedenen offenen Mengen definiert und man definiert
F als Garbe zu der von « erzeugten Pragarbe).

Dann ist F = lim.F,.
e
Es geniigt zu zeigen, dass H'(X, F,) = 0 ist fiir alle i > dim X.

Mit Induktion iiber die Anzahl der Elemente in « fithrt man diese Behauptung auf
den Fall zurtick, dass F, von einem s € F(U) erzeugt wird. Dann gibt es also einen
surjektiven Garbenmorphismus

i!(ZU) — .F,

wobei Z; die konstante Garbe auf U ist und 4, wie im Beweis von Lemma 3.6 zu
i : U — X definiert ist. Sei R der Kern dieser Abbildung. Mit der langen exakten
Kohomologiesequenz sieht man, dass es gentigt, die Behauptung fiir i,(Zy) und fiir
R zu zeigen.

Ist R # 0, so sei d die kleinste positive Zahl, die in einer der Halme R, C Z vor-
kommt. Dann gibt es eine offene Teilmenge V' # () von U mit

R|V ~ dZV,
also eine exakte Sequenz
0> iZy SR = R/iZy — 0

furi: V — X, sodass der Halm von R /iZy auf V' verschwindet. Die abgeschlosse-
ne Teilmenge Y = X\V von X hat Dimension < n. Also folgt aus der Induktionsvor-
aussetzung, dass H'(R/iZy) = 0 ist fiir alle ¢ > n. Es gentigt also, die Behauptung
fiir Garben der Form #,Zy zu zeigen. Das geht mit einem direkten Argument. 0

Seite 35



4 Quasikoharente Modulgarben

In diesem Abschnitt betrachten wir nur Garben von O x—Moduln auf einem Schema
X.

Sind F und G zwei Ox-Moduln, so sei fiir jede offene Teilmenge U C X

HomOU —Modulgarben (-/—"| U, g\ U) .

Das definiert eine Garbe, die wir mit Hom(F, G) bezeichnen. Hom(F,G) ist in natiir-
licher Weise ein Ox—Modul (Ubungsaufgabe).

Aufserdem definieren wir das Tensorprodukt 7 @), G als die Garbe, die zur Pragar-
be
U F(U) @oxw) 9(U)

assoziiert ist. Es ist (F ®oy §). = Fr oy, G, flirallez € X.

Eine Garbe von Idealen auf X ist ein Ox—-Modul 7, so dass fiir alle offenen Teilmen-
gen U C X die Menge J(U) ein Ideal in Ox(U) ist.

Es sei nun X = SpecA ein affines Schema. Wir wollen zu jedem A-Modul M einen
Ox—Modul M Kkonstruieren.

Definition 4.1 Es sei M ein A—Modul. Fiir jedes f € A definieren wir

wobei M; = S™'M fiir S = {1, f, f?,...} die Lokalisierung von M nach f ist. Fiir eine

beliebige offene Teilmenge U C SpecA wihlen wir eine offene Uberdeckung U = |J D(f;)
i€l

mit f; € A und setzen

M(U) = {(Si)iel 1S € ]\4]072 mit S; ’D(fzf]>: S ]D<fzf])furalle Z,j € I}

Diese Definition ist analog zur Definition der Strukturgarbe OSpec 4 siehe [AG],
§ 4. Genau wie fiir OSpec 4 priift man noch, dass M (U) bis auf einen kanonischen

Isomorphismus nicht von der Wahl der offenen affinen Uberdeckung abhéngt.
Beispiel: A= OSpec A

Zusammen mit den offensichtlichen Restriktionsabbildungen ist M eine Garbe auf
SpecA.
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Lemma 4.2 Sei X = SpecA ein affines Schema.
i) M ist ein Ox—Modul.

ii) Fiir allep € SpecA ist der Halm ]\7p isomorph zur Lokalisierung M,.

—~

iii) T(X, M) = M.

Beweis :

i) Fiir jedes f € A ist M/ in natiirlicher Weise ein A;-Modul. Daraus folgt nach
Konstruktion die Behauptung.

ii) Esist M, = lim M. Nach Konstruktion ist dies der Halm von M in p.
H
fép

iii) Da X = SpecA = D(1) ist, folgt

T'(X,M)=M(X) =M =M.

Wir brauchen nun noch Pushforward und Pullback fiir O x—Moduln.

Sei f : X — Y ein Morphismus von Schemata. Falls 7 ein Ox-Modul ist, so ist f,F
ein f,Ox-Modul, denn fiir alle U C X offen ist f.F(U) = F(f~1(U)).

Da f einen Morphismus Oy — f.Ox liefert, ist f.F auch ein Oy-Modul. Die Garbe
f+«F zusammen mit dieser Oy—Modul-Struktur heif3t direktes Bild von F unter f.

Umgekehrt sei G ein Oy—-Modul. Dann ist f~'G ein f~'Oy-Modul. (Erinnerung:
f7'G ist die Garbifizierung der Pragarbe U — lim G(V).) f liefert einen Gar-
—

fu)cv
benmorphismus f~'Oy — Ox.

Es sei ferner f*G = f7!1GQ 10y Ox. Dies ist ein Ox-Modul tiber den zweiten
Faktor des Tensorprodukts. f*G heifst Pullback von G unter f.

Auf folgende Weisen passen unsere Operationen auf Ox—-Moduln gut mit bekann-
ten Operationen auf Moduln zusammen:

Lemma 4.3 Essei ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus und h : X = SpecB — Y =
SpecA der zugehirige Morphismus von Schemata. Dann gilt
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i) Die Zuordnung M — M ist ein exakter, volltreuer Funktor von der Kategorie der
A-Moduln in die Kategorie der Ox—Moduln.

i1) Sind M und N zwei A—Moduln, so ist

(M ®4N)=M &0, N.

iii) Ist {M;}icr eine beliebige Familie von A-Moduln, so ist

P s =P .

il i€l

iv) Fiir jeden B—Modul N ist
heN = (AN)~,

wobei 4N bedeutet, dass man N via p : A — B als A-Modul auffasst.

v) Fiir jeden A-Modul M ist

WM =M@, B.

Bewelis :

i) Ein A—Modulhomomorphismus ¢ : M — N liefert fiir jedes f € A einen
Ar—Modulhomomorphismus M; — Ny. Daraus erhalten wir einen Morphis-
mus von Ox—Moduln ¢ : M — N. Also ist M — M ein Funktor. Dieser ist
exakt, da er exakt auf den Halmen ist. Nach Lemma 4.2 sind die Halme von M
ja einfach Lokalisierungen in Primidealen. Wir betrachten fiir A—Moduln M
und N den Gruppenhomomorphismus

Hom (M, N) — Home, (M, N).
Y
Fiir die Volltreuheit miissen wir zeigen, dass dieser bijektiv ist. Dazu geben

wir folgendermafBen eine Umkehrabbildung an. Ist g : M — N ein Homomor-
phismus von O x —Moduln, so erhalten wir durch

M=MX)S3 NX)=N

einen A = Ox(X)— Modulhomomorphismus. Es ist klar, dass fiir jedes
¢ € Hom(M,N) gilt 1), = 1. Starten wir mit einem ¢ € Homo, (M, N),
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so miissen wir gy = g zeigen. Dazu geniigt es zu zeigen, dass diese bei-
den Garbenmorphismen auf allen D(f) fur f € A gleich sind. Da g ein
Ox—Modulhomomorphismus ist, kommutiert das Diagramm

M(X)=M—"2 N =N(X)
M(D(f)) = My 550 Ny = N(D(f)).

Daraus folgt fiir alle fﬂk € My

~

ain(f) = () = mox(T)
= (9x)p(n ()

Also ist die Abbildung ) — ¢ in der Tat ein Isomorphismus.

ii) Fiir alle f € A und jeden A—Modul L gilt L; = L ®4 A; (Ubungsaufgabe).
Also gilt

Mg, N(D(f)) = (M ®4 N) ®a Ay = (M @4 Ay) @4, (N @4 Ay)
nach [AG], Proposition 10.2.

—_—

Also folgt (M ®4 N)D(f) ~ M(D(f)) ®4, N(D(f)), und dieser Isomorphis-
mus ist mit den Restriktionsabbildungen vertraglich. Das liefert einen Mor-
phismus der Pragarbe

U M(U) ®oyw) N(U)

in die Garbe M ®, N. Definitionsgema8 ist M ®¢, N die Garbifizierung der
Tensorprodukt-Pragarbe. Also existiert aufgrund der universellen Eigenschaft
der Garbifizierung ein Garbenmorphismus

M®o, N = M@, N.

Da sich bei der Garbifizierung die Halme nicht dndern, ist dies auf den Hal-

men ein Isomorphismus, also tiberhaupt ein Isomorphismus.
iii) ist klar.
iv) Firjedes f € Aist
(hN)(D(f)) = N(h'D(f))
= N(D(e()))

Ny(r)
= (aN)y
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v) Fiirjedes g € Bist (M ®4 B), = M ®4 By, denn M ®4 B ist ein B—Modul tiber
dem zweiten Faktor.

Die Restriktionsabbildungen liefern Abbildungen
M(Y) =M — (h™'M)(D(g))

und
Oy (¥) = A = (h70y) (D(g)).

Also erhalten wir einen Homomorphismus von B,—Moduln

—~——

(M ®4 B)(D(g)) = M @4 B, — (7' M)(D(9)) @u-104)010)) By
— (*M)(D(9)),

wobei die letzte Abbildung von dem kanonischen Morphismus der Tensorpro-
duktpragarbe in ihre Garbifizierung kommt. Diese verkleben sich zu einem
Garbenmorphismus

M®s B — h*M,

der auf den Halmen ein Isomorphismus ist, da fiir jedes Primideal q € SpecB

gilt

* 1 _ —17;
(h M)q = (h ~Mq ®<h710y>q OX7q

= (Mhw @0, Ox 1
= M%’_I(Q) ®A¢—1(q) Bq'

Dies ist isomorph zu (M ®4 B),. (Ubungsaufgabe).

Jetzt konnen wir definieren:

Definition 4.4 Sei X ein beliebiges Schema. Ein Ox—Modul F heifit quasi-kohdrent,
falls X eine offene affine Uberdeckung (U;)ic; mit U; = SpecA; besitzt, so dass fiir allei € 1

F UZQJ\Z

fiir einen A;=Modul M, gilt.

F heifst kohdrent, falls alle diese M, endlich erzeugte A;,—Moduln sind. Hier und in Zukunft
fassen wir F |y, als Oy,—Modul auf, d.h. es gilt F |y,= j.F fiir die Inklusion j : U; — X.
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Beispiel
1) Oy ist kohérent.

2) Ist X = SpecA affin und Y <5 X eine abgeschlossene Immersion, so gibt es
nach [AG], Proposition 7.4 ein Ideal a C A mit Y ~ SpecA/a. Aus Oy = ;17a
folgt mit Lemma 4.3

i.Oy = (A/a)”,

wobei wir A/a als A—Modul auffassen. Also ist i,.Oy kohérent.

3) Sei X einirreduzibles Schema und U, V zwei offene Teilmengen, sodass V' ¢ U
und V = SpecA affin ist. Dann ist der O x—Modul j;Oy nicht quasi-kohérent.
Es gilt namlich I'(V, jiOy) = 0, aber jOyjuny # 0. Also kann 5Oy |y nicht von
der Form M fiir einen A—Modul M sein.

Wir wollen nun zeigen, dass auf affinen Schemata die quasi—kohdrenten Moduln
gerade die M sind. Dazu brauchen wir folgendes Lemma:

Lemma 4.5 Es sei X = SpecA affin und F quasi—kohirent auf X. Ferner sei f € A und
D(f) ~ SpecAy die zugehorige offene Teilmenge von X . Dann gilt

i) Fiiralle s € T'(X, F) mit resx p(y)s = 0 gilt f"s = 0 fiir ein n > 0.

ii) Fiirallet € T'(D(f),F)) gibt es ein n > 0, so dass f"t sich zu einem s € I'(X, F)
fortsetzen lifst.

Jede offene Teilmenge Spec A ~ U C X mit F |y~ M koénnen wir durch Mengen der
Form D(g;) mit g; € A tiberdecken. Die Inklusion j : D(g;) — U entspricht einem
Ringhomomorphismus B — A,. Nach Lemma 4.3 ist 7|, | = M = Mmgi.
Also konnen wir den gesamten Raum X mit Mengen der Form D(g;) tiberdecken, so
dass F|, |
ist, reichen endlich viele solcher D(g;) aus.

~ M, fiir einen geeigneten Modul M/; ist. Da X affin, also quasi-kompakt

i) Gegeben sei s € I'(X, F) mit resxp(ss = 0. Fiir alle i sei s; = resxp(g,)s €
I'(D(g:), F) = M;. Nun ist D(f) N D(g;) = D(fg:) und T'(D(fg:), Fi) = (M)
nach Lemma 3.3.

Also ist das Bild von s; in (M;) trivial, d.h. f™s; = 0 fur ein n; > 0. Da nur
endlich viele i im Spiel sind, gibt es ein n mit f"s; = 0 fiir alle <. Mit dem ersten
Garbenaxiom folgt f"s = 0.
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ii) Gegeben sei t € I'(D(f), F). Dann liegt o, in D(D(fg:), F) = (M;)s. Also
existiert ein n; = 0, so dass f”it|D(fgi) = ti‘D(ng fureint; € M; = I'(D(¢:), F)
ist. Da nur endlich viele i im Spiel sind, konnen wir wieder n; = n fiir alle ¢
annehmen.

Nun ist t —t
D

(9ig;)  ’ID(g;9;)

auf D(fg,g;) null ist. Nach i) existiert also ein m;; > 0 mit

ein Element in I'(D(g;9;), F), dessen Einschrénkung

Jr tilD(gig;) = Jr t51D(gig;)-
Wieder konnen wir m;; = m fiir alle ¢, ; annehmen.

Dann verkleben sich die f™t; € F(D(gi),]-") zueinem s € I'(X, F). Da Slnten =
f"p(rg) = ™ "D 1) 8ilt, fOlgt 5|, = [T

Satz 4.6 Der Ox—Modul F ist genau dann quasi—kohiirent, wenn es fiir jede offene affine
Teilmenge U = SpecA von X einen A-Modul M gibt mit F|y ~ M. Falls X noethersch
ist, so ist F genau dann kohirent, wenn eine entsprechende Bedingung mit einem endlich
erzeugten A—Modul M gilt.

Beweis : Sei U = SpecA C X offen affin. Wie zu Beginn des Beweises von Lemma 3.6
zeigt man, dass F|, ebenfalls quasi-kohdrent ist. Also konnen wir X = SpecA affin
annehmen. Gesucht wird ein M mit F = M. Sei M = ['(X, F) (nach Lemma 4.2 ist
das der richtige Kandidat). Fiir jedes f € A betrachten wir den Homomorphismus

D(D(f), M) = My — T(D(f), F)
% — = resy p(p)(m).

fn

Nach Lemma 4.5 ist dies ein Isomorphismus. Also erhalten wir einen Garbeniso-
morphismus M — F.

Ist X noethersch und F kohérent, so ist zusdtzlich zu zeigen: Ist A noethersch,
D(f;)icr eine Uberdeckung von SpecA und M ein A-Modul, so dass alle A;,—-Moduln
My, endlich erzeugt sind, dann ist auch M ein endlich erzeugter A-Modul. Das las-
sen wir als Ubungsaufgabe. O

Lemma 4.7 Kerne, Kokerne und Bilder von Morphismen quasi—kohirenter Garben auf X
sind quasi-kohdrent.

Auf noetherschen Schemata gilt das auch fiir kohirente Garben.
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Beweis : Es geniigt, die Behauptungen auf einer offenen affinen Uberdeckung zu
zeigen. Also konnen wir annehmen, dass X = SpecA ist. Jede quasi-kohdrente Gar-
be ist dann nach Satz 4.6 von der Form M. Nach Lemma 4.3 ist der Funktor M + M
auf X exakt, also gilt fiir einen A—Modulhomomorphismus f : M — N : ker f =
(Qf), Imf = I/rr\p/f und kokerf = kgk\é?f . Daraus folgt die Behauptung. OJ

Proposition 4.8 Essei f : X — Y ein Schemamorphismus.
i) Ist G ein quasi—kohirenter Oy—Modul, so ist f*G ein quasi—kohirenter O x—Modul.
ii) Sind X,Y noethersch und G kohiirent, so ist f*G kohirent.
iii) Ist X quasi-kompakt und separiert, so ist f.F quasi—kohirent fiir jeden quasi—

kohirenten O x—Modul F.

Beweis : i) + ii) Wir tiberdecken X mit offenen affinen Teilmengen U;, so dass f(U;)
in einer offenen affinen Teilmenge von Y liegt. Damit folgt die Behauptung aus Satz
4.6 und Lemma 4.3 v).

iii) Ohne Einschrankung ist Y affin. Als noethersches Schema ist X quasi-kompakt,
besitzt also eine endliche Uberdeckung (U;);c; aus offenen affinen Teilmengen. Da
X separiert ist, sind alle U; N U; affin (Ubungsaufgabe).

Nach den Garbenaxiomen fiir F ist die folgende Sequenz von Garben auf Y exakt:

0) = D)o (F

UiﬂUj)

0= f.F = D(f).(F

Hier sind f; : U; — Y und f;; : U; N U; — Y die von f induzierten Morphismen.
Die Abbildungen in der Sequenz werden jeweils durch die Restriktionsabbildungen
gegeben.

Nun sind F|y, und F
Also sind nach Lemma 4.3 iv) der mittlere und der rechte Eintrag in unserer Sequenz

v;nu; quasi—kohérent auf den affinen Schemata U; bzw. U;NU;.
quasi-kohérent. Mit Lemma 4.7 folgt das auch fiir den linken Eintrag. O

Vorsicht: Ist 7 kohdrent, so ist f.F im allgemeinen nicht kohdrent! Ein tiefer Satz
von Grothendieck sagt, dass dies immerhin fiir eigentliche Morphismen f gilt.

Wir wollen nun die Kohomologie quasi—kohédrenter Modulgarben untersuchen. Da-
zu untersuchen wir zunéchst fiir einen injektiven Modul [ {iber einem noetherschen
Ring A die Modulgarbe I.
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Lemma 4.9 Es sei A ein noetherscher Ring und I ein injektiver A—Modul. Dann ist fiir
jedes f € A die natiirliche Abbildung

0O: I =
Tr

mle

surjektiv.

Beweis : Fiir alle i > 0 betrachten wir b; := Ann,(f") = {a € A: af' =0}

Die aufsteigende Idealkette
by Cby CbsC...

wird stationdr, da A noethersch ist. Also existiert ein » = 0 mit b, = b,,; = .... Sei
y=ux/f" € I;mitz € I und n = 0. Wir definieren eine A—lineare Abbildung

)y = I
af™" — afrx.

Das ist wohldefiniert, da Ann,(f"*") = b,4, = b, = Annyu(f") gilt.

Da I injektiv ist, konnen wir diese Abbildung zu einem A—Modulhomomorphis-
mus
i A= 1

fortsetzen. Wir setzen ¢(1) = z. Dann ist [z = ¢(f""") = f"z, woraus O(z) =

7 = 7= =y folgt. Also ist © in der Tat surjektiv. O
Lemma 4.10 Ein A—Modul I ist genau dann injektiv, wenn es fiir jedes Ideal b C A und
jeden A—Modulhomomorphismus b — I einen A—Modulhomomorphismus ¢ : A — I
gibt, so dass

b C A

kommutiert.

Beweis : , = “ : ist klar nach Definition injektiver Moduln.
, <= " :5e10 — M — N eine exakte Sequenz von A—Modulnund f : M — [

Seite 44



ein A—Modulhomomorphismus. Nach dem Zornschen Lemma existiert ein maxi-
maler A—Untermodul N’ von N, der eine Fortsetzung g : N’ — I von f zuldsst.
Angenommen, es existiert ein n € N\ N’. Dann betrachten wir das Ideal

b={a€A:ane N'}
in A. Nach Voraussetzung hat

b — N5 1

a an

eine Fortsetzung ¢ : A — I. Es sei N” der von N’ und n erzeugte Untermodul von
Nund h : N” = I der A~Modulhomomorphismus mit », = g und h(an) = ¢(a).
Dieser ist wohldefiniert, da jedes Element in N’ N An nach Definition von b von der
Form an fir ein a € b ist. Also ist ¢(a) = g(an).

Die Existenz von (N”, h) widerspricht der Maximalitdt von N’. Also folgt N = N
und damit unsere Behauptung. O

Proposition 4.11 Es sei A noethersch und I ein injektiver A~Modul. Dann ist I eine welke
Garbe auf X = SpecA.

Beweis : Fiir eine beliebige Garbe G auf X nennen wir die Teilmenge
suppG = {r € X : G, # 0}
von X den Trdger von G.

Sei Y C X eine abgeschlossene Teilmenge von X. Wir sagen, Y hat die Eigenschaft
P, falls fiir jeden injektiven A—Modul I mit supp I C Y die Garbe I welk ist. Wir
zeigen die Behauptung mit noetherscher Induktion, indem wir folgende Implikati-

on nachweisen:

() Falls jede echte abgeschlossene Teilmenge Y’ von Y die Eigenschaft P hat, so hat
auch Y die Eigenschaft P.

Daraus folgt die Behauptung mit folgendem Argument. Da X noethersch ist, exis-
tiert, wenn die Behauptung nicht stimmt, eine minimale abgeschlossene Teilmenge
Y, die P nicht erfiillt. Jedes abgeschlossene Y’ C Y erfiillt also P, also muss nach
dem Induktionsschluss auch Y die Eigenschaft P haben. Das ist ein Widerspruch.
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Also miissen wir (x) zeigen. Sei I ein injektiver A—Modul mit supp I C Y. Sei
U C X eine offene Teilmenge. Um zu zeigen, dass I welk ist, geniigt es zu zeigen,
dass res: T'(X, 1) = I — ['(U, I) surjektiv ist.

Falls U NY = §, so ist [, = 0 und die Surjektivitit klar. Andernfalls existiert ein
feAmit D(f) CUund D(f)NY # 0. Essei Z = X\ D(f). Wir definieren

T,(U ) ={seT(UI) :s,=0ftrallex ¢ Z}

und analog
Iy(X,I)={se(X,I):s,=0fiirallex ¢ Z}.

Dann haben wir folgendes kommutative Diagramm

I

Iy
I'(X,I)—"=~T(U,I)—"%T(D(f),])

| |

Pz(X, 1) -"~T4(U,I).
Nach Lemma 4.9 ist die obere horizontale Abbildung surjektiv.

Fiir jedes s € T'(U,I) finden wir also ein ¢t € T'(X, /) mit tpgy = Sl Dann ist
t, — s € Tz(U,I). Die Surjektivitat von res: I'(X,I) — T(U,1) folgt also aus der
Surjektivitat von res: T'z(X, ) — T'5(U, I).

Wir zeigen nun, dass

J=TzX, )2 {sel:In>0mitf"s=0}C I

ebenfalls ein injektiver A—Modul ist. Nach Lemma 4.10 gentigt es dafiir, ein Ideal
b C A und einen A—Modulhomomorphismus ¢ : b — J zu betrachten.

Da b endlich erzeugt ist, existiert ein n > 0 mit ¢(f"b) = f"¢(b) = 0. Jetzt brauchen
wir das Artin-Rees-Lemma, das besagt, dass die Filtrierungen f"b und (/") N b des
Ideals b eine beschriankte Differenz haben (sieche [AM], Theorem 10.11).

Also existiert ein m = n mit
(f")NbC f"b
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Da0 — b/(f™)Nb — A/(f™) exakt ist, existiert ein A—Modulhomomorphismus
' A/(f™) — I, der das Diagramm

©
b—=6/(F" A —=J =]

N

A——=A/(f™)
kommutativ macht.

Die Abbildung ¢ : A — A/(f™) ¥ I landet konstruktionsgemaf3 in .J. Also ist J in
der Tat injektiv.

Nun hat Y N Z = Y\ (Y N D(f)) nach Voraussetzung die Eigenschaft P. Da J ein
injektiver A—Modul mit supp J C Y N Z ist, ist also .J welk. Also ist J = I'(X, J) —
(U, J) surjektiv. Da T'(U, J) = T'z(U, I) ist (Ubungsaufgabe), folgt die Behauptung.

0J

Satz 4.12 Sei X = SpecA das Spektrum eines noetherschen Rings A. Dann ist fiir alle
quasi—kohirenten Garben F auf X und alle k > 0

H*(X,F) =0.

Quasikohiirente Garben sind also azyklisch auf noetherschen affinen Schemata.

Beweis : Es sei M = I'(X,F) und 0 — M — I*® eine injektive Auflosung von M
in der Kategorie der A-Moduln. Nach Lemma 4.3, i) ist 0 — M — I* eine exakte
Sequenz quasi-kohirenter Garben. Nach Proposition 4.11 sind alle 7* welk. Also
konnen wir wegen M = F nach Proposition 3.7 und Satz 2.23 mit dieser Auflosung
die Kohomologiegruppen H'(X,F) berechnen. Durch Anwenden von T' erhalten
wir die exakte Sequenz von A-Moduln I* zuriick. Somit ist H*(X, F) = 0 fiir k > 0.

O

5 Cech-Kohomologie

Um Kohomologiegruppen zu berechnen, sind injektive Auflosungen oft schlecht
handhabbar. Daher lernen wir jetzt ein weiteres Hilfmittel kennen.
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Definition 5.1 (Cech-Komplex) Sei X ein topologischer Raum und U = (U;)ic; eine
offene Uberdeckung von X, wobei die Indexmenge I geordnet sei. Fiir iy, . .. i, € I setzen
wir Uio...ip = Uio N...N Uip-

Ferner sei F eine Garbe abelscher Gruppen auf X. C*(U, F) sei dann der folgende Komplex
abelscher Gruppen:
Cp(u,}") = H F(Uio...ip) mit

10<...<lip

dr: CP(U, F) — CPT U, F)

d +1
o = (Oéio...ip){io<...<z’p} — (EZZO(—l)k 041-0,,,1;,.,%“’Uio...ipH >i0< v
7 e p

g

~

Hier bedeutet iy . . .1y, . . . ip+1, dass der Index i), weggelassen wird. Die Vorzeichen sind not-
wendig, damit d* = 0 gilt (Ubungsaufgabe).
Ist I endlich, so setzen wir CP(U, F) = 0 fiirp >| I |.

Beispiel:
U, F) =P FU)
el
C'U,F) =P FUinUy)
€]

do((ai>i61) - (Oéj\UrmUj N Oéi‘UiﬁUj )l<j

Definition 5.2 Sei F eine Garbe von abelschen Gruppen auf dem topologischen Raum X
und U = (U;)er eine offene Uberdeckung von X. Die Gruppe

HWU,F) = w(C*U,F))
= ker(d’: CP(U,F) — CP*Y U, F)) / Im(d*~' : CP~ (U, F) — CP(U, F))

heifst p—te Cech Kohomologie von F beziiglich U.

Lemma 5.3 Esist (U, F) ~ (X, F).

Beweis : HO(U, F) = kern d° = {(a;)ier : iy, = Vg, FUr alled < J}

Die Behauptung folgt also aus den Garbenaxiomen. O
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Vorsicht! Kurze exakte Sequenzen 0 — 7 — F — F” — 0 geben i.a. keine langen
exakten Sequenzen von Cech Kohomologiegruppen, d.h. H’ (U, —) ist im allgemei-
nen kein §-Funktor. Wahlt man etwa die Uberdeckung ¢, die nur aus der Menge X
besteht, so ist C?(U, F) = 0 fiir p > 1, also folgt H' (U, F) = 0 fiir p > 1. Nun ist aber

0 » HUF) » HUF) - HUF) - 0
15.3 15.3 15.3
0 - I'X,7) —» I'(X,7) — TI(X,F")

nicht exakt, wenn H'(X, F') # 0 ist.

Proposition 5.4 Ist F eine welke Garbe, so ist H (U, F) = 0 fiir alle p > 1 und jede
Uberdeckung U von X.

Beweis : Wir betrachten fiir alle p = 1 die Garbe

WP = H (fio...z‘p)* ]:\Ui wip

) ) 0
10<...<1p

wobei fi; i, : Ui..;, — X die Einbettung ist.

Dann ist
rv,wr)y = ] FWUi..,nV).

i0<.. <Zp
Insbesondere ist I'(X, W?) = CP(U, F).
Wir definieren einen Garbenmorphismus d# : W? — W»*! wie folgt. Es sei &}, :
L(V,W?) — T'(V, WPt!) die Abbildung

p+1

k
(aio---ip)i0<---<ip = Z(_l) aio...gk...ip+1 IUiO...ip+1ﬂV.

Dann ist @, = d” aus Definition 5.1. Mit F sind alle W” welk. Wir betrachten den
Komplex
0= F—>WH—W?—

Nach den Garbenaxiomen ist
0— F— W!

exakt.
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Wir wollen nun zeigen, dass fiir alle p = 2 auch
wr—l — WP — wett
exakt ist.
Dazu gentigt es zu zeigen, dass fiir alle x € X der Halmkomplex

WPt — WP — wrt!

T

exakt ist. Jedes a € WP ist Halm eines Elementes s € I'(V, W?) fiir geeignetes V. Wir
konnen V' so klein wihlen, dass V' C U fiir ein j € I gilt. Wir definieren

(PP )ig iy = (1) ($500800)..000 1))

wobei § die Permutation von {j,i,...,7,—1} mit §(j) < d(ip) < ... < d,_,) ist.
Ist j € {ip...ip-1}, SO setzen wir (hp_ls)iomip_l = 0. Dies liefert eine Abbildung

hP=!: WP — WP~!. Man kann nachrechnen, dass
dPhP~t 4+ hPdPt = id

gilt. Also ist die Identitdt auf dem Komplex Wy homotop zur Nullabbildung. Mit
Lemma 2.16 folgt daraus, dass die Kohomologie von W verschwindet. Somit ist
W2 exakt, also 0 — F — W* eine welke Auflésung von F. Nach Proposition 3.7
und Satz 2.24 konnen wir die Garbenkohomologie von F mit dieser Auflosung be-
rechnen. Gleichzeitig gilt H?(X,F) = 0 fiir p 2 1, da F selbst welk ist. Daher folgt

0 = r(T(X,W*))
he(Co U, F))
H' (U, F)

fir alle p = 1. O

Wie im Beweis von Proposition 5.4 kann man zu jeder quasikohdrenten Garbe F
einen Garbenkomplex

Wo—WwWh—W?— ...
konstruieren, so dass 0 — F — W* exakt ist und I'(X, W?) = CP(U, F) gilt. Es sei
0 — F — J* eine injektive Auflésung von F. Nach Lemma 2.20 lasst sich id: F — F
zu einem Morphismus von Komplexen

0 - F - W —» W' —
I i ’

0 - F — J° - J —
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fortsetzen. Also erhalten wir nach Anwenden des globalen Schnittfunktors mit Pro-
position 5.4 Morphismen
H'(U,F) — H*(X, F)

fiir alle p = 0.

Aus Lemma 5.3 folgt, dass dieser fiir p = 0 ein Isomorphismus ist. Dies muss im
allgemeinen fiir p > 0 nicht gelten. Wir haben aber immerhin das folgende Resultat:

Satz 5.5 Es sei X ein noethersches separiertes Schema, U eine offene affine Uberdeckung
und F eine quasi—kohiirente Garbe auf X.

Dann gibt fiir alle p = 0 Isomorphismen
H' (U, F) =5 HY (X, F).

Man kann also die Kohomologie der quasi—kohiirenten Garben als Cech Kohomologie beziig-
lich offener affiner Uberdeckungen berechnen.

Beweis : Fiir p = 0 folgt die Behauptung aus Lemma 5.3. Wir zeigen zunéchst, dass
wir F in eine welke, quasikohdrente Garbe G einbetten konnen. Dazu betrachten
wir eine offene affine Uberdeckung X = U, Vj mit V; ~ Spec A;. Dann ist |, ~ M;
tiir einen A;-Modul M. Wir betten ); in einen injektiven A;—Modul /; ein. Ferner
sei fU): V; — X die Inklusion und

G =P ).

Nach Proposition 4.11 ist /; welk auf Vj, also ist auch F9 (I;) welk auf X (Ubungs-
aufgabe). Somit ist G welk. Ferner ist /; quasi-kohérent auf Vj, also ist nach Propo-
sition 4.8 auch '] ; quasikohdrent. Aus Lemma 4.3, iii) folgt, dass auch G quasi-
kohérent ist. Fiir alle j vermittelt M; C I; einen injektiven Garbenmorphismus

gj:]-"h,]_ :]\%—)fj
Also erhalten wir fiir jedes U C X offen einen injektiven Homomorphismus
FU) = @FUNV) S @LUNY)
J J ||
S I)W)

j
I

Gg\u).
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Das liefert einen injektiven Garbenmorphismus
F—=g.
Es sei ‘H der Quotient, d.h. die Sequenz
0O=F—=G—->H—=0

ist exakt. Nach Lemma 4.7 ist H kohérent. Fiir alle ¢p < ... < i, ist U;,.;, als Schnitt
von offenen affinen Teilmengen eines separierten Schemas affin. (Ubungsaufgabe)

Da F quasi—kohdrent ist, ist somit nach Satz 4.12 H 1(U¢0...ip, F) =0.Alsoist 0 —
F(Ui..i,) = G(Ui..i,) = H(Us,..;,) — 0 exakt. Somit ist auch

0—CPU,F)—C"U,G) = CP(U,H) =0
exakt. Daher haben wir eine exakte Sequenz von Komplexen
0—-C*U,F)—=C*U,G)— C*(U,H)— 0.

Diese liefert nach Satz 2.15 eine lange exakte Sequenz von Cech Kohomologiegrup-
pen
0—H'UF) »H UG —H UH) »H UF
SHU.G) - HUH) T UF) ...
Gleichzeitig erhalten wir eine lange exakte Sequenz von Garbenkohomologiegrup-
pen
0— H'X,F)— H°X,G) - H*(X,H) - H' (X, F)
— HY(X,G) — HY(X,H) = H*(X,F) — ...
Nach Lemma 5.3 stimmen die nullten Kohomologiegruppen iiberein. Da G welk ist,

folgt aus Proposition 5.4, dass FI' (U, G) = 0 ist fiir p > 1. Nach Proposition 3.7 ist
auch H?(X,G) = 0 fiir p 2 1. Also folgt aus dem Diagramm mit exakten Zeilen,

Hwug — HUH — HUF) — 0

I I I
HX,G) — HY(X,H) — HYX,F) — 0

dass Hl(u,f) ~ HY(X, F) gilt.

vp+1

AuRerdem folgt aus H' (U, G) = 0 = HP(X,G) fiirp > 1,dass H' (U, H) ~ H (U, F)
und HP(X,H) ~ HP*Y(X,F) gilt. Da H ebenfalls quasikohédrent ist, folgt mit
I:Il(U,H) ~ H'(X,H) auch I:IQ(Z/{,]-") ~ H*(X,F). Induktiv zeigt man so die Be-
hauptung. O
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Ist X ein topologischer Raum und F eine Garbe abelscher Gruppen auf X, so be-
trachtet man tiblicherweise

lim P
L — H (U, F).
U offene Uberdeckung von X

Der direkte Limes ist hier definiert beziiglich der natiirlichen Abbildung
H'U,F) - H WV, F),
falls die offene Uberdeckung V eine Verfeinerung der offenen Uberdeckung U ist.
Dann hat man immer einen Homomorphismus
lim  H'U, F) - H(X, F).

Man kann zeigen, dass dieser fiir p = 1 immer ein Isomorphismus ist. Fiir p = 2 ist

er im allgemeinen allerdings kein Isomorphismus.

6 Divisoren und Geradenbiindel

Definition 6.1 Es sei X ein Schema. Ein Ox—Modul F heifSt lokal frei vom Rang r, falls
es eine offene Uberdeckung X = |J U; von X gibt, so dass fiir allei € I

el

‘EUZ- = OTUZ
gilt. Manchmal nennt man lokal freie Garben auch Vektorbiindel auf X.

Ist F lokal frei vom Rang 1, so heif$t F auch invertierbare Garbe.

Lemma 6.2 Ist L eine invertierbare Garbe auf X, so existiert eine invertierbare Garbe LY
auf X mit
LRL ~Ox.

Die Menge der Isomorphieklassen invertierbarer Garben mit dem Tensorprodukt ist also eine
Gruppe. Diese heif$t Picardgruppe von X, wir bezeichnen sie mit Pic(X).

Beweis : Offenbar ist das Tensorprodukt von zwei invertierbaren Garben eine in-
vertierbare Garbe und Ox spielt die Rolle eines neutralen Elements. Ist £ eine in-
vertierbare Garbe, so betrachten wir

LY = Hom(L, Ox).
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Es gibt eine offene affine Uberdeckung X = |J U; mit £, b, = Oy,. Also ist

el

|\;Ji = Homy, (‘CUN OUz) = ’S:jomUi(OUi’ 0U1>
~ OUi-

Ferner haben wir fiir alle V' C X offen einen natiirlichen Homomorphismus
LV)@L(V)=L(V)® Homp, (L), Ov) = O(V)

a® f flv(a)

Dieser ist nach Einschrankung auf alle U; ein Isomorphismus, also ein Isomorphis-
mus. O

Beispiel: Wir betrachten das Schema X = P, iiber einem Ring A. Dann ist X =
U D4 (z;) mit D, (x;) ~ Spec Alxy, ..., %], (siehe [AG], Kapitel 5).

=0

Wir finden ein n € Z. Fiir jedes i sei
Bi(n)

die Menge der homogenen Elemente vom Grad n in der Lokalisierung von
Alz,, ..., xy] nach ;. Offenbar ist B;(n) ein Alx,...,%,),)—Modul und es gilt
Bi(n) = a} Alzo, ..., %) ()

B;(n) ist also frei vom Rang 1 tiber A[zo, ..., 2,](,). Wir betrachten die quasikoha-

e~

rente Garbe B;(n) auf D (z;). Es gilt

D, (2;) N Dy (x;) = Dy(wix;) ~ Spec Alzo, . . ., Tr](wia;)-

Wir verkleben B;(n), mit B;(n) entlang des Isomorphismus

D+(zizj) |D+(zizj

P A[To, - Ty = TTA[T0, - T ()
Das liefert eine invertierbare Garbe Ox(n) auf X = P7,. Offenbar ist Ox(0) = Ox
und OX(m) ®OX Ox(n) ~ Ox(m + n)

Definition 6.3 Es sei Z ein projektives A—Schema und Z¢ !

N

SpecA
horige abgeschlossene Immersion. Dann heifit die invertierbare Garbe i*Op (1) auf Z sehr

P’y die zuge-

ample.
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Wir wollen jetzt einige Kohomologiegruppen der Garben O(n) berechnen.

Satz 6.4 Sei A ein noetherscher Ring und X = P mit r 2 1. Wir schreiben S =

Alxg, ..., x| und bezeichnen mit S, die Menge der homogenen Polynome vom Grad d.
Dann ist S = @@ S,.
d=0

i) Fiir jedes n = 0 existiert ein Isomorphismus H°(X,Ox(n)) = S,. Insbesondere ist
H(X,0x) ~ A. Fiirn < 0ist H*(X,Ox(n)) = 0.

i) H"(X,O0x(—r —1)) ~ A.

i) H"(X,0x(n)) =0, fallsn > —r — 1.

Beweis : Fiiri = 0,...,7sei U; = D, (z;). Das ist eine offene affine Uberdeckung von
X, mit der wir die Kohomologie von Ox(n) nach Satz 5.5 als Cech Kohomologie
berechnen konnen.

i) Alsoist H’(X,Ox(n)) Der kern der Abbildung

DOx(n)(Ui) — @ Ox(n)(UiNU;)

i<j
| |
D2 Sw) = DaiSwa,
1 1<)
die durch

(i fi)i = (@ fi — 2] fi)i<y

gegeben ist.

Sei (27f;); im kern dieser Abbildung. Die Einschrankungsabbildungen
Ox(n)(U;) = Ox(n)(U; N U;) = Ox(n)(Uy N ...NU,) sind alle injektiv. Al-
so liefert (x7'f;); ein g € Ox(n)(Uo N ...NU,), das im Schnitt aller Ox(n)(U;)
liegt.

glasstsich als g = x3°...2Y f mit V; € Z und einem homogenen Polynom f,

das von keinem z;, geteilt wird, schreiben. Aus g € Ox(n)(U;) = x}S,,) folgt
Vi, 2 0 fiir alle k # i. Alsoist g € S,, fallsn = 0ist und g = 0, falls n < 0 ist.

ii) Fiirjedesn € Zist H" (X, Ox(n)) der Kokern der Abbildung

d: @B oxm)(Uyn...nU,_,) = Ox(n)(Uen...NT,),

10<...<0p_1
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denn der néchste Term im Cechkomplex verschwindet. Ein Monom in

Ox(n)(Up N...NU,) hat die Form ¢z ... zl» mit > I; =nund ¢ € A.
i=0

Das Bild von d besteht gerade aus den Elementen in Ox (n)(UpN...NU,), deren
Monome alle die Eigenschaft /; = 0 fiir ein ¢ haben.

-1
_

Ist n = —r — 1, so ist also Kokern (d) erzeugt von z;' ...z
iii) H" (X, Ox(n)) ist der Kokern der Abbildung d aus ii). Sei

g€ 0xm)UpN...NU,)

ein Monom. Dann ist g = czl ... 2 mit 3.1, = n > —r — 1und [; € Z. Also
i=0
muss mindestens ein [;, = 0 sein. Dann liegt g im Bild der Einschrankungsab-

bildung
Ox(n)(UoN...NUN...NU,) = Ox(n)(UsN...NT,),
also im Bild von d.
0J
Definition 6.5 Es sei X ein Schema. Fiir jedes x € X bezeichnen wir mit m, das maximale

Ideal im lokalen Ring Ox , und mit k(x) = Ox ,/m, wie immer den Restklassenkorper.
Dann ist m,/m? ein k(x)-Vektorraum (Ubungsaufgabe). Seinen Dualraum

Tx,» = (my/m2)Y = Hom, () (m,/m2, r(z))
nennen wir den Tangentialraum von X in x.
Definition 6.6 Ein noetherscher lokaler Ring A mit maximalem Ideal m und Restklassen-
korper k = A/m heif$t requlir, falls dim A = dimj m/m? gilt.
In jedem noetherschen lokalen Ring gilt dimj, m/m? = dim A (Ubungsaufgabe, siehe
[AM], Proposition 2.8).

Man kann zeigen, dass jeder reguldre noethersche lokale Ring ein Integritdtsring ist.

Definition 6.7 i) Es sei k ein Korper. Eine diskrete Bewertung auf k ist eine Abbil-
dung
v:k*—7Z,

so dass folgende Bedingungen erfiillt sind:

Seite 56



a) v(af) =v(a) + v(B), d.h. vist ein Gruppenhomomorphismus.
b) v(af) 2 min{v(a),v(6)}.

ii) Ein Integrititsring A heifst diskreter Bewertungsring, falls es eine diskrete Bewer-
tung v auf Quot A gibt mit

A= {z € (Quot A)* : v(z) =2 0} U{0}.

Satz 6.8 Fiir einen lokalen noetherschen Integrititsring A der Dimension 1 sind folgende
Aussagen dquivalent:

i) Aist ein diskreter Bewertungsring
ii) Das maximale Ideal m C A ist ein Hauptideal.
ii1) A ist reguliir.
i) = ii): Sei v : (QuotA)* — Z die diskrete Bewertung mit A = {z : v(z) = 0} U {0}.
Dann gilt A* = {z : v(z) = 0}. Alsoist m = {z : v(z) > 0} das maximale Ideal in

A. Wihle ein 7 € A, so dass v(7) ein minimales Element in v(m) C Z ist. Dann gilt
m = (7).

ii) = iii): Es gilt dim; m/m? = dim A = 1. Dam = (7) ein Hauptideal ist, wird m/m?
von einem Element erzeugt. Also gilt dim;, m/m? = 1 = dim A.

iii) = i): Sei # € m ein Element, dessen Restklasse mod m? den eindimensionalen
k-Vektorraum m/m? erzeugt. Daraus folgt m = () (Ubungsaufgabe, siche [AM],
Proposition 2.8).

Fiir jedes a # 0 in A definieren wir

v(a) =max{n:a € (r")} = max{n : 7" teilt a in A}.

Wir setzen diese Funktion durch v(a/b) = v(a)—v(b) auf (Quot A)* fort. Das definiert
eine diskrete Bewertung mit Bewertungsring A.

Lemma 6.9 Ist A ein requlirer lokaler Ring, dann ist fiir jedes Primideal p C A auch A,
requlir.

Beweis : Ubungsaufgabe (Suchen Sie dieses Resultat in der Literatur). O]
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Jetzt konnen wir den Regularititsbegriff auf Schemata tibertragen.

Definition 6.10 Sei X ein lokal noethersches Schema und x € X. Dann heifst X regulir
in x, falls der lokale Ring Ox , regulir ist. Das Schema X heifdt reguldr, falls es regulir in
allen Punkten x € X ist.

Ein Punkt x € X, in dem X nicht requlir ist, wird auch singuldrer Punkt oder Singulari-
tit genannt.

Definitionsgemafs ist X genau dann reguldr in x € X, wenn dimOx , = dim T ,
gilt. Nach Lemma 6.9 ist X genau dann regulédr, wenn es in allen abgeschlossenen
Punkten regular ist.

Beispiel: Ist k ein Korper, so ist fiir alle n = 0 der affine Raum A} und der projektive
Raum PP} ein reguldres Schema.

Als Erganzung formulieren wir noch das Jacobikriterium, ohne es hier zu beweisen.

Satz 6.11 (Jacobikriterium) Es sei k ein Korper und X = Speck [x1, ..., x,]/a fiir ein
Ideal a C k|xy, ..., x,,). Wir betrachten fiir ein u € X (k) und ein Erzeugendensystem
a=(fi, ..., fr) von adie (Jacobi-)Matrix

(9
Ju= (83:]- (u))z1r

Jj=1,..,n

Dann ist X genau dann regulir in u, wenn der Rang von J,, gleich n — dim Oy ,, ist.

Definition 6.12 Es sei X ein noethersches, integres, separiertes Schema, das regulir in
Kodimension 1 ist, d.h. jeder lokale Ring Ox , mit dim Ox , = 1 ist requliir.

Dann nennen wir jedes abgeschlossene irreduzible Unterschema Y C X der Kodimension 1
einen Primdivisor.

Mit Div(X) bezeichnen wir die freie abelsche Gruppe ~ @  Z-Y, die von den Primdi-

Y Primdivisor
visoren erzeugt wird. Die Elemente von Div (X)) sind also formale Summen

mit n; € Z und Y; C X Primdivisor. Wir nennen die Elemente von Div(X ) auch Weildivi-
soren. Sind alle n; 2 0, so heifst D effektiv.
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Es sei X ein Schema wie in Defitition 6.12 und Y C X ein Primdivisor. Dann sei
der generische Punkt von Y. Dann gilt 1 = codim(Y, X) = dim Oy,

Also ist Ox , nach Voraussetzung reguldr, also ein diskreter Bewertungsring in Quot
Ox, = K(X). Die zugehorige diskrete Bewertung bezeichnen wir mit v,.. Den Kor-
per K(X) nennen wir den Funktionenkorper von X.

Fiir jedes f € K(X)* istv,(f) € Z.Ist v,(f) = 0, so sagen wir, f hat eine Nullstelle
in Y der Ordnung v,(f). Ist v,(f) = 0, so sagen wir, f hat eine Polstelle in Y der
Ordnung —uv,(f).

Beispiel: Es sei X = A} = Speck[z]. Dann sind die Primdivisoren in X genau
die abgeschlossenen Punkte {P} in X. Diese entsprechen den maximalen Idealen
my, C kl[z]. Ist m, = (x — a) fur ein a € k, so ist vp(f) die gewohnliche Null- bzw.
Polstellenordnung von f.

Lemma 6.13 Fiir jedes f € K(X)* gibt es nur endlich viele Primdivisoren Y mit v, (f) #
0.

Beweis : Sei U ~ SpecA eine offene affine Teilmenge von X. Dann gilt K(X) =
Quot(A). Es gibt also eine Lokalisierung A, von A mit f € Aj. Somit existiert
eine offene Teilmenge V' C U mit f € Ox(V)*. Die abgeschlossene Teilmenge
7z = X\V ; X hat Kodimension = 1, da X irreduzibel ist. Da X noethersch

ist, hat Z nur endlich viele irreduzible Komponenten. Daher gibt es nur endlich vie-

le Primdivisoren Y, die in Z enthalten sind. Ist ¥ nicht in Z enthalten, so liegt der
generische Punkt Y in V. Aus f € Ox(V)* C O%, C K(X) folgt dann v,(f) =0. [

Definition 6.14 Fiir jedes f € K(X)* definieren wir den Divisor von f durch div(f) =
> v, (f)-Y € Div(X). Nach Lemma 6.13 liuft die Summe nur iiber endlich viele

Y C X Primdivisor

Terme # 0.
Einen Divisor der Form div( f) nennen wir Hauptdivisor. Nach Konstruktion ist v,(fg) =
v, (f) + v,(9), also ist die Abbildung

div: K(X)* — Div(X)
f —  div(f)

ein Gruppenhomomorphismus.

Beispiel: Fiir X = A}, ist jeder Divisor ein Hauptdivisor.
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Definition 6.15 Wir definieren die erste Chowgruppe von X als
CHY(X) = Div(X)/Bild(f).

Wir nennen zwei Divisoren D, D" € Div(x) linear dquivalent und schreiben D ~ D', wenn
esein f € K(X)* gibt mit D — D' = div(f). Also ist CH'(X) die Menge der linearen
Agquivalenzklassen von Divisoren.

Nun wollen wir einen etwas allgemeineren Begriff von Divisoren, die sogenannten
Cartierdivisoren, erkldren.

Sei X ein integres Schema mit Funktionenkorper K (X) = Ox ¢, wobei ¢ der generi-
sche Punkt von X ist. Da X irreduzibel ist, ist auch jede offene Teilmenge () £ U C X
irreduzibel und somit zusammenhéngend. Daher ist die konstante Pragarbe

U~ K(X)

eine Garbe. Wir bezeichnen sie mit K. Ferner sei O* bzw. K* die Garbe der Einheiten
in O bzw. IC, d.h.

I(U,0%) = T(U 0)
und T(U,K*) = T(U,K)* = K(X)\{0}.

Wir betrachten die exakte Sequenz von Garben abelscher Gruppen
0—-0"=K = K/O"—0.

Definition 6.16 Sei X ein integres Schema. Ein Cartierdivisor auf X ist ein globaler
Schnitt der Garbe KC* /O*. Ein Cartierdivisor D € I'(X, K*/O*) wird also gegeben durch
eine offene Uberdeckung {U;}; € I von X sowie f; € T'(U;, K*) fiir alle i € I so dass

fi

UiﬂUj /fl

vinu, € (U NU;, OF)
gilt. Dabei erhilt man D, indem man die Bilder der f; unter der Abbildung

zu einem globalen Schnitt verklebt. Also geben ({U;}icr,{fi}ier) und ({V;}ies,{9i}jer)
denselben Cartierdivisor, falls filv,nv,/g;lv.nv;, € T(U; NV, OF) fiir alle i gilt. Die Menge
der Cartierdivisoren I'( X, KC*/O%) ist eine Gruppe.
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Definition 6.17 Fiir jedes f € K(X)* definieren wir den Cartierdivisor div( f) als das Bild
von f unter der natiirlichen Abbildung

K(X)" =T(X,K*) — D(X,K*/O%).

Also wird div(f) durch die Uberdeckung { X } und das Element f € K(X)* gegeben.
Jeder Cartierdivisor der Form div(f) fiir f € K(X)* heifst Hauptdivisor. Die Hauptdiviso-
ren bilden eine Untergruppe der Gruppe der Cartierdivisoren I'( X, K*/O).

Jetzt wollen wir den Zusammenhang zwischen Weil- und Cartierdivisoren erkliren.

Proposition 6.18 Sei X ein noethersches, separiertes integres Schema.

i) Wir nehmen an, dass X normal ist, d.h. dass fiir jedes x € X der lokale Ring Ox
ganz abgeschlossen in K (X) = Quot Ox , ist. Dann ist X requlir in Kodimension 1
und es gibt einen injektiven Gruppenhomomorphismus

¢ : I'(X,K*/O*) — Div(X)
mit p(div(f)) = div(f) fiir jedes f € K*(X).

ii) Ist X sogar requlir, d.h. sind alle Ox , requlir, dann ist ¢ ein Isomorphismus. In
diesem Fall gilt also

(X, K*/O")/T(X,K*) ~ CH'(X).

Beweis :

i) Es sei D ein Cartierdivisor, der durch ({U, }icr, {fi}icr) gegeben wird. Sei Y C
X ein Primdivisor. Dann definieren wir v, (D) = v,(f;), falls U; NY # 0 ist. Das
ist wohldefiniert, denn aus U;NY # () und U;NY # () folgt wegen f;/f; € T(U;N
U;,0*), dass v,(fi/ f;) = 0ist. Somit ist ¢(D) = > v,(D) - Y ein Weildivisor.

Y
Offenbar ist ¢ ein Gruppenhomomorphismus I'(X, £*/O*) — Div(X).

Ist o(D) = 0, soist v, (f;) = O fiir alle Primdivisoren Y und alle : mit Y NU; # 0.
Wir konnen annehmen, dass alle U; ~ SpecA; affin sind. Die Primdivisoren Y’
mit Y N U; # 0 sind gerade die irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen von
U; der Kodimension 1.

Das Element f; € I'(U;, K*) = K(X)* erfiillt v, (f;) = 0 fiir alle diese Y, also gilt

fi € O%,, fiir den generischen Punkt 7 von Y. Dieser entspricht dem Primideal

der Hohe 1 in A;. Nun ist A; ganz abgeschlossen in Quot A; ~ K (z), also gilt
A = ﬂ (Ai)p

ht(p)=1
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nach [Mat], Theorem 38, S. 124.

Daher liegen f; und f; ! in T'(U;, 0), also ist f; € T'(U;, 0*). Somit ist D ein
Hauptdivisor.

Ist X reguldr, so ist fiir jedes + € X der lokale Ring Oy, reguldr. Nach [Mat],
S. 141/142 ist dann jedes Primideal p C Ox , der Hohe 1 ein Hauptideal. Ge-
geben sei ein Weildivisor ) | nyY auf X. Fiir beliebiges = € X betrachten wir

Z ’rLyY

Es sei Spec A ~ U eine offene affine Umgebung von = und p, C A das zu-
gehorige Primideal. Ist Y = {5} ein Primdivisor mit = € Y/, so entspricht 7
einem Primideal der Hohe 1 in A, das in p, enthalten ist. Dieses induziert ein
Primideal der Hohe 1 in Ox , = A,,, welches nach der obigen Bemerkung ein
Hauptideal (7y) ist. Also ist f, = [] II}" ein Element in Quot Ox, = K(X)

€Y
mit

Uy(f ;z:) =Ny
fiir alle Primdivisoren Y mitz € Y.

Sei U, eine offene Umgebung von z, die nur die Primdivisoren Y mit z € YV
und ny # 0 trifft.

Wir tiberdecken X mit solchen U, und erhalten einen Cartierdivisor D gege-
ben durch ({U, }ses, { fo}zex), der (D) = > nyY erfillt.

O

Nun werden wir Cartierdivisoren und invertierbare Garben in Verbindung bringen.

Proposition 6.19 Sei X ein integres Schema. Dann gibt es einen surjektiven Homomor-

phismus

b T(X,K*/O%) = Pic(X),

dessen Kern die Untergruppe der Hauptdivisoren div (K (X)*) ist. Also vermittelt v einen

Isomorphismus

[(X,K*/0%) /div(K(X))" = Pic(X).
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Beweis : Sei D € I'(X, K£*/O*) ein Cartierdivisor, der durch ({U;}.cr, { fi}icr) gege-
ben wird. Wir betrachten die Untergarbe f; 'Oy, von Ky,. Fiir alle V' C Uj; offen ist
also

X
(fiOu)(V) = {5
fiy
Auf Uz N Uj ist fz/f] S F(Ul N Uj, O*) Also gllt (f’i_loUi)|UimUj = (-fj_lon)|UiﬂUj' So-

mit erhalten wir eine Untergarbe £(D) von K mit £(D), = f; 'Oy, Diese ist lokal
frei vom Rang 1 auf X, also eine invertierbare Garbe. Wir definieren (D) als die

Isomorphieklasse von £(D). Sind D; und D, zwei Cartierdivisoren, so finden wir
eine offene Uberdeckung {Ui}ier, so dass Dy durch ({U,}ier, {fi(l)}ie[) und D, durch
({U;}ier, {fi(Q)}iel) gegeben wird. Dann wird D+ D, durch ({U; }ser, {fi(l)fi@)}ig) ge-
geben. Alsoist £(D; + D)), = fi(l)fi(Z)(’)Ui = (fi(l)(’)Ui) Roy, (fi(l)(’)Ui = L(D1),, ®oy,
L(Dy),,. firallei € I, woraus L(D; + Dy) = L(D1) ®o, L(Ds) folgt. Somit ist ¢ ein
Gruppenhomomorphismus.

Ist D = div(f) ein Hauptdivisor, so wird D durch ({X},{f}) gegeben. Also ist
L(D) = ;0x =~ Ox. Gilt umgekehrt L(D) =~ Ox, so sei f € I'(X,L(D)) C T'(X,K)
das Element, das unter diesem Isomorphismus auf 1 € I'(X, Ox) abgebildet wird.
Also ist L(D) = fOx. Wird D durch ({U, }ier, { fi}icr) gegeben, so ist definitions-
gemdfl L(D), = 'Oy, Aus f1Oy, = fOy, folgt fif € T(U;, ©*). Daher ist
D = div(f~') ein Hauptdivisor. O

Nach Proposition 6.19 gilt also auf jedem integren Schema X
[(X,K*/O*)/divK(X)* = Pic(X).
Betrachten wir die kurze exakte Sequenz
0->0"—=K - K/O" =0

von Garben abelscher Gruppen auf X, so erhalten wir die lange exakte Kohomolo-
giesequenz
0= I(X,0%) = I'(X,K) B1(X, K /0" > H'(X,0%) = H'(X,K*).

Da die Garbe K* konstant ist, ist sie welk, also nach Proposition 3.7 azyklisch. Somit
ist H'(X,K*) = 0 und

['(X,K*/0*)/div K(X)* = H'(X,0%)
Zusammen mit Proposition 6.19 erhalten wir also einen nattirlichen Homomorphis-

mus
HY(X,0%) 5 Pic(X).
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Wir wollen jetzt noch nachweisen, dass kohdrente Kohomologiegruppen auf pro-
jektiven Schemata endlich erzeugt sind.

Lemma 6.20 Es sei X ein projektives Schema iiber einem noetherschen Ring A und F eine
kohiirente Garbe auf X. Ist i : X — " eine abgeschlossene Immersion, so gilt

H*(X,F) ~ H*(P%, i, F)

fiir alle k = 0.

Beweis : Es sei 0 —+ F — J* eine welke Auflosung von F auf X. Dann ist 0 —
i.F — i,J* eine welke Auflésung von 7,F. Da man nach Proposition 3.7 und Satz
2.23 Kohomologie mit welken Auflosungen berechnen kann, folgt die Behauptung.

O

Lemma 6.21 Sei A ein noetherscher Ring und F eine kohirente Garbe auf P .

i) Ist S € I'(Dy(x;), F) fiireini = 0,...,n, so gibt es ein my 2 0, so dass xS sich
fiir alle m 2 mq zu einem globalen Schnitt von F @ O(m) fortsetzten lisst.

ii) Es gibt ein m 2 0 und ein N 2 0, so dass ein surjektiver Homomorphismus

existiert. Man sagt in diesem Fall auch, FO(m) ist von globalen Schnitten erzeugt.
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Beweis :
i) Da F koharent ist, gilt Fj,, ., =~ M, fiir einen endlich erzeugten O(D, (z;))—
Modul M;. Ferner ist O(m)|D+($i) = 27"Op, (z,)- Also gilt F @ O(m)
W Ist s € F(D+(a:i), .7-") = M, gegeben, so folgt aus

|D+(z)) —

(M;)e; = F)

T

i

J

Also ist a"s € "M; = T'(Dy(z;),F ® O(m)). Mit etwas Miihe kann man
zeigen, dass sich mg so groff wihlen ldsst, dass z]"s sich zu einem Element in
I'(X,F ® O(m)) verkleben ldsst (vgl. Lemma 4.5).

m
dass <§—) s € M; ist fir m = my bei geeigneter Wahl von m.

ii) Firallei =0,...,nist 7, =~ M, fiir einen O(D.(z;))- Modul M;, der von
dendlich vielen Elementen sy, ..., s; erzeugt ist. Nach i) gibt es ein m = 0, so
dass sich z"sy, . .., x}"s; zu globalen Schnitten von F ® O(m) fortsetzen lassen.
Wir fassen alle diese globalen Schnitte zu einer endlichen Menge von globalen
Schnitten {t1, ..., tx} zusammen. Dann ist der O-Modulhomomorphismus

O - Fo O(m),
der den j—ten Einheitsvektor auf ¢; abbildet, surjektiv.

O

Proposition 6.22 Sei A ein noetherscher Ring. Fiir jede kohirente Garbe F auf P’y und
jedes k = 0 ist dann H* (P, F) ein endlich erzeugter A—Modul.

Beweis : (mit absteigender Induktion nach k)
Nach Satz 5.5 konnen wir H*(P", ) mit Cech-Kohomologie berechnen. Da P, eine
offene affine Uberdeckung aus n + 1 Elementen hat, ist H* (P, F) = 0 fiir k = n + 1.
Angenommen, H*(P%, F) = 0 fiir alle k = ko.
Nach Lemma 6.21 ii gibt es ein m = 0 und ein N = 0, so dass eine surjektive Abbil-
dung

OI@% — F ® O(m)

existiert. Da O(m) eine invertierbare Garbe ist, ist auch die durch Tensorieren mit
O(—m) induzierte Abbildung
o(-m)N = F
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surjektiv.
Also erhalten wir eine exakte Sequenz

0—=G—=0-mYN—-F—=0

fiir eine kohdrente Garbe G. Nach Satz 6.4 ist H* (P, O(—m)") ein endlich erzeugter
A—Modul. Nach Induktionsvoraussetzung ist H*+!(P, G) endlich erzeugt iiber A.
Also ist aufgrund der langen exakten Kohomologiesequenz auch H*(P%, F) endlich
erzeugt tiber A. O

Korollar 6.23 Essei X ein projektives Schema iiber einem noetherschen Ring A und F eine
kohiirente Garbe auf X. Dann ist H*(X, F) fiir alle k = 0 ein endlich erzeugter A—Modul.

Beweis : Das folgt aus Lemma 6.20 und Proposition 6.22. O
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