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Teil 1

Gewohnliche Differentialgleichungen

1 Einfiihrung

1.1 Grundbegriffe

Eine gewshnliche Differentialgleichung der Ordnung n ist eine Gleichung der Form

F(xayay/a"'ay(n)) = 05

wobei x eine reelle Variable ist und y = y(z) eine gesuchte Funktion mit Werten in R

oder C. (Natiirlich wird man nur dann sagen, die Gleichung ist von der Ordnung n, wenn

F tatséchlich von y(”) abhingt; d.h. wir gehen davon aus, dal F keine ,unnétigen®
Variablen enthélt). Auch Werte in R™ oder C™ sind moéglich, y = (91,...,7m); man

schreibt dann ausfiithrlicher

F(x7n17"'7nm7 T]:/l"-.’n’:n""ﬁn:([n)ﬁ""n’g?)) = 07

wobei dann i.allg. auch F' vektorwertig sein wird, d. h. es handelt sich dann um ein System
von Gleichungen. Die Bezeichnung , gewohnliche Differentialgleichung” bezieht sich auf die
Tatsache, daf§ nur ,gewohnliche“ Ableitungen vorkommen (im Gegensatz zu ,partiellen®

Ableitungen in ,partiellen Differentialgleichungen®).

Die Funktion F' ist auf einer Teilmenge

DcR"™2 oder R xC" bzw. Dc R gder R x €™+

erklirt. Eine Losung der Differentialgleichung (in dem hier zur Diskussion stehenden elemen-
taren Sinne) ist eine n mal stetig differenzierbare Funktion y: I — R (C,R™, oder C™)
auf einem Intervall I mit

(x, n(z),.. .,n(”)(x)) €D fir alle =z el

F(x,n(x), .. .,n(”)(x)) =0 fiir alle zel.
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Aus rein theoretischer Sicht geniigt es, Differentialgleichungen der Ordnung 1 zu betrachten,
d.h. Gleichungen (bzw. Systeme) der Form
F(z,y,y) = 0 bzw.

Fi(z,m, .., Mm, M- »Mpp) =0 fiir j=1,... k.

Eine Gleichung (bzw. ein System) der Ordnung n kann ganz einfach in ein System von

Gleichungen der Ordnung 1 iibergefiihrt werden, indem man definiert:

Y =(n,om) = 0y Y)

(wobei hier i.allg. y; € R™ oder C™ ist), und fiir diese vektorwertige Funktion die

Gleichung

F(z,Y,Y') = 0

betrachtet mit

m — 2
775 —n3
F(z,Y,Y') = :
7741—1 —Nn

F(z,m1,- -, n, M)

Man sieht sofort, dafl y = 71 genau dann die urspriingliche Gleichung F(z,y,v/, .. .,y(")) =0
16st, wenn Y die Gleichung F(z,Y,Y’) = 0 lost.

Gleichungen der bisher betrachteten allgemeinen Form heiflen implizite Differential-
gleichungen. Sie sind nur selten in dieser Form losbar. Wir gehen deshalb in der Regel
davon aus, dafl die Gleichung F(z,y,y’) = 0 nach 3y’ aufgelost werden kann, also in der

Form
y = f(z,y) explizite Differentialgleichung

geschrieben werden kann.



1.2 Einfachste Differentialgleichungen und Problemstellung 3

I 7/

e
/

R I
\

/

Gleichungen dieser Art kénnen (im reellen Fall und fiir m = 1) leicht geometrisch ge-

Richtungsfeld

deutet werden: Jedem Punkt (x,7) € D C R? ist durch gy’ = f(z,y) eine Steigung, also
eine Richtung in der (z,y)-Ebene, zugeordnet. Die Gesamtheit dieser Richtungen wird als
Richtungsfeld bezeichnet.

Die Losungen der Differentialgleichung sind genau die Funktionen y = y(z), fir die in
jedem Punkt des Graphen die Tangentialrichtung mit der durch ¢’ = f(x,y) vorgegebenen
Richtung iibereinstimmt. Hiufig kann man so leicht qualitative Aussagen iiber die Losungen
finden. (Im Fall der impliziten Differentialgleichung gibt es dagegen u.U. in einem Punkt

mehrere ,,zulédssige* Richtungen.)

1.2 Einfachste Differentialgleichungen und Problemstellung

Beispiel 1.1  Der einfachste Fall einer Differentialgleichung (iiblicherweise gar nicht als

solche bezeichnet) ist

y = f(x) (die rechte Seite ist von y unabhéngig).

Fiir ein stetiges f bedeutet dies gerade, dal y eine Stammfunktion von f ist; insofern

ist dies die einzige ,,Differentialgleichung“, die wir bereits behandelt haben. Offenbar ist fiir



4 1 EINFUHRUNG

jedes zo aus dem Definitionsbereich von f und jedes yg € R oder C durch
X
y(2) :—y0+/ F(t) dt
o

eine Losung mit dem Anfangswert y(xo) = yo am Anfangspunkt =z, gegeben. Diese
Losung ist durch den Anfangswert eindeutig bestimmt, denn fiir die Differenz zweier Losungen
der Gleichung zum gleichen Anfangswert gilt w’(z) = 0 fiir alle z und w(xy) = 0, also

w = 0.

Betrachten wir die Losungen ¥, 4, zum Anfangswert 3y beim Anfangspunkt zp und

Yor,yn zum Anfangswert y; beim Anfangspunkt i, so gilt offenbar

‘%m@%ﬁmﬂw\—‘%—w+jﬂﬂ&—jﬂwﬂ

< lw-u +(7f<t>dt(.

Werden Anfangspunkt und Anfangswert wenig gedndert, so dndert sich also die Losung (glo-

bal) wenig; sie héingt stetig vom Anfangspunkt und vom Anfangswert ab.

,Lokal“ erhdlt man sogar eine stetige Abhéingigkeit von der rechten Seite der
Gleichung: Fiir verschiedene rechte Seiten fy, f1 gilt ndmlich bei Anfangspunkten x¢, 1
und Anfangswerten yo, y1, wenn wir die entsprechenden Losungen mit yo(-) bzw. yi(+)

bezeichnen:
w0(®) ()] < lyo — | + (f\fo(t)\dt( +| 180 - awlal.

(In dieser Abschétzung kann man die Rollen von {zo, yo, fo} und {z1, y1, fi} vertauschen,
was u. U. die Abschédtzung verbessert.) Solche Eigenschaften gelten auch fiir allgemeinere

Gleichungen und sind fiir die Anwendungen von allergréfiter Wichtigkeit. #

Beispiel 1.2 Eine gleichmiiBig beschleunigte Bewegung (z.B. der freie Fall) wird
beschrieben durch die Differentialgleichung

z”=b  (in der Physik iiblicherweise: & =1)
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wobei b die (konstante) Beschleunigung ist (z. B. die Erdbeschleunigung b = g ~ —9,81-2).

SeC

Mit x; = x, 1o = 2’ geht diese Gleichung iiber in das System

) = X9 (z1(t) = Ort zur Zeit t),

xh = b (z2(t) = Geschwindigkeit zur Zeit ¢ ).

Aus der zweiten Gleichung folgt (vgl. Beispiel ??) x2(t) = v + bt, wobei vy die Geschwin-
digkeit zur Zeit 0 ist (Anfangsgeschwindigkeit). Einsetzen in die erste Gleichung ergibt

x) = vo + bt, also (wiederum nach Beispiel ?7?)

1
x1(t) = xo + vot + §bt2,

wobel xzg der Ort zur Zeit 0 ist.

(Natiirlich kann man auch direkt, d. h. ohne Ubergang zu einem System, die Gleichung

integrieren: Aus z” =b folgt z'(t) = vg + bt, und damit z(t) = xo + vot + 1b¢2.)

Man sieht dieser Losung sofort an, daf fiir jedes kompakte Intervall [t1,t2] C R gilt:

Aus o, —> 0, Vo —> Vo, b —>b folgt fiir die entsprechenden Losungen

Zn(t) — x(t) gleichméfig in [t1, to] .

Diese gleichmiflige Konvergenz gilt aber nicht auf ganz R; auch wenn zy und z;, vy und
v; bzw. b; und b nahe beisammen liegen, weichen die zugehorigen Losungen fiir grofie |¢|

u. U. weit voneinander ab. Man sagt, die Differentialgleichung ist nicht stabil. #

Aus den bisherigen Uberlegungen lassen sich leicht die Wiinsche ablesen, die man an eine
Theorie der Differentialgleichungen haben wird. Wir beschréinken uns dabei auf Gleichungen

erster Ordnung:

Ziele einer Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen

1. Uberblick iiber alle Lsungen einer Gleichung, — wichtiger ist aber:

2. Fiir beliebige Anfangswerte
(o) existiert mindestens eine (Existenz),
(B) existiert hochstens eine (Eindeutigkeit; zusammen mit («) genau eine)

Losung.
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3. Die Losung sollte stetig vom Anfangswert und eventuell auch vom Anfangspunkt
und den in der Gleichung enthaltenen Funktionen (z. B. Koeffizienten) abhingen. —
Dies wird i.allg. nur lokal (d.h. in der N&he von zg) gelten, wihrend weit von =z
entfernt die Abweichung sehr gro8 wird, auch wenn die Anfangswerte nahe beisam-
men liegen (in jedem Fall sollte die Abweichung klein werden, wenn die Anfangswerte

hinreichend nahe zusammen liegen).

4. Fiir wichtige Typen von Gleichungen méchte man Verfahren zur expliziten Bestim-
mung der Lésungen haben, eventuell wenigstens zur ndherungsweisen Bestimmung

(numerisch).

5. In Féllen, wo eine explizite Losung nicht méglich oder zu schwierig ist, méchte man
wenigstens moglichst gute qualitative und/oder quantitative Aussagen iiber die

Losung haben, z. B. ihr asymptotisches Verhalten fiir grole xz—Werte.

1.3 Ubungsaufgaben

1. a) Man skizziere die Kurvenschar
A = {y(z) = Ce*: C eR}.

b) Man bestimme eine Differentialgleichung fiir die Schar B der Kurven, die in jedem
Punkt (z,y) die durch den Punkt verlaufende Kurve der Schar A senkrecht

schneidet.

¢) Man skizziere die Schar B.

d) Man bestimme die Schar B als Gesamtheit der Losungen der in b) gefundenen

Differentialgleichung.

2. Die Differentialgleichung 20(*)y’ + f(x)y = g(x) habe die Losungen v;(z) = z?

und yo(z) = 272,

a) Ist z; Losung der Differentialgleichung (%), soist 2z, genau dann eine Losung,

wenn y := 21 — 22 die Gleichung

v+ f(@)y =0
16st.
b) Man bestimme f und g aus (x).

c¢) Man bestimme alle Lésungen der Differentialgleichung ().
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3. a) Fiir welche a € R hat die Gleichung
y" — 2zy + 2ay = 0
ein Polynom vom Grad k (k € INy) als Losung?

b) Fir k=3 bestimme man das Polynom mit héchstem Koeffizienten = 1, das

diese Gleichung l6st.



2 Elementar losbare Differentialgleichungen

In diesem Kapitel werden fiir einige Klassen gewohnlicher Differentialgleichungen erster Ord-
nung Verfahren zur expliziten Losung angegeben. Existenz— und Eindeutigkeitsfragen fiir die

entsprechenden Anfangswertprobleme werden dabei in der Regel nebenbei mitbeantwortet.

2.1 Differentialgleichungen mit getrennten Variablen

Eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen hat die Gestalt

Sie heifit so, weil sie fiir g # 0 in der Form 3'/g(y) = f(x) geschrieben werden kann; hier
stehen die Variablen z und y auf verschiedenen Seiten der Gleichung. (Den Fall g =1

haben wir bereits in Beispiel ?? behandelt.)

Satz 2.1 Seien f: 11— R, g: L— R stetig, xo € I1, yo € Iz, g(yo) # 0. Dann gibt

es eine Umgebung von xq, in der das Anfangswertproblem

genau eine Ldosung besitzt. Wihlen wir Stammfunktionen
1 .
G wvon - und  F wvon f mit G(yo) = F(=o)
g

so erhalten wir die Ldsung durch Auflésen der Gleichung
G(y) = F(x)

nach y. Diese Auflésung ist stets moglich. (Das entsprechende gilt auch, wenn f komplez-
wertig ist, G eine Stammfunktion von 1/g im Sinne der Funktionentheorie mit G(yo) = 0;
Probleme entstehen dadurch, daf$ wir bisher nichts tber die Invertierbarkeit einer solchen

Funktion G in C wissen.)
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Beweis. Existenz: Wegen ¢(yo) #0 ist g(y) # 0 fir y nahe yp,d.h. G ist streng
monoton nahe yy und somit ist G dort umkehrbar. Wegen F(zy) = G(yo) existiert also

eine Funktion y(-), die auf einer Umgebung von xzy definiert ist mit

y(z) = G7H(F(z)) und y(zo) =yo-

Nach der Kettenregel und der Formel fiir die Ableitung einer Umkehrfunktion gilt also

") = Ao x)) = 1 "(z -1 "(x
VO = g ) = ey T~
= g(y(@))f(z),

d.h. y(-) ist Losung des Anfangswertproblems.

Eindeutigkeit: Sei z irgendeine Losung des AWP. Wegen ¢(z(zo)) = g(yo) # 0 ist

dann g¢(z(x)) #0 fir x nahe xzg, also auf Grund der Differentialgleichung

= f(x) fir = nahe x.

Integration von zy bis z liefert (mit Hilfe der Substitution s = z(¢))

z(z)

F(x) = F(aco)—i-/f(t)dt = G(yg)—i—/%dt = G(yo) + / ﬁds
= G(z(z))
d.h. z ist die Losung der Gleichung F(z) = G(2), also z(z) = G™1(F(z)) = y(z). 0

Explizit fiihrt man die Losung einer Gleichung mit getrennten Variablen meist am be-
quemsten wie folgt durch:
(i) Man bestimmt eine Stammfunktion G von 1/g,
(ii) man bestimmt eine Stammfunktion F' von f,

(iii) man 16st G(y) = F(x) + C nach y auf; das liefert (u.U. fiir jedes C mehrere)

Losungen yco,
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(iv) man bestimmt C so, dafi der vorgeschriebene Anfangswert angenommen wird (ein
solches C' gibt es immer; man braucht ndmlich nur mit denin (i) und (ii) gefundenen
F und G zu wihlen C = G(yo) — F(xp).)

Beispiel 2.2 Die Differentialgleichung 3’ = xy? hat zunichst die triviale Losung y(z) =
0. — Im Sinne der obigen Uberlegungen ist hier f(z) = =, g(y) = y> (also insbesondere

g(yo) # 0 fur alle yp # 0). Stammfunktionen von f und 1/g sind

1
F(z) = -a*, Gly) =—-.
Y
Aus G(y) = F(z) 4+ C folgt also durch Auflésen nach y

y(x) = (2% + O)

Der Anfangswert y(xo) =yo # 0 liefert schliefllich C':

L o -1 I 1,
y0:—(§$0+0) :>C:—y—0—§$0.
Diese Losung hat bei = mit 22 = —2C eine Singularitit, d.h. sie ist nicht iiber z =

:l:(—QC)l/ 2 hinaus fortsetzbar. Keine dieser Losungen miindet allerdings in die bereits oben

erwiahnte Null-Losung ein. #

Im Spezialfall f(z) =1 erhalten wir die Gleichung

v =g(y) (autonome Differentialgleichung).

Y1
Mit F(z): =z —xz9 und G(y):= / ——ds wird dann
Yo g(s)

y(z) = Gz — x0).

Wenn G irgendwie Stammfunktion von 1/g ist, kann die Losung angegeben werden in der

Form

y(z) = G Yz +C) wobei C sozu wihlen ist, da y(zg) =yo gilt.
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Beispiel 2.3 Eine sehr spezielle lineare Differentialgleichung erster Ordnung ist

Mit
1 1
G(y) =~ [ o ds = (tnlyo| - lly)

(wenn yo und y gleiches Vorzeichen haben) folgt, was man natiirlich auch hétte erraten

konnen,

y(z) = iexp{—a(x—xo)+ln\yo\} fir yo 2 0,

yoeXp{—a(UC—UCo)} fir yo#0,

ylz) = 0 fir yo=0. #

Beispiel 2.4 Wir betrachten die Gleichung

Y =lyl=.

Fir yo >0 und y >0 gilt
y
Gly) = /3_1/2 ds = 2 <y1/2 _ yéh)
Yo

und somit

2
(x — o+ Qyé/z)

=~

1 2

y(zr) = {ﬁ(x—xo)—i-yéﬂ} =
1 9 . 1/2

= Z(x—c) mit c:=x9 — 2y, "

Wegen 4 = y'/2 > 0 ist dies nur fir z > ¢ eine Losung der Differentialgleichung.
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Entsprechend erhélt man fiir yp <0 und y <0

y(z) = —=(z — d)? fiir x < d:=xo+2(—yo)"2
Auflerdem ist natiirlich

y(z) =0 fir alle z e R
eine Losung. Die Gesamtheit aller Losungen ist somit:

(i) y(x) =0  furalle z€RR,

fir z<eg,

W wa={1,

fir = >e¢,

1 2 g
_ [ —i(@—d)® fir z<d,
(i) y(@) { 0 fir z>d

—Hz—d)? fir z<
0 fir d<zx<c,
Hz—0c)? fir z>c

(iv) y(z) =

L&t man d = —oo und ¢ = +00 zu, so sind allein in (iv) alle Losungen enthalten. #

Beispiel 2.5 Ganz dhnliche Verhéltnisse treten auf bei der Differentialgleichung

y' = 2sign(y) ly|/%.

Fiir y >0 lautet die Gleichung 3’ = 2y'/? mit der Losung y(z) = (z — ¢)?; da auf Grund
der Differentialgleichung 3y’ > 0 gelten muB, ist dies jedoch nur fiir z > ¢ eine Losung.
Entsprechend erhilt man fiir y < 0 die Losung y(z) = —(x — d)? im Bereich z >d.

SchlieBlich ist natiirlich y(z) = 0 eine Losung, womit man insgesamt die folgenden
Losungen erhélt:

(i) y(x) =0 firalle x € R,
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0 fir x < ¢,
(x —c)? firz>c,

(i) v(o) = {

(i) y(z) = {0 fir x <d,

—(z—d)? firx>d.

Fir ¢—>o00 bzw. d— 00 erhilt man die Losung (i) aus (ii) bzw. (iii). #

Fir yp = 0 ist in beiden Beispielen die obige Voraussetzung ¢(y) # 0 nicht erfiillt.
Tatséchlich geht dadurch in diesen Beispielen die Eindeutigkeit verloren, wéihrend dies in
Beispiel ?? (trotz ¢(0) = 0) nicht der Fall war. Der folgende Satz macht deutlich, wann

trotz g(yp) =0 der Anfangswert yo zu einer lokal eindeutigen Losung fiihrt.

Satz 2.6 In der Differentialgleichung y' = f(z)g(y) sei g(yo) =0 und g(y) #0 fir y
nahe yo (y # yo) . Sind die uneigentlichen Integrale

Yyo+6 ) Yo .
——ds und /—ds
g9(s) g9(s)

Yo Yo—0

divergent fiir geeignetes § > 0, so ist y(x) = yo die einzige Lisung des Anfangswertproblems

Y =f(@)g(y),  y(zo) =wo-

Mit anderen Worten: es gibt keine andere Ldosung, die (wie in obigem Beispiel) in diese

Lésung einmaiindet.

Beweis. Nehmen wir an, dafl das AWP eine Losung y(x) # yo besitzt. Ist y(z) Z yo

rechts von xg, so gibt es x; und z, mit

yo =y(z1) #y(x) und g(y(z))#0 fir zo<z <z <22.

Dann gilt
y(x) 1 T
/ 965) ds = / f(e)dt (Substitution s = y(t)).
y(z14n) 141

Firr n— 04 divergiert nach Voraussetzung die linke Seite, wihrend die rechte offensichtlich
konvergiert. Das ist ein Widerspruch. Entsprechend verfihrt man, wenn y(x) # yo links

von xg gilt. a
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2.2 Differentialgleichungen der Form ¢ = f(ax + by + ¢)
Im Fall b= 0 ist die Gleichung trivial; sei also 0. E. b # 0. Fiir die neue Funktion
u(z) :=ax + by(x) +c¢

erhilt man eine (autonome) Differentialgleichung mit getrennten Variablen

v = a+by = a+bf(ax+by(z)+c)
= a+bf(u).

Ist u Losung dieser Gleichung, so ist
1
y(@) = S(u(z) — oz — )

Losung der urspriinglichen Gleichung, denn es gilt

Y = 3 — ) = f(a+bf(w) —a) = f(u) = floz +by+c).

Offensichtlich kann jede Losung auf diese Weise gewonnen werden.

Beispiel 2.7 Y = (x+1y)? (also a=1,b=1#0 und ¢=0).
Die Differentialgleichung fiir v = z+y lautet u/ = 1+u? und hat die Lésung u = tan(z+C)
(denn es ist G(u) = arctanw); hier ist C so zu wihlen, daf} fir y(z) = u(z) —z die

Anfangsbedingung erfiillt ist. #

2.3 Die homogene Differentialgleichung 3’ = f (g)
x

Mit wu(z) = y(z) erhélt man

=T e (- ) = () — ),

also eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen. Ist u Losung dieser Gleichung, so

16st

y(z) = zu(z)
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die urspriingliche Gleichung. Andererseits kann jede Losung so gewonnen werden (die Division
durch 0 fiir x = 0 stort nicht, da laut Differentialgleichung fiir = 0 auch y verschwinden

muf).

y

Beispiel 2.8 3/ = " y(1) = 1. Hier ist also f(t) =t—t"2 und die Differential-

gleichung fiir u lautet

1
Mit f(z) = —— und g(u) =wu"? (im Sinne von Abschnitt 2.1) erhalten wir also
x

F(z) = —Inz, G(u) = %u?’,

u = G YF(z)+C) = {=3Inz+3C}/3.
Mit der Anfangsbedingung wu(1) =1 folgt C' =1/3, also

y(z) = zu(z) = {1 —3Inz}'/3. #

2.4 Differentialgleichungen der Form 3 = f (W)

ax + By +
Wir unterscheiden zwei Falle:

b
(a) Det (Z ﬁ) = 0, z.B. (a, b) = A(e, §). Die Differentialgleichung hat also die Form

J = f ()\(ozx-i-ﬁy) +c

(az + By) + ) = gloz+By)

A
mit g(s) := f ste) Dies ist eine Gleichung des Typs wie sie in Abschnitt 2.2 behandelt
s+

wurde.

b
(b) Det (Z ﬁ) # 0. Dann hat das Gleichungssystem

ar+by+c=0

ar+PBy+v=0
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eine eindeutig bestimmte Losung (£, n). Fiir die neuen Variablen

Ti=x—&, Y:=y—1n
gilt dann
@) = yl@)—n=y@@+{—n,

IV 7 a(T+E&) + by(T+¢€) + ¢
i@ = y(“f)_f(a(f+£)+ﬂy(f+5)+v)

_ f(a(mf) + b(H(T) +1n) + c)
a@+&) + 6@ +n) +

( nach Konstruktion von (&, n))

_ f(%)‘f(%)

_ g(% mit  g(s) == f(iigi) '

Somit ist die Losung dieser Differentialgleichung auf die Lésung einer homogenen Differenti-

algleichung zuriickgefiithrt. Die Losung der urspriinglichen Gleichung ist
y(@) = y(@) +n = ylz - +n.
2.5 Die lineare Differentialgleichung erster Ordnung

Allgemein heiit eine Differentialgleichung F(z,y,1/,...,y™) = 0 linear, wenn F eine

affine Funktion von vy, 4/, .. .,y(”) ist, d. h.
F(a,y,9,. .., y") = g(a) + ) fi(z)y"?.
=0

Speziell hat also die explizite lineare Differentialgleichung erster Ordnung die Form

Y+ f(x)y = g(z).

Die Gleichung heifit

homogen, falls g = 0 gilt : v+ flx)y=0,

inhomogen, fallsgZ0gilt: ¢ + f(z)y=g(z).
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g(-) heiit die rechte Seite der Differentialgleichung.

Die homogene Gleichung y' = —f(z)y ist eine Gleichung mit getrennten Variablen,

die wir sofort losen konnen:

o) = —u Fla)= / fdt,  Gly) =y,

y(z) = iexp{—jf(t)dt—i—C’}.

Zo

Die Anfangsbedingung y(xo) = yo liefert also
@) =mexp { — [ re)at}.
o

Die Losung existiert auf dem gesamten Intervall, auf dem f (stetig) definiert ist.
Die inhomogene Gleichung wird mit einem (auch fiir Systeme und damit fiir lineare
Gleichungen hoherer Ordnung, vgl. Abschnitt 4.3 und 6.1) wichtigen Trick gelost: In An-
x
lehnung an die allgemeine Losung der homogenen Gleichung C exp{ — [ f(¥) dt} =: Cy(x)
o

setzt man fiir die Losung der inhomogenen Gleichung an

o) = Cla)exn{ = [ 1) at} = i)

man ersetzt also die Konstante C durch eine Funktion: Variation der Konstanten.
(Da g(z) # 0 fiir alle z gilt, 148t sich y(-) jedenfalls so schreiben; die Frage ist nur,
ob man C(z) auch berechnen kann. Wenn iiberhaupt eine stetig differenzierbare Losung
y(-) existiert, ist jedenfalls C(-) = y(-)/g(-) stetig differenzierbar ) — Einsetzen in die

(inhomogene) Gleichung liefert

C'(2)j(z) + C(2)i (z) + C(2) f(2)§(2) = g().

Wegen ¢’ + f(x)y =0 heben sich die Terme 2 und 3 heraus. Es bleibt

) _ gayexp | [ s}

(z

~—

Q

C'(2)j(z) = g(x), C'(x) =

<

~—
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und somit

T

C(z) = /g(s) exp{ /Sf(t) dt} ds + Cp mit Co=1yo.

o o
Satz 2.9 Sei f:I— C stetig. Das Anfangswertproblem

AWP ' + f(@)y=g(z),  y(zo) = o
hat die auf ganz I definierte eindeutig bestimmte Ldsung
vy = e { - [ 10w+ [ [r00)as).
xo xo o

Die Lisung des inhomogenen Anfangswertproblems lafit sich also schreiben als Summe einer
speziellen Lésung der inhomogenen Gleichung (hier mit Anfangswert 0), und einer

Lésung der homogenen Gleichung (die den geforderten Anfangswert annimmdt).

Beweis. Offenbar 16st dieses y das Anfangswertproblem. Sind y und z Ldsungen, so

ist w:=y — 2z Losung des homogenen Anfangswertproblems
w' + f(x)w =0, w(zg) =0.

Dann ist aber w = 0. Wire ndmlich w(x;1) # 0, so wire (vgl. obige Formel fiir die Losung
der homogenen Gleichung, die durch ihren Anfangswert eindeutig besimmt ist) w(x) # 0

fiir alle z; das ist ein Widerspruch zu w(zy) = 0. O

2.6 Die exakte Differentialgleichung
Eine Differentialgleichung
v h(z,y)+g(z,y)=0 mit h,g:D—R,DcCR?
heiflit exakt, wenn eine stetig differenzierbare Funktion F' : D — IR, existiert mit

h(xay):Fy(xay)a g(x,y):Fm(x,y).
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Ein solches F' heifit eine Stammfunktion der Gleichung. Die Differentialgleichung liefert

L F@y(e) = DiF(@,y(@) + DoF (e, y(@)y (2)
= gl y(@) + e, y(@) (@) = 0,

d.h. auf einer Losungskurve der Differentialgleichung ist F konstant; die Losungskurven

sind die Niveaulinien von F'.

So sind z. B. die Kreise mit Mittelpunkt 0
ye(z) = £V 2 — 22
die Niveaulinien von F(x,y) = 2% +y?, also die Losungen der Differentialgleichung
2/y+2x=0  bzw. yYy+z=0.

Satz 2.10 Seien h,g: D —R (D C R?) stetig mit h(zx,y) # 0. Ist die Differential-
gleichung

y'h(z,y) +g(z,y) =0 exakt mit Stammfunktion F € C*(D),
so erhdlt man durch Auflosen der Gleichungen F(z,y) = C alle Lésungen der Differenti-

algleichung. (Die Bedingung h = Do F' # 0 garantiert, dafi die Gleichungen f(z,y) = C
tatsdchlich nach y auflésbar sind: Fir jedes x gibt es nur ein y mit F(z,y)=C".)

Wie stellt man nun fest, ob die Differentialgleichung exakt ist?

Satz 2.11 Ist D c R? einfach zusammenhingend und sind g,h : D—1IR stetig
differenzierbar, so ist die Differentialgleichung y'h(z,y) + g(z,y) = 0 genau dann exakt,

wenn gilt

gy(z,y) = hg(x,y)  firale (x,y)€D.

(Falls D nicht einfach zusammenhdingend ist, gilt diese Aussage in jeder einfach zusam-
menhdngenden Teilmenge von D, also jedenfalls lokal; da aber auch die Lésungen der Dif-

ferentialgleichung i. allg. nur lokal existieren, stort dies nicht weiter.)



2.6 Die exakte Differentialgleichung 21

Beweis. Mit dem Vektorfeld k(z,y) = (9(x,y),h(x,y)) und einem beliebigen (xg,yo) €

D definieren wir (als Kurvenintegral iiber eine beliebige Kurve von (zg,y9) nach (z,y)

(z,y) (z,y)
Fag) = [ ms0s+isoa- [ gendstisoa.
(z0,y0) (z0,%0)

Wegen rot k = hy — g, =0 ist das Kurvenintegral wegunabhéngig (Satz von Stokes); es ist
deshalb gleichgiiltig, welcher Weg von (z¢,y9) nach (z,y) gewihlt wird. Weiter gilt fiir
dieses F' offenbar F, =g, F,=h. O

Beispiel 2.12 1In der Differentialgleichung
xe™y + 2z +ye™ = 0

haben wir

h(z,y) = ze™¥, he(z,y) = €™+ aye™,

g(z,y) = 2x+ye™, gy(v,y) = e +azye™,

d.h. die Differentialgleichung ist exakt. Fiir F erhalten wir mit obigem Satz ((xo, yo)
beliebig)

() ()
F(z,y) = / g(s,t)ds+ h(s,t)dt = / (25 + te®") ds + se dt
(z0,y0) (zo,30)
(x7y0) (13,:’/) ( ) ( )
= / (25 + te*) ds + / setdt = (s* +e) 0 est|
(z0,y0) (z,y0)
(z0,y0) (z,90)

— g2 4 etV _ x% — eToY0 | oTY _ oTU0

= 22 4™ — (23 + M) = 22 4 e — O,

Mit etwas Phantasie hiatte man F' natiirlich auch erraten konnen. Damit erhalten wir nun

die Losungen

1
y = —In|z® - C|. #
x
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Es ist natiirlich ein seltener Zufall, wenn eine Differentialgleichung exakt ist. Unter
Umsténden kann sie durch Multiplikation mit einer Funktion M (z,y) # 0 exakt gemacht
werden; eine solche Funktion wird als integrierender Faktor oder Eulerscher Multipli-
kator bezeichnet. Die Menge der Losungen wird durch eine solche Multiplikation natiirlich

nicht veréndert.
Beispiel 2.13 Die Gleichung
2’z 4+y=0 (h=2z,9=y, hy =2, gy =1)
ist nicht exakt. Durch Multiplikation mit z~/? wird sie exakt:
2z /? 4 yz /2 = 0, h =222, g=yz /2, F(z,y) =2yvz.
Ebenso kénnte man mit y multiplizieren
2y'zy + 132 =0, h=2zy, g¢=21v° F(z,y) = zy°.

(In beiden Fillen kann man die Stammfunktion leicht erraten; wenn dies nicht gelingt, muf

man wie im obigen Beispiel vorgehen.) Die Losungen der Differentialgleichung sind also

y = Cz'/2. #

Nach obigem Satz iiber die Exaktheit einer Differentialgleichung ist offenbar M genau
dann ein integrierender Faktor, wenn gilt: (Mg), = (Mh),, d.h.

M,

yg+ Mgy, = Mih+ Mh,.

In dieser Form ist das Verfahren schwer anwendbar. H#ufig gelingt es aber, einen integrie-

renden Faktor zu finden, der nur von x oder nur von y abhéngt:

(i) M(z) ist genau dann ein integrierender Faktor, wenn gilt

M/(.CC) _ gy(xay) - hx(xay)
M(x) h(z,y)

Ein solcher existiert, wenn hier die rechte Seite nur von x abhéngt.
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(ii) M(y) ist genau dann ein integrierender Faktor, wenn gilt

M'(y)  he(z,y) — gy(z,9)
M(y) 9(z,y)

Ein solcher existiert, wenn hier die rechte Seite nur von y abhéngt.

Hiermit sieht man z. B., daf} es in Beispiel ?? und Beispiel ?? integrierende Faktoren gibt,

die nur von z oder y abhingen.

Beispiel 2.14 Die Differentialgleichung
/ 1 2 2
zyy' + 5(ey” +y7) =0
ist nicht exakt:

1
hz,y) =2y, he=y, g(z,y)= 5(:cy2 +12), gy=(z+1)y.

Es gilt aber

1
—(gy —hz) =1 héngt also nur von x ab).
h Yy

Aus M'/M =1 erhilt man also den integrierenden Faktor
M = €"

und somit die exakte Differentialgleichung

1
xye®y + 5(30 +1)y%e” = 0.

Als Stammfunktion erhdlt man (erraten oder berechnen wie in Beispiel ?7)

1
Fla,y) = SyPue”,

und somit die Losungen

1 1/2
y = C{Q;e_x} = Oz 1V2e%/2, #
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2.7 Ubungsaufgaben

1. Man bestimme alle Lésungen der Differentialgleichung
y = =3ly[*®

und bestimme die Menge der Anfangsdaten, fiir die das AWP nicht lokal eindeutig

l6sbar ist.
2. a) Man beschreibe ein Verfahren zur Losung der Differentialgleichung

y' = f(y),

indem man die mit 3’ multiplizierte Gleichung integriert.

b) Auf diese Weise 16se man die Differentialgleichung
y' = —y.
3. a) Man lose das Anfangswertproblem
(L+eMyy' =€, y(1) =1.

b) Man bestimme alle Lésungen von

y = (z -y’ +1.
4. Man bestimme alle Lésungen der Differentialgleichung
zy' — y(1 + ay) = 0.
Anleitung: Es gibt einen integrierenden Faktor, der nur von y abhéngt.

5. Sei g : R — R stetig mit li_}rn g(z) = b, a € (0,00). Man zeige mit Hilfe
r—00
der Losungsformel aus der Vorlesung, daf fiir jede Losung der Differentialgleichung

Y + ay = g(z) gilt

AYE =5

6. Man bestimme alle Losungen der Differentialgleichung.

/ r—Y

x+2y

Anleitung: Umschreiben als homogene Differentialgleichung.
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7. a) Man zeige: Die Tangenten der Losungskurven einer linearen Differentialgleichung

erster Ordnung in den Punkten mit gleicher Abszisse schneiden sich in einem
Punkt.

b) Die Gesamtheit dieser Schnittpunkte bildet eine Kurve, die Leitkurve. Man gebe
die Leitkurve in Parameterdarstellung.

¢) Man bestimme die Leitkurve der Differentialgleichung y' —e %y = 1 —ze™® in

kartesischen Koordinaten.

8. Man l6se die Differentialgleichung
oy +y = y’Inz fir >0

mit Hilfe der Substitution z = zy.

9. Ein Punkt P; bewege sich auf der z1—Achse der (z1,z2)-Ebene mit Geschwindigkeit

1 in positiver Richtung. Ein weiterer Punkt P» bewege sich so, dafl

(i) der Abstand der Punkte P; und P, konstant gleich 1 ist,

(ii) der Punkt P, sich immer in Richtung P; bewegt.
Man stelle ein Differentialgleichungssystem

/I

x] f](ta $1,$2) aj = 15 2

fiir die Bewegung von P, auf.

Anleitung: Jede der Bedingungen (i) und (ii) liefert eine Gleichung; aus diesen beiden

Gleichungen gewinnt man das System.
Ergebnis: z} = (x1 —t)?, zb = zo(x1 —1).
10. Man l6se das System aus Aufgabe ?77.
Hilf 9 tanh 1 — (tanhz)?
ilfen : —tanhx = 1 — (tanhz
dz
d 1 h tanh
—Incoshz = tanhz.
dz
11. a) Man bestimme die Losungsmatrix von

, 1 2 i 0
= ur Iog—=— .
Y 9 1 Y 0
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b) Man lése das Anfangswertproblem

y = (; i) y+<x2_x1) , 2(0) = ((1)) .

—x
Hilfe: ( 0 ) ist eine Losung des inhomogenen Systems.
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3 Existenz, Eindeutigkeit und stetige Abhingigkeit

In zahlreichen konkreten Féllen haben wir gesehen, dafl das Anfangswertproblem

AWP: o' = f(z,y), y(zo) = yo

(zumindest in einer Umgebung von 1z, d.h. lokal) genau eine Losung besitzt. Wir haben
aber auch gesehen, daf} diese Losung in manchen Féllen nicht eindeutig besimmt ist. Welche
Voraussetzungen an das AWP sind nun eigentlich ausreichend, um die Existenz und die

Eindeutigkeit zu garantieren?

3.1 Die Lipschitzbedingung

Wir betrachten also Anfangswertprobleme der obigen Form mit
f:G—R™ (bzw. C™), G cR™?  (bzw. R x C™) offen

(im folgenden legen wir o. E. in der Regel den allgemeineren Fall komplexwertiger Funktionen

y bzw. y; zu Grunde). Ausfiihrlich geschrieben handelt es sich also um das System

n@) = filz,n(@),... ym(2)),

y’:’n(x) = fm(x’ yl(x)7"'7ym(x)) °
Man sagt f erfillt (beziiglich y) eine (globale) Lipschitzbedingung mit Lipschitz-

konstante L, wenn gilt

\f(z,y) = f(@,9)] < Lly—g|  fir (z,y),(z,9) €G;

f erfiillt lokal eine Lipschitzbedingung (beziiglich y), wenn es zu jedem Punkt
(zo,y0) € G eine Umgebung U gibt so, dal f|gny eine Lipschitzbedingung mit einer
Lipschitzkonstanten L(U) erfiillt.

Beispiel 3.1 a) f:RxC—C, f(z,y)=xy? geniigt lokal einer Lipschitzbedingung:

|f(z,y) = f(z,9)] = lz(y+ 9y — D) < [z(y + 9| |y — gl -

Die Funktion geniigt aber keiner globalen Lipschitzbedingung: fiir y = g +1 und
x # 0 gilt ndmlich |f(z,y) — f(z,9)| = |z||2y+ 1] = Lly — | mit L— oo fiir
y—>00.
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b) f:RxC—C, f(z,y)=|y|'"/? geniigt (bei 0) keiner Lipschitzbedingung. #

Fiir den Nachweis der Giiltigkeit einer Lipschitzbedingung ist folgender Satz sehr niitzlich.

Satz 3.2 Sei G CIRxC™ offen, f:G— C™ beziiglich y stetig partiell differenzierbar
(d.h. f wund Dyf sind stetig in G). Dann gilt:

a) f genigt lokal einer Lipschitzbedingung.

b) Ist G konvex und sind die partiellen Ableitungen von f nach y in G beschrinkt,

so gentigt f einer Lipschitzbedingung.

Beweis. a) Sei (z0,y0) € G. Dann existiert ein r > 0 so, dafl
U:= {(x,y)e]Rme:\x—acO\ <7, |y —yol Sr} cG

gilt, und in U alle partiellen Ableitungen von f nach y beschrinkt sind. Nach dem

m~—dimensionalem Mittelwertsatz gilt dann

[f(z,y) = f(@,9)] < Lly—g|  fir (z,y),(z,9) €U
mit

L = sup {|D,f(z,y)| : (w,9) € U},

wobei mit |Dyf(x,y)| die Norm der linearen Abbildung D, f(z,y): C™ — C™ gemeint

ist.

Eine solche Abschitzung 148t sich aber auch elementar, nur mit Hilfe des 1-dimensionalen

Mittelwertsatzes, zeigen, denn es gilt

) = F@ )] < |F@y) = F@ e ym)

+‘f(xaglay25“'aym) _f(xaglag%y?)a'“aym)‘

[ F @ Bt ) = F(,3)|

IN

Ll =31l + -+ lgm — Gl } = L/ ly—3

= Lly -1l
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mit L := sup{\Dy].f(x,y)\ c(x,y) el j= 1,...,m}.

b) In diesem Fall kann U = G gewéhlt werden. O
3.2 Existenz und Eindeutigkeit
Satz 3.3 (Eindeutigkeitssatz) Sei G C R x C™ offen, f: G—C™ stetig und

erfille lokal eine Lipschitzbedingung beztiglich y. Sind y und z : I — C™ Lésungen der
Differentialgleichung

v = f(z,y) mit y(zo) = z(xo) fiir ein xy aus T,

so gilt y(x) = z(x) fir alle x € I. (Kurz: Fine lokale Lipschitzbedingung impliziert globale
Findeutigkeit. )

Beweis. Wiirde die Behauptung nicht gelten, so gibe es

(i) ein & > xp, £ € I mit y(Z) # z(Z), oder

(ii) ein & <z, T € I mit y(Z) # 2(7).
O.E. nehmen wir an, daf} der erste Fall vorliegt. Sei
xy = sup{x el:y(s)==z2(s) fir zp<s Sx} < T.
Da y und =z stetig sind, gilt
y(z1) = 2(z1).
Sei r so, dafl

U := {(x,y)e]Rme:\x—xl\Sr, \y—y(xl)\gr}CG

giltund f in U eine Lipschitzbedingung mit Lipschitzkonstante L = L(U) erfillt. Da y
und 2z stetig sind, gibt es ein § > 0 mit

ly(z) —y(z)| < v, [2(2) —y(z)| <7 fir |z —2] < 6;
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dabei kann o. E. § <r gewdhlt werden. Fiir x € I mit 0 <z —x; <§ gilt also

ly(z) — 2(x)| = \j{f(t,y(t))—f(t,z(t))}dt|

T

< [ Llyto) - #to)l .

1

Mit

M(z) = sup{\y(t) —z(t)] 21 <t < x} fir x>
gilt also fir 0<s—ax1 <z —x1 <4

ly(s) = 2(s)| < L(s —z1)M(s) < L(z —z1)M ().
Bildet man links das Supremum iiber alle s € (z1,z), so erhdlt man

M(z) < L(x —x1) M(x).

was flir « nahe bei x; nur moglich ist, wenn M (x) =0 gilt. Das ist aber im Widerspruch

zur Konstruktion von zq . a

Aus Beispiel 7?7, ¢ = \y\l/ 2 wissen wir bereits, daf die Eindeutigkeit der Losung ei-
nes Anfangswertproblems i. allg. nicht gegeben ist, wenn f(-, ) keine Lipschitzbedingung
beziiglich y erfiillt. Im folgenden werden wir sehen, dafl andererseits die Lipschitzbedingung
ausreicht, um lokal auch die Existenz einer Losung zu garantieren (die dann zwangsléufig

eindeutig bestimmt ist).

Satz 3.4 (Existenzsatz von Picard—Lindel6f) a) Ist G € R x C™ offen und
f:G—C™ stetig und erfillt lokal eine Lipschitzbedingung beztiglich vy, so gibt es zu
beliebigem (xo,y0) € G ein € >0 so, daf$ das Anfangswertproblem

AWP ' = f(z,y), y(zo) =yo

in [xo — €, xo + €| losbar ist.
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b) Ist [xo,&) das grifite rechts von xg gelegene rechtsoffene Intervall, auf dem die Lisung
existiert, und ist K eine kompakte Teilmenge von G, so gibt es ein T € (xo,Z) mit
(z,y(x)) ¢ K fir = > %, d.h. die Losung néhert sich fir z— % dem Rand von
G bzw. wird unendlich. (Entsprechendes gilt, wenn (&, x¢] das grofSte links von xg
liegende linksoffene Intervall ist, auf dem die Losung existiert.) Die Losung kann also

immer soweit fortgesetzt werden, bis sie an den Rand von G stoft.

Beweis. a) Da G offen ist, existiert ein r >0 mit
U = {(x,y) ER X C™: |z —xo| <7, |y —yol Sr} CcG.

In U erfiillt f eine Lipschitzbedingung beziiglich y mit einer Lipschitzkonstanten L =
L(U). Da f stetig ist, existiert ein M >0 mit

|fz,y)] < M fir (z,y)€U.

Sei

e := min{r, r

M}’ I:=[xg—¢e,x0+¢].

(Diese Wahl von e 148t sich leicht begriinden: Der Betrag der Ableitung in U ist hochstens
M und das Intervall I ist so klein gewihlt, dal eine Kurve, die in (zg,yo) beginnt und
immer maximale Ableitung hat, den Rand von U frithestens in den Randpunkten von I

erreicht.)

Eine Funktion gy : I — C™ 16st offenbar genau dann das AWP, wenn gilt
x
vo) = ylao) + [ ftuiNa, sl
)

Der Vorteil dieser , Integralgleichung® gegeniiber der Differentialgleichung liegt u.a. darin,
daB sie auch die Anfangsbedingung enthilt. Zur Losung dieser Integralgleichung benutzt man

das Iterationsverfahren von Picard:

vo(xr) = o fir alle xz €1,

T

Y1 (z) = y0+/f(t,yk(t))dt fir £=0,1,2,..., z€l.

Zo
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Wir zeigen: Die Folge (yi) ist fiir alle kK € N auf ganz I definiert und konvergiert auf I
gleichméiBig gegen eine Losung der Integralgleichung (und damit des AWP).

(i) Alle yi sind auf ganz I definiert: dafiir geniigt es, induktiv zu zeigen:
lye(z) —yo| < r firalle ze€I, ke Np.

k =0: Diesist klar, da yo(x) =yo gilt.
k= k+1: Sei |yr(z)—yo| <r firalle x € I. Dann folgt aus der Rekursionsformel

s (2) — ol < | / ftm(®) | < | / et ]| < Me < 7.

Zo Zo

kel
(ii) Esgilt:  |ygs1(z) —ye(z)] < ML’“% fir alle x €I, k€ Np.
xX
$—$0‘0+1
k=0: _ :‘ , ‘<M— _ ppolz =@l
0:  lnle) = wl = | [ ftw)ct] < Mo - O

x0

25k-1 => k: |ypi1(z) — ye(z)] < ‘/x‘f(t,yk(t))—f(t,yk—l(t))‘dt‘
< | / Dluett) = s (0] < L 22 / = ool
- ML* \x(;iol\’;l

(iii) GleichméBige Konvergenz der Folge (yi) auf I: Aus (ii) folgt

Ek—i—l

(k+1)!

lyrs1(z) — yp(z)] < MLF firalle zel,kecNy.
Also ist die Reihe

o
Z lyk+1(z) — yr(z)| in I gleichmiBig konvergent.
k=0
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Somit existiert im Sinne der gleichméfligen Konvergenz
k
= ) 3 (et -t
Vo) = Jmea(e) = fim D2 (v (o) — )+

= o+ f} (@)~ (@)
k=0

und y(-) ist stetigin I.

(iv) y(-) ist Losung der Integralgleichung: Wegen
f(@, (@) = fl@,m(@)| < Lly(@) - mla)]
konvergiert f(z,yx(z)) gleichméBig gegen f(z,y(x)) und somit gilt

y(z) = lim y(z) = lim {yo+jf(t, yk—l(t))dt}

Zo

— o+ / F(t,y(t)) dt.

b) Nehmen wir an, dafl die Behauptung nicht gilt. Dann existiert ein Kompaktum K C
G und eine Folge z, € [x0,Z) mit z, — & und (z,,y(z,)) € K fir alle n. Also gibt es
eine Teilfolge (Z,,) von (z,) mit (Z,,y(Z,)) —(Z,51) € K. Ist fiir (z,9) e=¢(&,9) >0
so definiert, wie in Teil a) fiir (zo,yo), so ist fiir hinreichend groBe n das
AWP Yy = f(z,y) mit  y, = y(Z,) von oben

mindestens in [Z,, Z, + &/2] losbar und somit ist y {iber Z hinaus fortsetzbar. 0

Besonders einfache Differentialgleichungen kénnen mit Hilfe des Picard’schen Iterations-

verfahrens tatsichlich explizit gelost werden, z. B.:
Beispiel 3.5 Fiir das Anfangswertproblem

AWP ¢ =22y,  y(0) =yo
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liefert die Iteration

yl(r) = o

X
vi(z) = o +2/ty0 dt = yo + yor® = yo(1 + 2?),

0

2 9 14

yo(z) = yo+2/tyol+t = yo(l+2"+ 2%,

0

und weiter durch Induktion
1 1 1

yk(z) = o <1+x +2x —i-gx +. Hx%)

Diese Folge konvergiert auf ganz IR (lokal gleichméflig) gegen die Losung des AWP

2

y(x) = Z/Oex )

die man natiirlich schneller durch Trennung der Variablen erhalten hétte. #

Der folgende Satz liefert uns mehr Information iiber den (evtl. maximalen) Bereich, auf

dem das

AWP ¢ = f(z,y), y(zo) = Yo

16sbar ist.

Satz 3.6 a) Sei G:{(x,y)eleCm:xOSxSxO—i—a, \y—yg\gb}, f:G—aCm

stetig, und erfille eine Lipschitzbedingung beziglich y. Ist M := max{|f(z,y)| :
(z,y) € G} wund o := min{a, b/M}, so ist das AWP auf [zg,z¢+ ] (eindeutig)

losbar. Entsprechendes gilt fiir ein Intervall links von xg .

b) Ist G = {(ac,y) ERXC™:zg <z <z —i—a} ein Streifen, f:G— C™ stetig, und

erfillt f eine Lipschitzbedingung beziglich vy, so ist das AWP auf ganz [xo,xo + a]

eindeutig ldsbar. Entsprechendes gilt fiir einen Streifen links von xg .

c) Ist G=RxC™, f stetig, und erfillt f eine Lipschitzbedingung beziglich y, so ist
das AWP auf ganz IR eindeutig ldsbar.
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Beweis. Die Eindeutigkeit ergibt sich in jedem Fall unmittelbar aus Satz ??. Es bleibt

also die jeweilige Existenzaussage zu beweisen.

a) Wegen [y (z)] < M stoBt die Losung frithestens bei zg +a oder zo+ b/M an
den Rand von G, je nachdem, welches der kleinere Wert ist. Mit Satz ?? b) folgt damit die
Behauptung.

b) Mit My := max {\f(x, 0):zo <z<my+ a} gilt offenbar auf Grund der Lipschitz-

bedingung
|f(z,y)] = Mo+ Lly|
und somit fiir g(z):= (14 ‘y($)‘2)1/2

g(x) = ——= Re(y(x), y'(z)) <

IN

[f(z,y(x))] < Mo+ Lly(z)| < Kg(z).

Daraus folgt
y(z)] < g(x) < K'e™®

in dem Bereich, in dem y existiert. Also kann die Losung den Rand des Streifens frithestens

bei xg+ b erreichen.

c) Dies folgt aus Teil b), da die Losung auf jedem Streifen rechts von zy existiert. O

3.3 Gleichungen n—ter Ordnung

Was liefern die obigen Resultate fiir Gleichungen erster Ordnung nun fiir Gleichungen n—

ter Ordnung? Wir betrachten dazu Gleichungen

y(n) = f(x’ y’ y/7 AR yn_l)

mit f:G—C™, G C RxC™ offen. Man sagt in diesem Fall, f erfiillt (ggf. lokal) eine
Lipschitzbedingung beziiglich y, wenn fiir

f(xa Y) = f(xa Yo, Y1, - - - yn—l)a Y = (y()a Yty - - - yn—l)
gilt
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Satz 3.7 Sei G CIR x C™ offen, f:G— C™ stetig und erfiille lokal eine Lipschitz-
bedingung beziiglich vy .

a) Eindeutigkeit: Sind y,z:I— C™ Ldésungen von
y(n) = f(xa Y, y/a EERE yn—l) mit y(x()) - Z($0), EERE y(n—l) ($0) - Z(n_l) ($0) )

so gilt y(x) = z(z) fir alle z€1.
b) Existenz: Ist (xo,Y0,0,%0,1,---sY0n-1) € G, so existiert ein € > 0 so, daff in

[0 —€,20 + €] genau eine Lisung des Anfangswertproblems

y(n) = f(x’ y’ y/7 M '7y(n_1))7
AWP

y(zo) = yo;  fir j=0,1,....n—1 (yO)=y())

existiert.

(Wie fiir Gleichungen erster Ordnung lassen sich auch hier genauere Aussagen dariber ma-

chen, wie grof$ der Bereich ist, in dem die Lisung existiert, vgl. Satz 77.)

Beweis. Wir wissen, dafl dieses Anfangswertproblem dquivalent ist zu folgendem An-

fangswertproblem erster Ordnung fiir Y = (yo,...,Yn—1)
AWP Y = .f(xa Y) ) Y($0) = (y0,0a Yo,15-- - y(),n—l) )

wobei f definiert ist durch

Y1
Y2
Yn—1

f(xa Yo, - - -, yn—l)

Wegen

f(xay()a"'ayn—l)_f(xag()a"'agn—l)‘ < ‘f(an)_f(an)‘
< ‘3/1 _gl‘ ++‘yn—1 _gn—l‘ + ‘f(xay()a"'ayn—l) _f(xag()a"'agn—l)

Vn_l‘Y_f/‘ + f(xayﬂa---ayn—l)_f(xagﬂa---agn—l)

IN
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erfiillt offenbar f genau dann (lokal) eine Lipschitzbedingung beziiglich Y, wenn f (lokal)
eine Lipschitzbedingung beziiglich y erfiillt. Damit ergibt sich die Behauptung aus den

obigen Resultaten iiber Gleichungen erster Ordnung. a

3.4 Zur stetigen Abhéingigkeit von den Daten

In diesem kurzen Abschnitt soll ein einfaches Resultat iiber die stetige Abhingigkeit der
Losung einer Differentialgleichung (erster Ordnung) y’' = f(z,y) von den ,,Daten“ bewiesen

werden. Unter Daten wollen wir hier verstehen:

— die ,rechte Seite“, d.h. die Funktion f(-,-),

— den Anfangswert yo an der vorgegebenen (festen) Anfangsstelle z .

(Natiirlich kénnte man auch die Anfangsstelle xy zu den Daten rechnen und die stetige
Abhéngigkeit von xy untersuchen. Ist die Anfangsstelle Zy statt xzg, so bedeutet dies
nichts anderes als ein Ersetzen der rechten Seite durch f(z,y) = f(z + (& — 20),y); wenn
f z.B. gleichméfig stetig beziiglich z ist, ist damit die stetige Abhingigkeit von xy im
folgenden Resultat enthalten.)

Der folgende Satz sagt im wesentlichen aus: Wenn die rechte Seite f(-,-) und der Anfangs-
wert nur ,,wenig“ veréndert werden, dndert sich auch die Losung des Anfangswertproblems

(zumindest in einem ,kleinen“ Intervall um die Anfangsstelle z() nur ,wenig“.

Wir betrachten die Anfangswertprobleme

y = f(z,y), y(zo0) = wo,

Z = g(z,2), z(xo) = 2p.

Die Voraussetzungen des Satzes sind so, dafl das erste Anfangswertproblem auf dem zur
Diskussion stehenden Intervall existiert, und eindeutig bestimmt ist (Lipschitzbedingung
fir f). Falls das zweite Anfangswertproblem nicht eindeutig losbar sein sollte, ist der
Satz so zu verstehen, daf} er fiir jede Losung 2z gilt. Fordert man fiir g eine lokale Lip-
schitzbedingung, so ist auch das zweite Anfangswertproblem auf dem fraglichen Intervall
eindeutig l6sbar. Im iibrigen sind die Voraussetzungen an f und ¢ vollig symmetrisch, die

Rollen von f und g konnen also ausgetauscht werden.
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Satz 3.8 Sei J C R ein Intervall, D C C™ (oder R™ ) offen, f,g:J x D—C™
(oder R™ ), zo€ J,a€ D, r,0>0 mit [xo,zo+7] CJ und K(a,20) C D. Fir
x € [xo,x0 + 7] und y,z € K(a,20) gelte mit geeigneten (3,7, >0

|f(z,y)] < B, lg(z,y)| < B,
|f(z,y) — f(z,2)] < vly— 2,

|f(z,y) — g(z,y)| < e.
Dann gilt fir yo,z0,z mit yo,z0 € K(a,0) und xog <z <x9+r9g mit ro:= min{r, o/8}
[y(@) = 2(@)] < lyo — zo] 77!+ = (7m0 —1).
Y

(Es sei angemerkt, dafi der erste Term verschwindet, wenn die Anfangswerte gleich sind, der
zweite dann, wenn die rechten Seiten gleich sind.) Die entsprechende Aussage gilt fir ein

Intervall links von x .

Beweis. Das erste Anfangswertproblem ist auf Grund der Voraussetzungen an f auf
dem Intervall [zg,zo+7¢] eindeutig losbar mit y(x) € K(a,2p) fiir = aus diesem Intervall.

Sofern das zweite Anfangswertproblem losbar ist, gilt
x

2(a) =l < | [ o(t.2(0) ] < o~
o

und somit auch z(z) € K(a,2p) fir = € [zg,z+1ro]. Deshalb kénnen alle Voraussetzungen

an f und g benutzt werden. Wir erhalten zunéchst

@) - 2@ = |f@y@) - gl =)

IN

7@ y(@) = 1@, 2@)| + | 2(0) = g(a, 2(2)

MNy(e) = 2(z)] + e,

IN
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Ly@) 2@ = 2Re (ylo) - 2(a), ¥'(2) ~ /(@)
< 2ly(@) - 2(2)| |y () - # (@)
< 2{4ly(@) - 2(2)| + ¢} ly(z) - ()

= ly(e) - 2(2) + 2ly(z) - =(x)],

% ly(2) — 2(2)]* — 29|y(z) — 2(2)|* < 2ely(z) — 2(z)|.

Setzen wir nun
P(z) = e 1) y(z) — 2(2)|

so erhalten wir

YEWE) = 5P =
1
2

Fir den Rest des Beweises miissen wir zwei Falle unterscheiden:

Ist ¢(z) =0, so ist die Behauptung offensichtlich richtig.

Sei also ¥ (x) # 0. Wir definieren
to = to(z) := inf{t € (z0,z) : P(s) >0  fiir se (t,ac)},

das ist das kleinste ¢y, fiir das ¢ auf (fp,x) positiv ist; wegen der Stetigkeit von v ist
also ¢¥(tg) = 0. In (to,x) kann die zuletzt bewiesene Ungleichung durch ¢ (x) dividiert
werden, d. h. es gilt

Y1) < ee ) fiir te (ty, ),
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also nach Integration

Multiplikation mit e?(#=%0) liefert

_ < eV(z—20) € [ o@—to) _
(@) - #(a)| < = u(to) + = {e 1}
0+ %{67(90—750) — 1} falls tg > xg,

‘y(xg) — z(aco)‘e”(x_xo) + %{67(9&_“) — 1} falls to = g

< ‘yo _ Zo‘ev(ﬁ—xo) + f{a(ﬂﬁ_ﬁo) _ 1}.
Y

Das ist die behauptete Abschitzung. a
Explizite Berechnung der Beispiele
— f(z,y) =~y und g(z,2) =z mit yo # 20, also
y(x) — yOe’Y(x_xO)a Z(x) — 2067(1:_1:0)’
ly(x) = 2(2)| = |yo — zole?@70).

— f(z,y) =~y und g(z,2) =vz+e mit yo = 2o

y(@) = w0, 2(@) = yoer@ ) 4 = (6] 1)
v

y(e) — =(@)] = = (7 1)

zeigt, dal die im Satz angegebenen Abschitzungen, obwohl sie sehr grob erscheinen, optimal

sind.
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3.5 Ubungsaufgaben

1. Man zeige (ohne die Differentialgleichung explizit zu l6sen): Das Anfangswertproblem

Y = {(96 —1)*+ (y— 3)2}_1, y(0) =0

ist auf ganz IR eindeutig losbar.

2. Man zeige (ohne die Differentialgleichung explizit zu losen): Die Anfangswertprobleme

Y =1-y"y, y0) =y mit —1<yp<1

sind auf ganz R eindeutig l6sbar. Die Losungen sind beschrénkt durch |y(z)| <1.

Man skizziere die Losungen.

3. Man zeige, dal das AWP

y = (y—1)]y"?, y(0) =y >1

nicht fiir alle « > 0 16sbar ist.
Anleitung: Man vergleiche die Losung mit der des AWP: 2/ = (z—1)%/2, 2(0) = yo.

4. Ein Massepunkt mit Masse m und Koordinaten z(t) = (£1(t), &2(t), £3(t)) bewegt

sich in einem Kraftfeld, das ein zweimal stetig differenzierbares Potential V : R* — R
besitzt:

mz” = —grad V(x).
a) Man transformiere dieses System in ein System erster Ordnung und zeige, daf
dieses lokal eine Lipschitzbedingung erfiillt.
b) Ist z:J— 1IR3 eine Losung des Anfangswertproblems mit z(ty) = xo, z'(tg) =

z1 (to € J, xg, 21 € R?), so gilt

V(@) < %\xl\Q—i—V(xO) fir alle teJ.

Anleitung: Man zeige, da§ die Energie E(t) = %\x'(t)\Q +V(z(t)) konstant ist.
c) Gilt V(z) — oo fiir x — 00, sosind z(¢t) und 2'(¢) beschrinkt.
d) Ist V(z) > c¢> —oco fiir alle = € R3, so ist jedes Anfangswertproblem auf ganz
R l6sbar.
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5. Man bestimme die Losungsmatrix von

! —_ 1 1 f" —_— 0
= ur xog =
Yy 0 1 Y 0

(mit Hilfe des Picard’schen Iterationsverfahrens).
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4 Systeme linearer Differentialgleichungen, allgemeiner Fall
In diesem Abschnitt betrachten wir Systeme linearer Differentialgleichungen erster Ordnung

y = A(z)y + b(x) (x e JCR)
mit einem beliebigen Intervall J C IR und

A: J—C™™ (=m x m-Matrizen), b: J—C™.
Gesucht sind stetig differenzierbare Losungen

y=,..ynm): J—C™.
Ausfiihrlich geschrieben lautet das Differentialgleichungssystem also

nz) = Zalk z) + bi(z),

M (2) = Zamk ) + b (),

bzw. etwas abgekiirzt

Zajk )+ bj(x)  (j=1,...,m).

Wir betrachten zunéchst den allgemeinen Fall, wo A(-) tatséchlich von z abhingt (variable
Koeffizienten) und untersuchen dann im folgenden Abschnitt speziell den Fall, wo A(:)

konstant ist (konstante Koeffizienten).

4.1 Die Losungsmatrix

Die Existenz und Eindeutigkeit der Losungen von Anfangswertproblemen ist in diesem Fall

unter sehr allgemeinen Bedingungen beweisbar:
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Satz 4.1 Sind A:J—C™™ und b:J—C™ stetig (d.h. alle ajp(-) und b;(-)
sind stetig), xo € J, yo € C™, so ist das

AWP ' = A(z)y+b(z), y(zo) =0
in ganz J eindeutig lGsbar.

Beweis. Wir zeigen: Ist Jy ein kompaktes Teilintervall von J und
Go = {(x,y)e]Rme:xGJo}CG::{(x,y)eleCm:er},

so erfiillt die rechte Seite
f(z,y) == A(z)y + b(z)

in Gy eine Lipschitzbedingung (und somit erfiillt f lokal eine Lipschitzbedingung in G):

[f(z,y) — f(z,9)] = |A(z) (y — 9)|

(mit L' := max{\ajk(x)\ :1<j,k<m, z € J()})

< L’{jri1 ‘ kil 7k — Tk ‘2}1/2
< L’{ i <k§1 1) kml |7k — ﬁk\Q}w

J=1

= mL'ly—y| = Ly — 9| (mit L:=mlL').

Mit Satz ?? D) folgt, dafl das AWP auf ganz Jy eindeutig losbar ist. Da Jy ein beliebiges
kompaktes Teilintervall von J ist, folgt damit die Behauptung. a

Im folgenden untersuchen wir die Struktur der Ldsungsmenge eines linearen Systems

genauer:
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Satz 4.2 Das Matriz—wertige Anfangswertproblem
1 0

AWP  Y' = A(x)Y, Y(x) =E =

besitzt fiir jedes o € J genau eine Lésung Y : J— C"™ ™. Fir jedes 1yo € R™ ist
y(z) :=Y (x)yo die (eindeutig bestimmte) Losung des

AWP o = A(x)y,  y(zo) =10-

Die Matriz—Funktion Y (-) heifit die Lésungsmatrix des Systems (zum Anfangspunkt xo );

fir jedes x € J ist Y(x) invertierbar.
Beweis. Fiir jedes j € {l,...,m} sei y;(-) die (eindeutig bestimmte) Losung des
AWP g = A(x)y;, yi(z0) = €j = (615, -, Omj)" .

Y (z) sei die Matrix mit den Spalten y;(z),

(@) = (@) @) iym(@).
Offensichtlich ist Y'(-) stetig differenzierbar, und es gilt

Y(zo) = (elfegf...fem) - E,

V(@) = (s@)ih@)i.. iy @)

= (A@m): A@n@): . Ay ()
= A(x)Y(z),

d.h. Y(-) ist die gesuchte matrixwertige Funktion; die Eindeutigkeit folgt daraus, daf die
j—te Spalte von Y(-) notwendig die Losung des AWP y; = A(z)y;, y;(zo) =e; ist.

Weiter gilt

Y(zo)yo = Eyo = %o,

Y (@)yo)" = Y'(@)yo = (A(@)Y(2))yo = A(z) (Y (2)y0),
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d.-h. y(z):=Y(x)yo l6st das AWP o' = A(z)y, y(xo) = yo -

Es bleibt die Invertierbarkeit von Y'(x) zu beweisen. Nehmen wir an, dafl Y'(x;) nicht
invertierbar ist. Dann gibt es ein yo € R™ \ {0} mit Y (z1)yo = 0. Die Losung des AWP
Yy = A(x)y, y(xzo) = yo erfiillt also bei z; die Anfangsbedingung y(z;) =0 und ist somit
(Eindeutigkeitssatz) identisch gleich 0, im Widerspruch zu y(xo) = yo # 0. O

Um die Inverse der Losungsmatrix differenzieren zu kénnen, benétigen wir den folgenden

Hilfssatz 4.3 Sei Y : J— C™*™ stetig differenzierbar und Y (z) invertierbar fiir alle
r€J. Dannist Z(-)=Y ()" in J stetig differenzierbar und es gilt

Z'(x) = —Z(x)Y'(2)Z(z) = =Y (z)"'Y ()Y (2)"".

(Das Resultat ist insbesondere auf Lisungsmatrizen anwendbar. Man vergleiche die obige For-
mel mit der Formel fiir die Ableitung der Inversen einer reellwertigen Funktion: (1/y)(x) =

—y/(x)y(x)~2. Man beachte, daff Y'(z) und Y (z)~' i.allg. nicht vertauschbar sind.)

Beweis. Wir beweisen zuniichst die Stetigkeitt von Z :J— C"*™ . Nach der Cramer-

schen Regel hat jedes Matrixelement von Z(-) die Form
(Det Y(-))™! x {Polynom in den Matrixelementen von Y(-)}.

Also ist jedes Matrixelement von Z(-), und somit Z(-) selbst, stetig.

Damit folgt nun auch leicht die Differenzierbarkeit und die Formel fiir die Ableitung:

1

lim % (Z(x +h) — Z(ac)) = lmZ(@+h);

fimg (Y@ = Y(@+m)2()

= —Z(2)Y'(x)Z(z). o
Korollar 4.4 Ist Y(-) die Losungsmatriz von y' = A(x)y (zum Anfangspunkt xo ), so

ist (Y(-)™1)! die Losungsmatriz des transponierten Systems 7' = —A(x)'Z . (Dabei ist
At die zu A transponierte Matriz; es gilt offenbar (AB)! = B* A' ) A'(z)! = (A(2)").)
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Beweis. Sei wieder Z(-) =Y (-)"!. Dann gilt

(2@)) = Z() = ~(2@)Y(@)2@)

Z(zo)t = (Y(xg)_l)t = E'=E. O

4.2 Fundamentalsystem und Losungsmatrix

Wir betrachten weiterhin das homogene System 1. Ordnung
vy =Alx)y, zeJ, y:J—C™.

Ein System von m Funktionen {yi,...,ymn} heiit ein Fundamentalsystem dieser Diffe-

rentialgleichung, wenn gilt

(a) Die Funktionen yi, ...,y sind Losungen der Differentialgleichung,

(b) die Funktionen yi,...,ymn sind linear unabhéngig, d.h. aus 37", c;y;(z) = 0 fiir
alle z € J folgt ¢; =0 fir j=1,...,m.

Die Forderung (b) ist dquivalent zu

(t') fiir jedes = € J sind die Vektoren y;(z),...,ym(z) linear unabhingig in C™, oder

(") es gibt ein z* € J so, dafBl die Vektoren y;(z*),...,ym(z*) in C™ linear unabhingig

sind.

Zum Beweis: (b) = (b'): Nehmen wir an, daB (b’) nicht gilt, d.h. es gibt ein zg € J
und (c1,...,¢m) # (0,...,0) mit > cjyj(zg) =0. Dann ist y(-) = > c;y;(-) die Losung
des AWP ' = A(z)y, y(zo) = ¢jyj(zo) =0, also y(z) =0 firalle z € J,d. h. (b) gilt
nicht. — Die Implikationen (b') = (b”) und (b") = (b) sind offensichtlich.

Die oben benutzten Losungen y;(-) mit y;(zo) =e; (j =1,...,m) bilden offenbar

ein spezielles Fundamentalsystem. Die Losungsmatrix 1488t sich aber auch mit Hilfe eines

beliebigen Fundamentalsystems erzeugen:
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Satz 4.5 Ist {z1,...,2m} ein (beliebiges) Fundamentalsystem von y' = A(z)y und Z(x)

die Matriz mit den Spalten z1(x),..., zm(z),

soist Z(x) fir jedes x € J invertierbar und es gilt

Z(x) = Y(x)Z(xo),

Y(x) = Z(z)Z(z0)",

wobei Y (-) die Lisungsmatriz zum Anfangspunkt xo ist.

Beweis. Auf Grund des obigen Resultats gilt offenbar
zj(z) = Y (x)zj(x0) -
Damit folgt sofort die letzte Behauptung

Z(x) = Y(x) Z(zo) .

Da {z, ..., zm} ein Fundamentalsystem ist, ist die Matrix

Z(z) = <21(x)322(x)§ fzm(x))

invertierbar fiir jedes 2 € J. Multiplikation der eben bewiesenen Identitdt mit Z(zg)~*

von rechts ergibt

Z(x) Z(x0) ™t = Y(z). O
Korollar 4.6 Sei {z1,...,2n} ein (beliebiges) Fundamentalsystem. Dann ist jede Losung
der homogenen Gleichung y' = A(z)y eine Linearkombination der Funktionen zi,...,2m:

y@) = Y@ = Z(@) (Z(x0)'p0) = Z(x) (tr,- st

m
= thzj(x) (tj = j—te Komponente von  Z(z0) ‘o).
j=1

Die Menge der Lésungen der homogenen Differentialgleichung 3’ = A(x)y bildet also
einen m—dimensionalen Vektorraum iiber C. Jedes Fundamentalsystem ist eine

Basis dieses Raumes.
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4.3 Die inhomogene Gleichung

Nachdem wir einen vollsténdigen Uberblick iiber die Losungen des homogenen Systems 3/ =

A(z)y haben, wollen wir nun daran gehen, das inhomogene System

Y = A(z)y + b(x) (b#0)
zu untersuchen.

Satz 4.7 Sei {z1,...,zm} ein (beliebiges) Fundamentalsystem der homogenen Gleichung
y = A(x)y, § eine beliebige Lisung des inhomogenen Systems y' = A(x)y + b(z). Dann

hat die Losung des inhomogenen Anfangswertproblems
AWP ¢/ = A(z)y+b(z),  y(@o) = o

die Gestalt

m

y(x) = g(x) + chzj(x) ( mit geeigneten c¢; ) ;
j=1

genauer gilt

y(x) = §(z) + Z(x) Z(z0) ™" (yo — §(20)) -

Beweis. Da Z(z)Z(z¢)"! die Losungsmatrix des homogenen Systems ist, ist klar, daf

das zuletzt angegebene y(-) die inhomogene Gleichung 16st. Weiter gilt

y(z0) = 9(z0) + Z(20) Z(20) (3o — 9(z0)) = wo.,

d.h. y hat die richtigen Anfangswerte. Wegen der Eindeutigkeit muf} also die Losung diese
Gestalt haben. Da Z(z) (Z(xg)_l(yg — g)(xg))) eine Linearkombination der zi,..., 2z, ist,

ist damit alles bewiesen. O

Eine explizite Losungsformel, die nicht die Kenntnis einer speziellen Losung der inhomo-
genen Gleichung erfordert, gibt der folgende Satz (die im Abschnitt 2.5 gefundene Formel
fiir die Losung einer inhomogenen Differentialgleichung erster Ordnung (m = 1) ist ein

Spezialfall hiervon).
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Satz 4.8 Die eindeutig bestimmte Lésung y des
AWP ' = A(z)y+b(z),  y(@0) =10

st gegeben durch

T

o) = Yo + Y(a) [ YO 00t

o
wobei Y (-) die Lisungsmatriz des homogenen Systems zum Anfangspunkt xo ist).

Beweis. Es gilt offenbar

Zo

y(ro) = Ywo)uo +Y(x0) / Y (1) 1b(t) dt

xo

= FEyo + E0 = yo,

Y@ = Yiw+ V(@) [ YO b &Y @)Y @) )

o
x

= A@{Y @+ Y (@) / Y (6)b(0) dt} + b(a)

Zo

= A(x)y(z) + b(zx). 0

Der Beweis des letzten Satzes ist zwar sehr einfach, verrét aber nicht, wie man diese
Losung findet. Deshalb sei hier noch ein anderes Vorgehen beschrieben: Die Spaltenvektoren
yj(z) der Losungsmatrix bilden fiir jedes x € J eine Basis in €™ (vgl. obige Charak-
terisierung eines Fundamentalsystems). Es gibt also fiir die Losung y(-) des inhomogenen

Systems und fiir jedes = € J einen Vektor
¢ m
w(@) = (m1(@),. . Tom(x)) € R
mit
y(@) = > m(@)yi(z) = Y(z)yo(z),
j=1

wo(x) = Y(x) ly(z).
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Existiert eine stetig differenzierbare Losung y(-), so ist also wegen yo(x) = Y (z) 1y(z)
auch yo(-) stetig differenzierbar und wir erhalten durch Einsetzen in die homogene Diffe-

rentialgleichung

A(@)Y (z)yo(z) + b(z) = Ax)y(z) + b(z) = y'(z) = Y'(2)yo(x) + Y (z)yo()

= A(x)Y (2)yo(x) +Y (z)yp() -
Hieraus ergibt sich Y (z)y,(x) = b(z) und somit die Differentialgleichung fiir yo(-)

yo(z) = Y () "'d(x),
die durch Integration gelost werden kann:

T

w0(z) = yo+ / Y (£)1b(t) dt

Zo

Einsetzen in y(z) =Y (z)yo(x) liefert die bereits oben bewiesene Losungsformel.

Formal haben wir oben in der allgemeinen Losung der homogenen Gleichung Y (z)yo
den konstanten Vektor gy durch einen variablen Vektor yo(z) ersetzt, und es stellte sich
heraus, dafl yo(-) tatséchlich berechnet werden kann. Man nennt deshalb diese Methode die

Variation der Konstanten.

4.4 Ubungsaufgaben

1. a) Man bestimme die Losungsmatrix von

, 1 2 - 0
= ur xog—=— .
Yy 9 1 Y 0

b) Man lése das Anfangswertproblem

y = (; i) y+<x2;1) , 2(0) = ((1)) .

—x
Hilfe: ( ) ist eine Losung des inhomogenen Systems.



53

5 Systeme linearer Differentialgleichungen mit konstanten

Koeffizienten

In diesem Abschnitt betrachten wir das lineare Differentialgleichungssystem
y = Ay +b(z),

wobei jetzt A eine konstante Matrix ist.

5.1 Bestimmung der Losungsmatrix, exp(xA)
Um die Lésungsmatrix des Systems zu bestimmen, 16sen wir das matrix—wertige
AWP Y' = AY, Y(zg) = FE

mit Hilfe der Picard’schen Iteration:

Yk+1($) = E+/AYk(t) dt fir £k=0,1,2,...

Zo

Damit erhalten wir explizit
x
Yi(z) = E—i—/AEdt—E—i—(ac—xO)A,
zo

Ya(z) = E+jA(E+(t—x0)A)dt—E+(x—x0)A+

Zo

und weiter durch Induktion (mit A° = E)

T k (t—.fC())J ; k+1 (.CC—.CC())J ;
x j= j=0

Wie man aus dem Beweis des Existenzsatzes von Picard-Lindel6f (oder aber auch mit dem

gleichen Beweis, mit dem man die Konvergenz der Exponentialreihe beweist) sieht, ist diese
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Folge auf jedem kompakten Teilintervall von IR gleichméfig konvergent gegen eine stetige

matrix—wertige Funktion

die das obige Anfangswertproblem 16st, d.h. Y(-) ist die gesuchte Losungsmatrix.

Die formale Ahnlichkeit mit der Exponentialreihe legt die folgende Schreibweise nahe

Mit dieser Bezeichnung haben wir
Y(z) = exp {(x — xO)A} .

Da Y die homogene Differentialgleichung Y’ = AY erfiillt, folgt

d

< P {(x — xO)A} Y'(z) = AY (z)

= Aexp {(ac — acO)A} ,

erneut eine Eigenschaft, die von einer Exponentialfunktion zu erwarten ist.

Al

Beispiel 5.1 Wir wollen fiir A = (0 )

) (einen 2 x 2-Jordan—Kasten) e be-

rechnen. Zunéchst sieht man leicht
2 3 2
42— A% 2A 2B A% 3
0 N/)° 0 X/’

und durch Induktion allgemein

) DY D Vit
AJ_<0 jM ) fir j € No.
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Somit erhalten wir

- . 00 . S il
R Zx_JAJ‘_Z£<)‘J *7)‘]‘)
=1 it \o N
S @\ o i (zA) ! (o 1)
=0 4! ot (j—l)! 0 O
B (e;w\ xemk) #
- 0 emA

5.2 Diagonalisierbares A

Besonders einfach werden die Verhéltnisse, wenn A diagonalisierbar ist, d. h. wenn es eine

invertierbare Matrix M gibt so, dal M~'AM Diagonalgestalt hat,

A 0
M*AM = Diag(\1,...,Am) = ,
0 Am

wobei dann natiirlich Aj,..., )\, die Eigenwerte von A sind (mit Vielfachheit gezéhlt).
Es sei hier daran erinnert, dal A genau dann diagonalisierbar ist, wenn A m linear
unabhéngige Eigenvektoren besitzt; Diag(Ai1,...,A,) ist dann gerade die Darstellung von
A beziiglich der Basis, die durch diese Eigenvektoren gebildet wird. A hat sicher dann m

linear unabhéngige Eigenvektoren, wenn A m verschiedene Eigenwerte hat.

In diesem Fall gilt offenbar

Al = (MDM™YY = MD'M™!

und somit
- -
et = ) %AJ‘ - M{Z %Dﬂ}M‘l
j=0 j=0
"M 0
= M Mt
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M und M~! konnen wie folgt explizit angegeben werden: Ist {ai,...,a,} eine Basis aus
Eigenvektoren und ist {a},...,al,} eine dazu duale Basis, d.h. es gilt
<a;~,ak>:5jk fir j,k=1,...,m,

wobei (-,-) das Skalarprodukt in C™ ist, d.h. (z,y) =371, &n; , so ist

M:(alfagf...fam), M_1: ’

d.h. M ist die Matrix mit den Spalten ai,...,a, und M~! ist die Matrix mit den

Zeilenvektoren daf,...,al,,den zu ay,...,a, dualen Vektoren.

Fiir die Losungsmatrix erhélt man damit
e(x—xg))g 0

Y(z) = @204 = M M
0 e(r—ro)km

und somit fiir das Anfangswertproblem

AWP ' = Ay, y(zo) = vo,

die Losung
e(x—xg))g 0
y(x) = Y@y = M M~y
0 e(x—xo)km
/
6(95—950)>\1 0 <a1’ y0>
/
- M <a25y0>
0 e(r—ro)km
<a;nay0>
e (a3
(z—z0) A2/ 4! m
€ a9, Yo
= M :< 2 %0) = Z(a},y@e(gﬁ_“)’\faj.
: =

@20 rm (gl y)
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Ist speziell A hermitesch, so hat es in jedem Fall m linear unabhéngige Eigenvektoren
ai, ..., 0y, die sogar o. E. als Orthonormalbasis von C" gewéhlt werden kénnen. Dann ist

offenbar {a},...,al,} = {ai1,...,an} und somit

M~ = Mt = M*, d.h M ist unitir.

Fiir y(-) erhalten wir dann

Insgesamt haben wir bewiesen:

Satz 5.2 a) Sei A eine m x m-Matrix mit m linear unabhingigen Figenvektoren

ai,...,an und zugehorigen Eigenwerten A1, ..., Ay, auflerdem sei {a},..., al,} eine
zu {ai,..., am} duale Basis. Dann ist die Lisung des
AWP y =4y,  y(@o) = o

gegeben durch

m
y(z) = Z%, m e(ﬂﬁ—xo))\jaj'
j=1
b) Ist speziell A hermitesch und ay,...,a, eine Orthonormalbasis von Figenelementen,

so gilt

y(z) = > (aj,yo0) e ",
j=1

Dies sind offenbar Linearkombinationen der Lisungen der Anfangswertprobleme mit y(xzg) =
aj (j=1,...,m), wobei die Entwicklungskoeffizienten durch (a},yo) bzw. (aj,yo) gegeben

sind. Fir x = xo hat man gerade die Entwicklung nach der Basis {ai,...,am} .
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Beispiel 5.3 Wir betrachten das System

1 -1 2
Yy =1-1 1 2]y
1 1 0
Aus
1-x -1 2
det(A—AE) = det| -1 1-—2) = X 4+222 440 -8
1 1 =)

= —(A-2)*(A+2)

folgt, dal A =2 und A = —2 Eigenwerte sind, A = —2 einfach, A = 2 mit (zunéchst

nur) algebraischer Vielfachheit 2. Den Eigenvektor zu A = —2 erhalten wir aus

3a—b+2c = 0,

(A+2E) [ b

I
o

—a+3b+2c = 0,

a+b+2¢c = 0.

Da sich die dritte Gleichung aus den ersten beiden ergibt, bleibt das System zu l6sen, das

aus den ersten 2 Gleichungen besteht. Es hat (z.B.) die Losung

1
b | = 1
c -1
Dies ist (bis auf einen Faktor) der Eigenvektor zum Eigenwert —2.

Die Eigenvektoren zu A = 2 erhalten wir aus

—a—b+2c = 0,
(A-2E) | b | =0, —a—-b+2 = 0,

a+b—2¢c = 0.
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Dieses System ist dquivalent zu der einzigen Gleichung
a+b—2c =0

mit (z.B.) den Losungen

1 1
bl =1 -1 und 1
c 0 1

Dies sind 2 Eigenvektoren zum Eigenwert 2. Insgesamt hat also A eine Basis von Eigen-

vektoren ai,az,az zu den Eigenwerten A = —2, A3 = 2:
1 1 1
ay = 1 s ags = —1 s as = 1
-1 0 1

Damit haben wir ein Fundamentalsystem des Differentialgleichungssystems:

1 1 1
1 e 2 —1 | e* 1]e*
—1 0 1

1 1 1
a) = ! 1 ah = 1 1 ay = !
1 — 4 ) 2 — 9 ) 3 — 4
-2 0 2
Es ist also
1 1 1 1/4 1/2  1/4
M=(1 -1 1), M?'=/|1/4 -1/2 1/4
-1 0 1 —1/2 0 1/2
und somit die Losungsmatrix
e 0 0
Y(z)=e" = M| 0 e* 0 M
0 0 e
%(621‘ _ e—2x) 0 %(GQI 4 e—Qm)
— %e—Qx e %e—Qm ’
_iezr _ %e—Qx —%GQI _ieQx + %e—Qm
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zusammen mit

e 2 0
V()" = M e 2" M
0 6242
1/, — 1/ —
5(e 2x _e2m) 0 5(e 2m+62m)
_ 1 2z —2z 1 2z
= € e €
1— 1 1— 1 - 1
_Ze 2x_562x —56 2z _Ze 2x+562x
ist dann jedes Anfangswertproblem fiir dieses System losbar. #

5.3 Ein Hamiltonsches System; Stabilitit, Instabilitét

Wir betrachten ein mechanisches System mit m Freiheitsgraden mit

Koordinaten T1,..v, T,

" . lem . o 1 .,
Kinetischer Energie T = 3 Z; (&) = 5‘33‘ ,
J:

1
Potentieller Energie U = §<x, Brz)

mit einer symmetrischen m x m—Matrix B. Mit den
Impulskoordinaten pj=4; (j=1,...,m)

ist dann die Hamiltonsche Funktion

H(p,z) = T+U = {\p\Q—i-(x, B.CL‘>}

N | —

Damit erhalten wir die Hamiltonschen Differentialgleichungen
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oder, kompakter geschrieben,

Mit der neuen Funktion y : R — RR?™

y(t) = (xl(t),...,acm(t),pl(t),...,pm(t))

erhalten wir das Differentialgleichungssystem

/ . . 0 I
y = Ay mit der Matrix A = )
—-B 0

Aus

0 I —B 0
Al = und A? =
-B 0 0 —B

folgt durch Induktion fiir alle k € INg

S (T ) (e )

0 (—B)k (_B)k+1 0
und somit
f (_l)nth B f (_l)nt2n+1 "
etA . n=0 (27’1/)' n=0 (2n + 1)'
f (_1)n+1t2n+1 Bn+1 f (_l)nth g
n=0 (2n + 1)' n=0 (Qn)'
Da B symmetrisch ist, gilt mit einer Orthonormalbasis {bi,...,b,} von Eigenelementen,
by
M = (biibyi...0by), M7' = :
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und, mit zugehorigen Eigenwerten Ai,..., A,
B = M Diag (Ay,..., Am)M L.
Im folgenden betrachten wir zwei spezielle Félle im Detail.

Stabiler Fall: Essei U(z) >0 fiur = ¢ 0, d.h. A ist positiv definit, A; > 0 fiir

2

j=1,...,m. Sel v; >0 so,dal Aj =v7 gilt. Dann ist

2n
{ f ( l)nth } f ( l)nth g 0
B"
n=o (2n)! n=0 (2n)!
0 I/2n
0o (_l)nth m
. &N,
n=0 (Qn)' "
cos vt 0
0 COS Up,t
also
cosvyt 0
— (=ymer : 1
Y o B"=M . M.
(2n)!
n= 0 CoS Ut
Entsprechend folgt
—sing ¢ 0
0 —1)ng2n+1 141
— (2n+1)! - ’
0 — siny,t
Vm
o (_1)n+1t2n+1 —vy sinvgt 0
Z ] B = M M.
ot (2n+1)! ‘
0 —VUp, Sinyy,t

Die Losung des

AWP ¢ = Ay, y(0) = (xo) e R*™
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ist gegeben durch

- (3)

Dabei berechnen wir zunichst nur die ersten m  (Orts—) Komponenten z(t) =

(yl(t)’ ] ym(t)) ;

o nt2n nt2n+1
J— n
x(t) = Z T + Z @n+1)! B"po
n=0
1 .
cos vyt 0 V_l sinvgt 0
= M M tzg+ M M p,.
0 CoS Ut 0 1 sin vy, t
Um
Mit M = (by:by: ... by) und M~ = M? folgt hieraus
= 1
z(t) = Z {(bj, xg) cos vjt + (bj, po) — sin I/Jt}bj
j=1 vi

Die letzten m (Geschwindigkeits—) Komponenten p(t) = (ym+1(t), ..., y2m(t)) erhdlt man

entsprechend, oder einfacher durch Differenzieren dieses Ausdrucks:

m

x(t) = Z { — (bj, zo)vjsinvt + (b;, po) cos I/jt}bj.
j=1

Die Losung ist stabil weil y(t) (bzw. z(t)) und p(t)) beschriankt bleiben fiir alle ¢.

Instabiler Fall: Mindestens ein Eigenwert von B ist negativ. Wir nehmen hier speziell

al:
AL <0< fir j=2,...,m

Es ist dann
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(—1)mwn 0
V2n
Dla‘g ()\15 > )‘m)n = ? )
0 V,zn”
und somit
00 2 00 2
—1)n¢2n nt n
Z %B"JCQ = MZ Diag (( I L7 Y- L Vs )M_
n=0 ) k=0
cosh vt 0
Y cos ot =
0 CcoS Ut
o0
-1 nt2n+1 n 2n+1
Z ((27274_1)'3” = MZ Dlag (( 1)”1/12’”,1/22”,.. ; m)M_
n=0 ’
1 .
— sinh vt 0
V1
1 . ;
— sin v
= M 2 2 M1,
1.
0 — sin vt
Um
o0 o0
(_1)n+1t2n+1 il n+1t2n+1 ] 5 o 9 n+1 1
ZwB = MZ 2n+ Dlag(-l/l,l/Q,...,l/m) M
= n=0
v1 sinh vt 0
v —Vy sin vot Iy
0 —Vp, Sin vyt
Damit erhalten wir in diesem Fall
1
z(t) = {(bl, xo) cosh vt + (b1, po) — sinhylt}bl
V1

1
—i—Z{ b;, zo) cosvjt + (bj, po) — smujt}bj,
j=2 Vi

yt) = {<bl,$0>V1$inhV1t+<b1,p0>cosh1/1t}b1

+ Z { (bj, zo)v; sinvjt + (bj, po) cos I/jt}bj )
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Diese Losung heifit instabil, weil sie i.allg. nicht beschridnkt ist; sie ist genau dann be-

schriankt, wenn (b, z9) = (b1, po) =0 gilt.

Istz.B. Ay =0 und \; = 1/]2 >0 fiir j=2,...,m, so erhilt man offenbar

z(t) = {<b15$0>+<b1ap0>t}bla

1
—i—Z{ b;, zo) cosvjt + (bj, po) — smujt}bj,
j=2 Vi

y(t) = (b1, po b1+2{ (bj, xo) VJSmVJtJr<bj,p0>cosujt}bj.

Auch diese Losung ist unbeschrankt, wenn (by, pg) # 0 gilt.

Mit diesen Informationen ist es nun leicht, alle méglichen Situationen zu studieren.

5.4 Nicht diagonalisierbares A

Ist A nicht diagonalisierbar, weil zu wenige (< m) Eigenvektoren existieren, so liegt es
nahe, exp(zA) mit Hilfe der Jordan’schen Normalform zu berechnen (vgl. Beispiel 5.1).

Jedes A kann mit Hilfe einer invertierbaren Matrix V auf die Jordan’sche Normalform

transformiert werden:

Ay 0 Aq 0
A=V vt vlav = :
0 A, 0 A,
mit
A1 0
0 A
Aj = Jordan—Kasten ;
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dabei sind die A; die Eigenwerte von A. Wie im Beispiel 5.1 kann man berechnen (vgl. auch

Ubungsaufgabe ?7?)

LE}\]' LE}\]' _ I)\j x_ LE}\]'
€ xre ol 31 €
2
LE}\]' LE}\]' x_ I)\j
e;rA]- $€m>\j
0

Die Matrix exp(zV 1AV setzt sich offenbar aus diesen Kiisten zusammen. Die Spalten die-

ser (grofien) Matrix bilden bekanntlich ein Fundamentalsystem des Systems 2’ = (V1AV)z.
Ein Fundamentalsystem von ¢y = Ay erhilt man hieraus offenbar durch Transformation
mit V (fir y=Vz gilt ¢ = (Vz2) = V2 = VV1AV2z = Ay). Unter Beriicksichtigung
der Rechenregeln fiir Matrizen erkennt man daran, dafl ein Fundamentalsystem existiert, das
wie folgt geschrieben werden kann:

pje1(x)
pj,z,?(x) N gy J = Leoms

L= 1,...,dimAj,
Djem(T)

wobei die pj ., Polynome vom Grad ¢ —1 sind. Dies reicht in der Regel aus, um das

Differentialgleichungssystem y’ = Ay mit Hilfe geeigneter ,, Anséitze* zu losen:

1 -1
Beispiel 5.4 ¢ = (4 3) y. Aus

1-A -1
4 —-3-A

det(A — \E) = det( ) = N4+22+1 = A+12 =0

folgt, daB A = —1 Eigenwert mit (algebraischer) Vielfachheit 2 ist. Es gibt aber nur einen
Eigenvektor

(A+1E) <Z>_0, 20-b=0 o b 4B (Z)_@)

4a —2b=0
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Es ist also hier n =1, dim A; = 2. Eine Losung ist gegeben durch

()

Eine zweite Losung hat die Form

Einsetzen in die Differentialgleichung liefert

(igjr;) - (ecz)x B (42:219) " (42:§d)x

und hieraus durch Vergleich der Koeffizienten bei z! und 2°:

—(2) - (4(;:;5) —  (vgl.oben) (;)_

(

1
2

).

—a—+c a—2> 2a—b=1 (
= — —— Z.B.
—b+d 4a — 3b

4q — 2b =2

Wir haben damit die weitere Losung

X e_m
—1+2z2 ’

und somit das Fundamentalsystem

1 e ” v e *.
2 ’ —14 2z

Im Sinne von Satz 77?7 ist also

Zle) = (26:9& (—116;;)6—9&) !

67
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womit man die Losungsmatrix (z. B. fiir 29 = 0) erhilt:

Y(z) = Z(z)Z(0)! —e_x(l . ) (1 0 )_1

2 -1+2z 2 -1

(1 T 1 0 s [ 1+2z —x
e e = e .
2 —1+2x 2 -1 4x 1-2x

Dieses Y(-) konnte man natiirlich auch leicht finden, indem man fiir die beiden Spaltenvek-

toren die Linearkombinationen der obigen Lésungen wéhlt, die fiir z = 0 die Anfangsbedin-

1 0
gungen (0) bzw. (1) erfiillen.

Hieraus kann man auch noch leicht berechnen

Vo)t em(l—Qx x ) |

—4x 1+ 2z

so dafl dann jedes inhomogene Anfangswertproblem im Prinzip explizit 16sbar wird. #

5.5 Ubungsaufgaben

5.1 a) Man lose die Anfangswertprobleme

Al 0
A1
y = y, y0)=¢ (G=1,...,m),
A1
0 A

indem man das System von unten her auflost.

b) Man gebe die Losungsmatrix dieses Systems fiir zop =0 an,

5.2 Ein Punkt A, der durch ein ,,Gummiband“ mit dem Ursprung verbunden ist, bewege
sich geradlinig mit konstanter Geschwindigkeit v vom Ursprung weg. Auf dem Gum-
miband bewegt sich ein zweiter Punkt B mit konstanter Geschwindigkeit v (relativ
zum Gummiband). Fiir welche v holt der Punkt B den Punkt A in endlicher Zeit

ein?
5.3 Man bestimme ein Fundamentalsystem des Differentialgleichungssystems
53 V2

Yy =135 —vV2|y.
00 2
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5.4 Mit Hilfe der Theorie der Differentialgleichungen zeige man fiir jede m x m—-Matrix A
exp(sA) exp(tA) = exp((s+1t)A) fir alle s,teR.

5.5 Man bestimme zwei stetig differenzierbare Funktionen C, S : R — C mit

C'(x) = —=S(x), S'(z) = C(x),

co) = 1, S(0) = 0

und zeige, daB sie durch diese Forderungen eindeutig bestimmt sind.
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6 Lineare Differentialgleichungen der Ordnung n

Eine lineare Differentialgleichung der Ordnung n in expliziter Form hat die Gestalt

y ™ = ao(z)y+ar(@)y + ..+ an1 (2)y Y + b(2)

n—1

= Y a;(@)yY +b(z),

j=0

wobei wir stets voraussetzen werden, dafl die Koeffizientenfunktionen a; : J— C und

die Funktion b : J— C stetig auf einem Intervall J C R sind. Im ersten Abschnitt
werden wir die allgemeine Losungstheorie behandeln, wihrend wir im zweiten Abschnitt den
Spezialfall konstanter Koeffizienten a; untersuchen; in letzterem Fall 158t sich ein explizites

Losungsverfahren angeben.

6.1 Allgemeine Theorie

Mit der neuen vektorwertigen Funktion

Yo(z) y(z
g(x) _ y1() _ y'(x ’ e
Yn—1(z) y" ()

geht die obige Differentialgleichung iiber in das System

Yo = U
Y=
!
Yn—2 = Yn-1
Y1 = ao(@)yYo+ ...+ an-1(T) yn—1 + b(x),

oder kiirzer, in Matrix—Schreibweise,
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mit

0 1 0 0
0
0 0 1 0 0
Ax) = : , b(z) = :
0 0 0 1 b()
ap(z) ai(x) as(z) ... ap—1(zx)

Nach unseren fritheren Resultaten (§ 4) gibt es zu diesem System und jedem zy € J eine

eindeutig bestimmte Losungsmatrix Y'(-), die Losung des Matrixanfangswertproblems
AWP Y = A(2)Y, Y(zg) = E.

Mit dieser Losungsmatrix Y'(-) ist dann fiir jedes Anfangswertproblem

AWP y_/ = A(x)g—i—b(x), Q(JCO) = Y,
die eindeutig bestimmte Losung gegeben durch
x

y(z) = Y(z)y, + Y (z) / Y (t) " th(t) dt .

Zo

Eigentlich interessiert uns jedoch nur y(-), die erste Komponente von y(-). Damit erhalten

wir zunéichst:

Satz 6.1 Seien a;, b:J— C stetig, xo € J. Dann hat das Anfangswertproblem

y(”) =ap(z)y+ar(z)y +...+ an_l(x)y(”_l) +b(z),
AWP

y(zo) =vo, ¥(x0) =y1, ..., Yy D (x0) = yn-1

genau eine Losung.
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Wir nennen n Funktionen zi,...,z,:J— C ein Fundamentalsystem der homoge-

nen Differentialgleichung

y(”) = ap(x)y+a1(x)y +...+ an_l(x)y(”_l) ,

wenn sie

(i) die Differentialgleichung lésen, und

(ii) linear unabhéngig sind (in C(J), d.h. aus >°7_; ¢jz;(x) =0 folgt c1 =...=¢c, =0).
Offensichtlich ist {z1,...,2,} genau dann ein Fundamentalsystem dieser Gleichung, wenn
{z1,.-.,2,} mit

2(@) = (5(@), H(@),.... 2" V@)

ein Fundamentalsystem des homogenen Systems y' = A(z)y ist.

Da die Spaltenvektoren der Losungsmatrix Y () ein Fundamentalsystem von y' = A(x)y

bilden, bilden also die Funktionen der ersten Zeile von Y(-) ein Fundamentalsystem der
Differentialgleichung n—ter Ordnung. Und da jede Lésung eines homogenen Systems erster

Ordnung Linearkombination der Losungen eines Fundamentalsystems ist, folgt:

Satz 6.2 Ist {z1,...,2,} ein Fundamentalsystem der homogenen Differentialgleichung
y™ = ao(@)y + ...+ a1 (z)y" Y,

so ist jede Losung dieser Gleichung darstellbar als Linearkombination von zi,...,z,. — Die

Lésungen der homogenen linearen Differentialgleichung n—ter Ordnung bilden also einen n—

dimensionalen Vektorraum.

Fir n—1 mal stetig differenzierbare Funktionen zi,...,2,:J— C ist die Wronski-

determinante definiert durch

Fiir diese Wronskideterminante gilt:
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Satz 6.3 Seien z1,...,2, Ldsungen der homogenen Differentialgleichung n—ter Ordnung
y ™ = ag(@)y + ...+ an_1(x)y™ (x e J),

W (-) die Wronskideterminante von zi1,...,z,. Dann gilt fir alle zg, x € J

Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) {z1,...,2n} st ein Fundamentalsystem,
(ii) W(z)#0 fir ein xz€J,
(iii) W(x)#0 fir alle z€J.
Beweis. Aus der Produktregel ergibt sich, daf} die Ableitung einer Determinante gleich

der Summe der Determinanten ist, die man erhélt, indem man jeweils eine Zeile der Matrix

differenziert. Das liefert in diesem Fall

z1(x) zo(x) zn ()
Alx) (@) 2 (x)

W' (z) = det : : ;
") () 2 (@)
2@ () 2 (@)

alle anderen Summanden verschwinden, da die entsprechenden Matrizen jeweils zwei identi-
sche Zeilen enthalten. In der letzten Zeile kann man nun auf Grund der Differentialgleichung

ersetzen
27(@) = ao(2)2(2) + a1 (@)} (@) + ...+ ap-r (@) V(@)

Auf Grund der Linearitdt (beziiglich der Zeilen) der Determinante ist also die obige Determi-

nante gleich der Summe von n Determinanten, in denen jeweils in der letzten Zeile zﬁn) (z)
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(k)

ersetzt wird durch ag(z)z; " (z) fir k=0,...,n —1; nur die letzte dieser Determinanten
ist nicht Null. Damit folgt
W' (z) = det : : = ap_1(x)W(z).
n—2 n—2
an_l(x)zyb_ )(x) e an_l(x)z,(Ln_ )(x)

Daraus folgt die behauptete Formel durch Integration. Diese Formel liefert auch die Aquiva-
lenz von (ii) und (iii).

(i) = (ii): Wenn (ii) nicht gilt, gibt esein z¢g € J und ci,...,¢, € C mit (c1,...,¢p) #
(0,...,0) und y(z) =37, cjzﬁk)(xg) =0 fir k=0,...,n—1. Dann ist aber y(-) die
Losung des homogenen AWP mit Anfangswerten y(zo) = ¢/ (29) = ... = y™® D (x) = 0 und
somit y(z) = 0. Das heifit aber, dafl {z1,...,2,} linear abhingig ist, im Widerspruch zu
(i)-

(i) = (i): Wenn (i) nicht gilt, gibt es ¢1,...,¢, € € mit (eq,...,¢,) # (0,...,0) und
> j—1¢jzj(z) = 0. Dann ist aber auch 77, cjzﬁk) (z) =0 fiir alle k=0,...,n—1 und

somit W(z) =0 im Widerspruch zu (ii). O

Damit haben wir alle Vorbereitungen, um auch die inhomogene Gleichung zu l6sen:
Satz 6.4 Sei {z1,...,2,} ein Fundamentalsystem der homogenen Differentialgleichung
y = ap(z)y+ ...+ an_l(x)y(”_l) ,

W(z) = W(z1,...,2n;x) die Wronskideterminante,

1 : :
K@) = gy det Pl () N el 1)

Dann st

y(z) = / K (1) b(t)
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die (eindeutige bestimmte) Losung der inhomogenen Gleichung
y(”) = ao(x)y+...+ an_l(x)y("_l) + b(x)

mit den Anfangswerten
y(wo) = ' (z0) = ... = y"D(wo) = 0.

Die Lisung zu beliebigen Anfangswerten

y(x()) = Yo, ceey y(n_l)(x()) = Yn—-1

erhdlt man durch Addition der Ldésung der homogenen Gleichung (Linearkombination

der z; ), die diese Anfangsbedingungen erfillt.

Beweis. Die gesuchte Losung y(-) ist die erste Komponente der Losung y(-) des

zugehorigen Systems:

dies ist also zu berechnen.

Sei Z(z) die Matrix mit den Spalten

. t
2(@) = (%), 5(@),.... 2" (@) .
Dann gilt fiir die Losungsmatrix Y'(-) nach Satz ??
Y() = Z(x) Z(xo) ™", Y(2)™' = Z(z0)Z(x) ",

und somit

T

(@) = Z()Z()" / Z(w0) 2(8)~"b(t) dt.

Zo

<

x x

~ 2 / 2(8)"1b(t) dt — / Z()2(t)b(t) dt .

Zo Zo



6.2 Lineare Differentialgleichungen der Ordnung n mit konstanten Koeffizienten 7

Fiir den Vektor Z(t)7!b(t) gilt nach der Cramer’schen Regel

z1 t Zj_l(t) 0 2j+1(t) Zn(t
) 21 (¢ Z;_q(t 0 zj,(0) 25 (t
— det . . . .
W(t) n— n—' ' n—' n—'
el O B () I (e () B Gl ()
B S ) B e 1) N1 () Bl () B Gl ()

(mit dem Determinanten—Entwicklungssatz, j—te Spalte)

z1 (t) e Zj_l(t) 2j+1 (t) PN Zn(t)
B nis b(D) 2 o ) @) o 2(0)
= U ) : : :
A7) L AP AP L TP

z1(t) zi1(t)  z(t) Zn(t

o nis b(D) 21 (¢ zi4(t) 254 (t) 20 (¢

= J;zj(x)(—l) + Wdet : : '
A7) L AP AP L TP

(mit erneuter Anwendung des Entwicklungssatzes)

= K(z,t)b(t).

Integration von xy bis x liefert die Behauptung. a

6.2 Lineare Differentialgleichungen der Ordnung n mit konstanten Koef-
fizienten

Im Fall konstanter Koeffizienten ist es relativ leicht, ein Fundamentalsystem der homogenen

Gleichung explizit anzugeben. Diese Ergebnisse lassen sich natiirlich aus den entsprechenden



78 6 LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN DER ORDNUNG N

Sétzen fiir Systeme erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten ableiten. Es ist aber auch

nicht schwer, sie auf direktem Weg zu erhalten:

Mit L bezeichnen wir im folgenden den Differentialausdruck, der definiert ist durch

Ly = y™ —ap_1y™ ) — ...~ a1y — agy

mit Konstanten ag,...,a,_1 € C. Wie man einerseits leicht erraten kann, wie andererseits

aber aus den Resultaten fiir Systeme klar ist, sollte der Losungsansatz
y(z) = e (Exponentialansatz)

zum Ziel fithren. Einsetzen dieses Ansatzes in die Differentialgleichung liefert:
0 = L{e*} = p(A)eM®

mit dem charakteristischen Polynom

p()‘) = A" - an—l)\n_l — .. al)\ —ag .

Wie man leicht nachrechnet, gilt auch

-2 1
0 —-Xx 1 0
) = (=) det :
p(A) = (-1) ¢l 0 0 0 .
0 -2 1
ag al a9 cee Qp—1 —)\

Diese Form von p(-) erinnert sehr deutlich an das zur Differentialgleichung n—ter Ordnung

dquivalente System erster Ordnung.

Offenbar ist also y = e’ genau dann eine Losung der Differentialgleichung, wenn A eine
Nullstelle von p(-) ist. Abgesehen davon, daff wir die lineare Unabhéngigkeit dieser Lésungen
noch nicht bewiesen haben, haben wir damit in dem Fall, in dem p(-) nicht n verschiedene
Nullstellen hat, noch nicht geniigend viele Losungen fiir ein Fundamentalsystem. Die noch
fehlenden Losungen liefert der folgende Satz, in dem wir dann auch die lineare Unabhéngigkeit

des gesamten Systems beweisen.
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Satz 6.5 Seien Ai,...,\p € C die verschiedenen Nullstellen von p(-) mit Vielfachhei-
ten vi,...,Vg, Z?Zl v = n  (vgl. Fundamentalsatz der Algebra Satz ??7). Dann ist ein

Fundamentalsystem der Differentialgleichung Ly = 0 gegeben durch

Nt geMT L gViTleN® fir 7=1,... k.

Beweis. a) Wir zeigen zundchst: Wenn A eine v—fache Nullstelle von p(-) ist, dann
sind
Az Az o v—1 Az

Losungen der Differentialgleichung Ly = 0. Aus der Gleichung L(e*®) = p(\)e’® folgt

durch j-malige Differentiation nach A (Vertauschbarkeit der Differentiationsreihenfolge)

g oI - oI . oI .
Lzie™) = L (W& ) = S L) = 55 (Ve

( mit  (fg)) = ZJ: (‘7) f“)g(j“))
= \ ¢

J . A

Z (‘2) p(f)()\)acj_fe”.

£=0

Ist Ao eine v—fache Nullstelle von p, p(A) = (A — Xg)”po(N), so ist
p(f)()\g):o fir £=0,...,v—1,
und somit

L(xje’\ox) —0  fir j=0,...,0—1.

b) Es bleibt die lineare Unabhingigkeit der im Satz angegebenen Losungen zu beweisen.

Dazu nehmen wir an, daf gilt

k

vj
Z chgxf_lekﬂ =0 fiir alle =x.

j=1 ¢=1

Es ist zu zeigen, dal dann alle cj; verschwinden.
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Wir fithren diesen Beweis durch Induktion nach k.

k =1: Auf Grund der Annahme gilt dann

v1
Z cer' M = 0 fiir alle =z,
(=1

also

V1
Z coxt™ =0 fir alle =z.
=1

Das ist aber nur moglich , wenn alle ¢, verschwinden (da nur das 0-Polynom fiir alle =

verschwindet).

k = k+1: Auf Grund der Annahme gilt mit Polynomen p;(-) vom Grad < v;
k+1
ij(x)eAﬂ =0 fir alle z.
j=1

Multiplikation mit e~ *? liefert

Differenziert man diese Gleichung v41 mal, so wird die rechte Seite Null, und mit Polynomen
P;(-) vom gleichen Grad wie p;(-) (wobei das Null-Polynom vereinbarungsgemif den Grad

—1 hat) gilt dann
ZPj(x)e(’\f_’\’“)x =0 furalle x.

Die Induktionsannahme (behauptete Aussage fiir k verschiedene Nullstellen) liefert dann
Pj(-) =0 fir j=1,...,k. Dadie p; den gleichen Grad wie P; haben, folgt daraus

pj(-) =0 fir j=1,...,k und mit obiger Gleichung auch py;i(-) =0. O

Mit Hilfe dieses Fundamentalsystems kann nun also das in 6.1 entwickelte Verfahren zur

Losung eines beliebigen (inhomogenen) Anfangswertproblems eingesetzt werden.
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Bemerkung 6.6 Ist die Differentialgleichung (d.h. alle Koeffizienten ao, ..., a,—1) reell,
so hat p(-) mit jeder nicht-reellen Nullstelle A\ = o + i7 auch die konjugiert komplexe

Nullstelle A = ¢ —i7. Die zu diesen Nullstellen gehdrigen Losungen kann man dann auch

ersetzen durch Real- und Imaginérteil der oben angegebenen Losungen:

Re gieloXinz  —  gieo cosrg,

Im ziel@timz  — Iy glel0=)2 — 2ie®ginrg.

6.3 Ubungsaufgaben

6.1 a) Man bestimme alle Lésungen der Differentialgleichung
xy” _ y/ — .7,‘2 )

Anleitung: Fiir die homogene Gleichung mache man den Ansatz y(z) = z".

b) Die Wronskideterminante des Fundamentalsystems verschwindet fir = = 0.
Warum ist dies kein Widerspruch zu dem Satz aus der Vorlesung, nach dem W (z)

entweder fiir alle oder fiir kein z verschwindet?

6.2 a) Die inhomogene Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten

n .
Sant? = e
7=0

hat eine Losung der Form dzFeb® | falls b eine k-fache Nullstelle des charakte-

ristischen Polynoms ist (auch fiir k£ =0).
dk
Anleitung: Man benutze z*eb* = O (e").

b) Man lése das Anfangswertproblem

y(g) +y// — y/ — y — 9621"

6.3 a) Man zeige: Die inhomogene Differentialgleichung
u” +wiu = csinwt (wo, w e R, wp #0)

hat eine Lésung der Form
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(i) dsinwt, falls w # wy ist,
(ii) dtcoswt, falls w=wyp ist.

b) Man lsse fiir alle w € R das Anfangswertproblem
u” +wiu = csinwt, u(0) = 0, W'(0)=1.
6.4 Sei ¢:[0,1] — R stetig. Ist fiir ein A € R das Randwertproblem (RWP)
—u 4 qu=du,  u(0) = u(l) =0 (+)
nichttrivial l6sbar, so heiffit A Eigenwert und u Eigenfunktion des RWP.

a) Eigenfunktionen wu, v zu verschiedenen Eigenwerten A, p sind orthogonal, d. h.

/IMv(ac)dx =0.
0

b) Fir ¢ = 0 bestimme man alle Eigenwerte und Eigenfunktionen.
6.5 Fiir das RWP (%) aus Aufgabe ?? zeige man, dafl die Eigenwerte keinen endlichen
H&aufungspunkt haben.

Anleitung:  Aus A\, —> Ao, u, zugehorige Eigenfunktionen (z.B. mit u,(0) = 1)
folgt wu, — up gleichmifig in [0, 1].
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7 Einfache mathematische Modelle der Populations—

entwicklung (ein nicht-lineares System)

Im folgenden beschreibe y(t) die Stédrke einer Population zur Zeit t. Um eine Behandlung
mit Mitteln der Analysis zu erm6glichen, ist es nicht sinnvoll, die Stirke der Population durch
die Anzahl zu beschreiben, da dies eine Sprungfunktion wéire. Man kdnnte etwa daran denken,
ihr Gewicht in Kg zu messen. Oder aber man geht davon aus, daf} es sich um eine sehr grofie
Zahl handelt, wo dann die Spriinge relativ sehr klein sind. Idealisiert nehmen wir jedenfalls

im folgenden an, da8 y(-) stetig differenzierbar ist.

7.1 Beschreibung durch eine nicht—lineare Differentialgleichung

Als einfachstes Modell betrachten wir zunéichst das des ungehinderten Wachstums unter
gleichbleibenden Bedingungen. Das soll heiflen, da§ das relative Wachstum (Zunahme

pro vorhandener Einheit) konstant ist,

/
Y~ a4 baw. ¢ = ay (aeR).
Y

Fir a > 0 haben wir Wachstum, fiir a <0 Abnahme (dabei ist zu beachten, daf$ fiir ein

Populationsmodell natiirlich nur y(-) mit y(¢) > 0 interessant sind).

Bekanntlich hat diese Gleichung die Losung

y(t) = %o eat’

wobei yo = y(0) die Stérke der Population zur Zeit 0 ist (entsprechend erhalten wir
y(t) = y(to) exp{a(t —to)}). Wir haben fiir

— a > 0 exponentielles Wachstum,

— a < 0 exponentiellen Abfall (Aussterben).

Beides, insbesondere aber das exponentielle Wachstum, ist nicht besonders wirklichkeitsnah;

man denke etwa an Nahrungsmangel, Rohstoffmangel, Raummangel und dergleichen.



84 7 MODELLE POPULATIONSENTWICKLUNG

Vielmehr ist es plausibel, dafi das Wachstum kleiner wird (eventuell sogar negativ), wenn
die Population zu grofl wird. Wir machen also einen zweiten Ansatz, indem wir in der obigen

Differentialgleichung den Faktor a ersetzen durch a —by mit ¢ > 0,5 >0:

y = (a—by)y.

Es ist also fiir

— O0<y< % := y* die Population wachsend,

y* <y die Population abnehmend
(fir y < 0, was allerdings in unserem Modell nicht sinnvoll ist, ist y ebenfalls fallend).
SchlieBlich sei noch angemerkt, dafl y(¢) =0 und y(¢) = y* Losungen sind.
Es ist nicht schwer, fiir beliebige Anfangswerte das zu dieser Gleichung gehorige Anfangs-

wertproblem zu 16sen: Wir erhalten fiir

— yo = 0 die konstante Losung y(t) =0,

*

— gy = y* die konstante Losung y(t) =Y .

Ist yo #0 und yo # y*, so gilt, so lange y(t) #0 und y(t) # y* ist, nach Division der
Differentialgleichung durch die rechte Seite

Y vy 1( Y y’)
I = —— =< =—|—"—""—+-/,
(a=by)y a (y—-yy a\y*—y vy
d d Y
= Sy -y - }:—1 ,
a dt{n\y\ nly* —y| ” ny*_y‘
*y I = ce* (mit ¢ #0).
Y~y

Ist y(y* —y)~t 20 fiir ein ¢, so gilt dies also (da es nicht Null wird) fiir alle ¢ in

dem Intervall, in dem obige Identitéit gilt. Bei geeigneter Wahl von ¢ konnen also die

Betragsstriche weggelassen werden:

/ at

—y)ce ’

(t) B y*cleat B y* - y*
YO = T T eat — L+eat/c  1+ceat’
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Offensichtlich wird y(¢) nie 0 oder y*; deshalb gilt die Rechnung fiir alle ¢, fiir die y(¢)
sinnvoll ist. Die Konstante ¢ = 1/¢’ ist so zu wihlen, daf§ der Anfangswert angenommen

wird, z. B.

y(0) = yo, d.h. y = , e= 2 1.

Offensichtlich gibt es fiir jedes yp # 0 (auch fir yp < 0) ein ¢ € R so, daB das
Anfangswertproblem durch obiges y(-) gelost wird (dies gilt iibrigens auch fir yo = y*).

Y

Yo > y*

y*

0<yo<y*
t to

y0<0

Losungen von y’' = (a—by)y
Wir haben

— ¢>0 fir 0 <y <vy*,

— —l<e<0 fur yo > y*.

Fiir yo > 0 haben wir also stets ¢ > —1 und somit 1+ ce % # 0 fiir alle t > 0, d.h. die

Losung existiert fiir alle t > 0. Sie konvergiert fiir t — 0o exponentiell schnell

— wachsend gegen y*, falls yy < y*,
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— fallend gegen y*, falls yo > y*.

Fiir 0 <y <y* ist ¢ >0 und somit 1+ce % # 0 fiir alle ¢, d.h. die Lésung existiert fiir
alle t € R. Ist yo > y*,also —1 < ¢ < 0, so existiert ein t; < 0 mit 14+ce %1 = 0, {iber
das hinaus die Losung also nicht nach links fortsetzbar ist. (Ist yo < 0, was hier eigentlich
nicht interessiert, so ist ¢ < —1; es existiert dann ein ty > 0 mit 1+ ce %2 #£ 0, iiber das

hinaus die Lésung nicht nach rechts fortsetzbar ist.)

Die Erfahrung zeigt, dafl das nach obigem Modell erwartete asymptotisch konstante Ver-
halten der Population in Wirklichkeit meist nicht auftritt. Es sind eher gewisse Zyklen zu

erwarten. Ein solches Verhalten wird sich in dem Modell des folgenden Abschnitts ergeben.

7.2 Das Volterra—Lotka—System (R&uber—-Beute—Modell),

Integrale autonomer Systeme

Zur besseren Erfassung tatséchlicher Verhéltnisse fithren wir eine zweite Population z(-) ein,
von der wir uns etwa vorstellen wollen, dafl sie der Population y(-) als Nahrung (Beute)

dient. Mit a,b,c,d >0 betrachten wir das System
y = (az—-b)y,

!/

Z = (c— dy)z.

Dieses System ist also so gewéhlt, daf

— das relative Wachstum y'/y der Popolation y

* grofl wird, wenn der Nahrungsvorrat z grof3 ist,

* klein, oder sogar negativ, wenn der Nahrungsvorrat klein ist,
— das relative Wachstum 2z’/z des Nahrungsvorrats

* groff wird, wenn die Population gy’ klein ist (z.B. auch fir y=0),

* klein, oder sogar negativ, wenn die Population y grof3 ist.

Es sei noch bemerkt, dafl die rechte Seite dieses Systems offensichtlich eine lokale Lipschitz-
bedingung erfiillt (sie ist stetig differenzierbar). Daraus folgt, dal jedes Anfangswertproblem
zumindest lokal eindeutig losbar ist. Nicht geklért ist damit zunéchst die Frage, ob die Lésung

auf alle t >0 oder t € R fortsetzbar ist. (Da die Losung erst dann endet, wenn sie den
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,2Rand“ des Gebietes erreicht, auf dem die rechte Seite definiert ist, kénnen allerdings nur

dann Probleme auftreten, wenn die Losung fiir endliche Zeiten unbeschriankt wird.)

Wir interessieren uns (natiirlich) im folgenden nur fiir Anfangswerte yo > 0, zp > 0.

Einige Spezialfille sind trivial losbar:
zog=2" = 9: Dann ist
a

y(t) = y*, =z2(t)=2z" fiir alle t e R.
(ii) yo = 0,290 = 0 : Dann ist

y(t) =0, z(t) =0 fir alle teR.
(iii) yo > 0, 20 = 0: Dann ist

y(t) = yoe ™, 2(t) =0 fir alle teR.
(iv) yo = 0,20 > 0: Dann ist

y(t) = 0, z(t) = zpe® fir alle teR.

Die verbleibenden Fille sind nicht explizit l6sbar. Es wird allerdings moglich sein, sehr
prézise qualitative Aussagen iiber die Losungen zu machen. Insbesondere werden fiir die zur

Diskussion stehenden Anfangswerte alle Anfangswertprobleme fiir alle ¢ € IR 16sbar sein.

Wir beweisen zuniichst ein abstraktes Resultat: Ein Differentialgleichungssystem 3’ =
f(y), in dem also die unabhingige Variable nicht explizit vorkommt, heifit ein autonomes
System. In dem autonomen System 3y = f(y) sei f auf D C R™ definiert, Q@ C D
offen. Eine Funktion F € C'(Q) heifit ein Integral des Systems, wenn fiir jede Losung ¥
des Systems, fiir die alle Werte y(¢) in Q liegen, gilt

F(y(t)) ist konstant .

Die Losungskurven ¢ — y(t) liegen also jeweils in geeigneten Niveauflichen (bzw. in Ni-
veaulinien) von Integralen. Bei einem System mit 2 Gleichungen (d.h. y hat Werte in
R? ) wird also in der Regel ein Integral ausreichen, um den Verlauf der Losungskurve in R?
zu beschreiben; wobei allerdings damit die Abhéingigkeit von ¢ noch nicht beschrieben ist;
genau das werden wir spéter getrennt untersuchen miissen. (Bei einem System mit m Glei-
chungen [d.h. y hat Werte in IR™ ] wird man dementsprechend m —1 Integrale brauchen,

um die Losungskurven als Schnitte der Niveauflichen zu erhalten.)
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Satz 7.1 FEine Funktion F ¢ C(Q) ist genau dann ein Integral des Systems y' = f(y),

wenn gilt
ZFJ(z)fJ(z) =0 fir alle zeQ,

wobei F; die partielle Ableiung von F nach der j-ten Variablen ist, f; die j-te

Komponente von f .

Beweis. =—: Sei F ein Integral, z € Q, y(-) eine Losung des
AWP v = fly), y(0) ==z im Intervall (—ao, ).
Dann existiert ein € > 0 mit
yit) e Q  fir te(—¢e).

Da F ein Integral ist und y die Gleichung 3’ = f(y) lost, gilt

Fir ¢t =0 folgt hieraus die Behauptung.

m
<=: Firalle z € Q gelte ) Fj(z)fj(z) = 0. Ist y eine Losung der Gleichung
j=1

y' = f(y) mit Werten in Q, so gilt fir alle ¢ (fiir die y(¢) definiert ist)

d.h. F(y(-)) ist konstant, F' ein Integral. O
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Wir wollen nun diese Uberlegungen auf das Volterra-Lotka—System (das offenbar autonom

ist) anwenden. Wir haben in diesem Fall

¥ = fily,z) == (az = D)y,
Q={(y,2) € R? y >0,2>0}.

7 = faly,2) = (c—dy)z,

(Da die Félle y =0 und z = 0 bereits erledigt sind, kénnen wir in  die Punkte mit
y =0 oder z=0 ausschlieBen.) Auf Grund des eben bewiesenen Satzes ist F' genau dann

ein Integral, wenn gilt
0 0
_F(yaz) (az_b)y + _F(yaz) (c—dy)z = 0.

oy 0z

Wegen y #£ 0, z # 0 ist dies dquivalent zu

Diese Gleichung gilt genau dann, wenn gilt

0 c
8_yF(y’Z) - C<§ - d) ’ mit einem C € 1R.

b
Da die Rotation des Vektorfeldes (y,z) — C (E —d, —a+ —) offenbar verschwindet, besitzt
Yy z

es ein Potential; dieses ist dann ein Integral F' des Differentialgleichungssystems, z. B.

(v,2)
F(y,z) = 07 <§—d)dy+ (—a—i-g)dz

(1,1)

= C’{clny —dy—az —|—blnz} .

Da es im folgenden darum geht, Niveaulinien von F zu untersuchen, spielt natiirlich der

Faktor C keine Rolle; wir lassen ihn deshalb weg.
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Da die Losungskurven {(y(t), z(t)) 1 t e ]R} in den Niveaulinien von F' enthalten

sind, ist es niitzlich, zunéchst F genauer zu untersuchen.

Es gilt
. . C
P c >0 firy<y =7
%F(yaz) = Q_d =0 firy=y*,
<0 firy>y*,
" « b
b >0 firz<z :a,
aF(y,z) = L 7%y =0 fiirz=2",

<0 firz>2*.

Hieraus folgt

b
— F hat ein Maximum bei (y*, z*) = (2, —) ,
a
— fiir jedes y >0 hat F(y,:) bei z* ein Maximum und strebt gegen —oo fiir z—0

und fiir z— 00,

— fiir jedes z >0 hat F(-,z) bei y* ein Maximum und strebt gegen —oo fiir y —0

und fiir y — 00.

Die Niveaulinien von F'(-,-) sehen also so aus, wie es im folgenden Bild gezeigt wird: Werte
A > F(y*,2*) werden von F nicht angenommen. Fir A\ = F(y* 2*) ist (y*,2*) der
einzige Punkt, in dem F den Wert A\ annimmt; das entspricht der konstanten Lésung

y(t) = y*, 2(t) = z*. Fiir jedes A < F(y*, z*) sei

Ay = {(y,z) €Q: F(y,z2) :)\};

Ay ist eine kompakte Teilmenge von £, eine einfach geschlossene Kurve (vgl. Bild).

Fiir jeden Anfangswert (yo,z0) € © sei Ao := F(yo,%0). Die Losung mit diesem
Anfangswert bleibt fiir alle ¢, fiir die sie definiert ist, in A, . Sie wird also nicht unbeschrénkt

und ist deshalb fiir alle ¢ € IR definiert.

Fir (yo,20) # (y*,2%) ist Ao = F(yo,20) < F(y*,2z*) und somit A), eine glatte
geschlossene Kurve (Satz tiber implizite Funktionen). Die Funktion (y(t),2(t)) durchlduft

Punkte dieser Kurve. Wegen der Eindeutigkeit der Losung des Anfangswertproblems dieses
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y>0,2>0 y >0, 2 <0

y <0, 2/ <0

Yy <0,2' >0

*

Y

Losungsschar des Volterra—Lotka—Systems

(autonomen) Systems kann der Umlaufsinn nicht gedindert werden. Unklar ist aber zunéchst
trotzdem noch, ob die ganze Kurve durchlaufen wird (gegebenenfalls sogar mehrfach). Da
der Umlaufsinn sich nicht &ndern kann, gilt aber auf jeden Fall fiir jeden Anfangswert (yo, 20)

entweder

(a) es gibt ein kleinstes ¢; > 0 mit (y(t1), 2(t1)) = (o, 20) , oder

B)  (y(t), 2(t)) — (Yoo, 200) € Ay, fiir t —>00.

Um zu entscheiden, welcher Fall wirklich auftritt, beweisen wir zunéichst noch ein abstraktes

Resultat iiber autonome Systeme.

Satz 7.2 Ist y eine fiir alle t >0 definierte Losung des autonomen Systems y' = f(y)
mit y(t) — Yoo flir t—>00, s0 gilt f(Yyoo) =0.

Beweis. Wir nehmen an, dafl f(y) # 0 gilt. Dann existiert ein j € {1,...,m} mit
fi(yoo) # 0, und somit existieren € >0 und ¢ >0 mit

Ifi(y)|>6  fir |y—yeol <e.
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Wegen y(t) — yoo fiir ¢ —> 00 existiert also ein 9 € R mit |y(t) — yoo| < & fiir ¢t > to,

und somit
Ifiy(t)] > 6  fir t>tg.

Mit Hilfe des Mittelwertsatzes erhalten wir daraus fiir alle ¢t >ty und s >0

2 2 |y(t+s) - y()] = s

y} (t+ 193)‘

= s‘fj(y(t + 193))‘ > s0.
Fiir hinreichend grofle s ist dies ein Widerspruch. a
Korollar 7.3 In der obigen Alternative fiir das Volterra—Lotka-System tritt nur der Fall

(a) ein, d.h. das Volterra—Lotka—System hat fiir Anfangswerte (yo,z0) € Q\(y*, z*) nur

periodische Lisungen (die Periode ist durch das t; aus («) gegeben).

Beweis.  Wegen

(A2, £0.2) = ((az=bly, (- dy)=)
7 (0,0)  fir (y,2) € N\(Y" 2",

kann auf Grund des eben bewiesenen Satzes der Fall () nicht auftreten. Da zum Zeitpunkt
t =t; wieder der gleiche Wert angenommen wird wie zum Zeitpunkt ¢ = 0, ist klar, daf

der ProzeB periodisch weiterlduft (Autonomie des Systems). O
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8 Der Existenzsatz von Peano

In Abschnitt 3 haben wir gesehen, da8 fiir ein Differentialgleichungssystem vy’ = f(z,y), in
dem f eine lokale Lipschitzbedingung beziiglich y erfiillt, jedes Anfangswertproblem in
einer Umgebung des Anfangspunktes eindeutig losbar ist. Hier beweisen wir nun, daf} fiir ein
solches System mit lediglich stetigem f jedes Anfangswertproblem in einer Umgebung des
Anfangspunktes 16sbar ist; wie wir schon an Beispielen gesehen haben (vgl. Beispiele 7?7 und
??7 ), kann unter diesen Umsténden die Eindeutigkeit nicht garantiert werden. Der folgende

Abschnitt dient der Vorbereitung.

8.1 Der Satz von Arzela—Ascoli

Der Satz von Arzela—Ascoli, den wir hier beweisen wollen, dient uns als Hilfsmittel beim
Beweis des Existenzsatzes von Peano. Er ist dariiberhinaus einer der grundlegenden Sitze
der Analysis. In der Funktionalanalysis ist er die Basis zahlreicher Kompaktheitskriterien in
Funktionsrdumen (auch die Grundlage des folgenden Beweises des Satzes von Peano ist in

Wirklichkeit ein Kompaktheitsargument).

Sei Q@ CR™ (oder C™), M C C(f2). Die Funktionen f & M (bzw. die Menge M)
heiflen gleichgradig stetig, wenn gilt

Ve>0 30 = d(¢) >0 so,daB Vz,2’ € Q mit |z —2'| <o
und Vfe M gilt |f(z)— f(2)] <e.

(Insbesondere ist dann jedes einzelne f € M gleichméBig stetig.) Wir sagen M st
beschrinkt, wenn ein C' > 0 existiert mit |f(z)| < C fiiralle z € Q und fe M.

Satz 8.1 (Satz von Arzela—Ascoli) Sei Q@ C R™ (oder C™ ) kompakt, (f,) eine
Folge aus C(Q) so, daf M = {f, : n € N} gleichgradig stetig und beschrinkt ist. Dann
gibt es eine Teilfolge von (f,), die gleichmaf$ig konvergiert.

Beweis. Sei {z; :i € IN} eine abzihlbare Menge in Q, die in Q dicht ist (d.h. zu
jedem z € Q und jedem e > 0 gibt es ein i = i(x,e) mit |z — z;| < £). Der Beweis

besteht aus zwei Schritten:

(i) Es gibt eine Teilfolge (gx) von (f,) so, daB fiir jedes i € IN die Folge (gi(zi))ren

konvergent ist.
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Zum Beweis verwenden wir das Diagonalfolgenverfahren: Die Folge (f,(z1)) istin C
beschrénkt. Es gibt also eine Teilfolge (fi1,) von (fy), fir die (fin(z1)) konvergiert.
Die Folge (fin(x2)) ist wieder beschrankt in C. Es gibt also eine Teilfolge (f2,) von
(fin), fur die (fon(z2)) konvergiert, usw. So erhélt man sukzessive Teilfolgen (fxn)neN,
fiir die (fin(2k))nenw konvergiert, wobei (frt1n)nenw jeweils eine Teilfolge von (fin)nen

ist. Natiirlich ist (fn(2i))nenw konvergent fiir alle 7 < k.

Die Diagonalfolge (gi) = (fr) ist fiir jedes ¢ € IN bis auf endlich viele Anfangsglieder
eine Teilfolge von (fon)new, d-h.  (gr(zi))kenw ist fiir jedes ¢ konvergent. Damit ist (i)

bewiesen.
(ii) Diein (i) konstruierte Teilfolge (gx) ist gleichméBig konvergent.
Hierzu ist zu beweisen:

Ve >0 3IN €N so,da Vk,£> N und Vo e Q gilt |gr(z) — ge(z)] < €.

Zu vorgegebenen & >0 sei § = §(¢/3) geméfB der Definition der gleichgradigen Stetigkeit
gewéhlt. Die kompakte Menge €2 148t sich durch endlich viele Kugeln K, (p =1,..., No)
mit Durchmesser < § {iberdecken. Fiir jedes p € {1,...,No} gibt esein i, mit z;, € K.
Da die Folgen (gi(7s,))ken fiir alle p = 1,..., Ny konvergieren, gibt es ein N € IN so,
daf gilt

Vk,£> N und Vp e {l,...,No} gilt |gr(xi,) — ge(zs,)| < %

Ist = € Q beliebig, so gibt es ein p =p(z) € {1,..., No} mit z € K,,; also gilt (auf Grund
der oben getroffenen Wahl von ¢) fir k,¢> N

IN

lgk(z) — ge(z)] gr(x) — gr(zs,)| + ‘gk(xip) —ge(zi,)| + ‘ge(xip) — ge(x)

IN

+ <+

w| ™
Wl m
Wl m

Das ist die gleichméfige Konvergenz der Folge (g) . a
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8.2 Der Existenzsatz von Peano

Satz 8.2 (Existenzsatz von Peano) Sei G C R x C™ offen, f:G—C™ stetig,

(zo,y0) € G. Dann ezistiert ein o> 0 so, daf$ das Anfangswertproblem

AWP o = f(z,y), y(z0) = Yo

in J = [ro—a, xo+ ] losbar ist. Eine Abschitzung fir die Grifie von « ergibt sich aus
dem Beweis. (Uber die Eindeutigkeit kann im allgemeinen nichts gesagt werden; das zeigt

z. B. das friiher behandelte AWP o' = |y|"/? mit y(xzq) =0).
Beweis. Wir wihlen ein ,,Rechteck* R in G CR x C™,

R = {(x,y)E]RXCm e — ol < a1, |y — Yol Sag} Cc @G,
und setzen f auf den ,Streifen®

S = {(x,y) ERXxC™: |z —x| < 041}
stetig und beschriankt fort, z. B. durch

. f(z,y) fir (z,y) € R,
|

f(xayO + a26) fiir (-CC,Z/) - ($,y0 + C@) mit (xayﬂ) € Rund ¢ > az,

wobei e ein beliebiger Einheitsvektor in €™ ist; d.h. f(z,-) ist auBerhalb |y — yo| < co

konstant auf Strahlen die von yy ausgehen. Offenbar ist

f stetig, und es gilt: |f(z,y)] < C = max{\f(x,y)\ D (zyy) € R} fiir alle
(z,y) € 5.

Fiir jedes 8 > 0 definieren wir yg: (—o0,zg + a1] — C™ durch

Yo fir z < xo,

T) = ra
ys(2) wo+ [ Ft,yslt—B))dt fitr mg < < 2o+ a1 .
Zo
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Diese Funktion ist tatsdchlich induktiv wohldefiniert, denn: um yg auf (zo,z0+ 5] zu
berechnen, werden nur die Werte von yg fiir ¢t < xg bendtigt; diese sind vorgegeben. Um
yg auf (xo+kB,zo+ (k+1)5] zu berechnen, werden nur die Werte von yg fiir ¢t < zo+kf3

benétigt; diese sind im vorherigen Schritt berechnet worden.

Die Funktionenmenge {ys: 3 > 0} ist beschrankt,
lys(z)| < lyol + arC,
und gleichgradig stetig, denn es gilt

lys()] <O, also ys(z) —yp(a')| < Clo — 2,

d.h. in der Definition der gleichgradigen Stetigkeit kann d(e) := % gewéhlt werden. Nach

dem Satz von Arzela—Ascoli enthilt also die Folge (y1/,) (als Funktionen auf [zo,zo + 1] )
eine gleichméBig konvergente Teilfolge (ys,), d.h. es existiert eine stetige Funktion

Y [xo, 20+ 1] — € mit
yg, (z) — y(x) gleichméBig fir n—o0.

Wegen

[ys. (2 = ) — ()|

IN

[y, (2 = Ba) = s, (@) + |5, (2) = y(@)

IN

BuC + |y, (@) — y(@)

gilt dann auch
Yg, (T — Bn) — y() gleichmiBig auf [zg, o + a1] .
In der Definition von yg, ,

Yo fir < o,

ynx = Y .
. (@) y0+ff(t,ygn(t—ﬁn))dt fiir zg < & < 29+ 1
Zo
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kann also der Grenziibergang n — oo ausgefiihrt werden:
X
vo) =t [fy®)d g om<o<mtan,
o

d.h. y ist Losung des
AWP Y = f(z,y), ylxo) =yo im Intervall [zg,zo+ ov].

Fir |z — a0 <a := min{al, %} gilt

[y@) —wol < {ff(t,yu))dt{ < Clo—ao| < Ca < as,

Zo

d.h. es gilt

A~

flz,y(z)) = f(z,y(z)) fir |z—xzo <.

Somit 16st y das vorgegebene Anfangswertproblem in [zg, 2o + «|. Entsprechend findet

man ein Stiick der Losung links von zq. O

Bemerkung 8.3 Fiir das frither behandelte Anfangswertproblem
AWP ¢ = [y|'?, y(zo) = 0,

das bekanntlich nicht eindeutig losbar ist, liefert das Verfahren des obigen Beweises offenbar
yg(z) =0 fiir alle > x9, 3>0,

und somit die Losung y(z) = 0.

Bemerkung 8.4 Man konnte auch versucht sein, zur Konstruktion einer Losung im Fall
des Satzes von Peano wieder die Picard’sche Iteration zu verwenden. Tatséchlich erhielte

man (zumindest in einem kleinen Intervall) eine beschrinkte und gleichgradig stetige Folge

(yn) , die also eine gleichméBig konvergente Teilfolge (yn,) enthilt. Aber in

Y 11(2) = 90 + / £t Y ()

Zo

kann man nicht zur Grenze iibergehen.
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8.3 Ubungsaufgaben

81 Sei @ C R™, f, : 2— C eine Folge von Funktionen, deren Einschréinkungen auf
jede kompakte Teilmenge von () gleichgradig stetig sind. Dann existiert eine Teilfolge
von (fy), die auf jeder kompakten Teilmenge von Q gleichméfig konvergiert.

Anleitung: Diagonalfolgenverfahren.
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Teil 11

Funktionentheorie

9 Komplexe Zahlen, einfache komplexe Funktionen

9.1 Komplexe Zahlen

Wir erinnern zunéchst an die Einfithrung der komplexen Zahlen im Rahmen der ,, Analysis

I“. Die komplexen Zahlen wurden definiert als die Menge der Paare reeller Zahlen (z,y) €

R x R =1R? versehen mit den Operationen

Addition: (1,91) + (z2,92) = (21 + T2, Y1 +42),

Multiplikation: (x1,y1) (z2,y2) = (122 — Y1Y2, T1Y2 + T2Y1) -

Die Addition ist also gerade die Vektoraddition in IR?; die Multiplikation ist dagegen eine

neue Operation in R2.

Es ist leicht zu zeigen (nur an wenigen Stellen ist etwas Rechnung nétig), da C mit
diesen Operationen ein Korper ist:

I (C, +) ist eine abelsche Gruppe:

(1) Es gilt das Assoziativgesetz:

(@rm) + (e2,0) + (@5,95) = (@100 + ((2.90) + (23,))

(2) es gibt ein eindeutig bestimmtes Nullelement (Neutrales Element beziiglich der

Addition) 0= (0,0):

(.CC, y) + (0’ 0) = (.CC, y) )

3) zu jedem (x,y) € C gibt es ein eindeutig bestimmtes negatives Element
J

(inverses Element beziiglich der Addition) —(z,y) = (—z, —y):

(z,9) + (=2, —y) = (0,0) = 0,
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(4) es gilt das Kommutativgesetz:
(z1,91) + (w2,92) = (22, 92) + (z1,51) -
II Es gelten die folgenden Gesetze der Multplikation:

(1) das Assoziativgesetz

(@1 90)(@290)) (@3,8) = (21,00 (@2, 92) (@3,3))

(2) es gibt ein eindeutig bestimmtes Einselement (neutrales Element beziiglich der

Multiplikation) 1= (1,0):

(.CC, y) (1’ 0) = (.CC, y) )

(3) zu jedem (z,y) # 0 gibt es ein eindeutig bestimmtes inverses Element

(beziiglich der Multiplikation) (z,y)~! = <x2 f—yQ - ij_yz) :

(@9) (o~ ) = (1,0) = 1,

T2 + y2 ) T2 + y2
(4) es gilt das Kommutativgesetz:
(@1, 91) (22, 82) = (22,92) (21, 41) -

IIT Es gilt das Distributivgesetz:

(z1,91) ((xz,yz) +(x3,y3)) = (z1,91) (%2, 92) + (21, 91) (23, y3) -

Betrachtet man nur Elemente der Form (z,0), so erkennt man, daf die beschriebenen
Operationen nicht aus dieser Menge herausfithren und die Operationen genau denen in R

entsprechen:

(.CC,O) + (y,O) = (.CC—i—y,O), ('7"’0) (y,O) = (acy,O) :

Wir kénnen also IR als Unterkorper von C auffassen, indem wir z € IR identifizieren

mit (z,0) € C.

Mit dieser Konstruktion wurde insbesondere erreicht, da8 —1 eine (sogar zwei) Qua-

dratwurzeln hat, denn es gilt

(0,£1)? = (=1,0) = —1.
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Entsprechend hat jede negative Zahl a die zwei Quadratwurzeln (0,++/—a), wobei fiir

b>0 mit Vb die positive Quadratwurzel gemeint ist.

Es ist iiblich, = + iy fir (z,y) zu schreiben. Mit solchen Ausdriicken kann wie mit
2

reellen Zahlen gerechnet werden, wenn man beachtet, da i? = (0,1)2 = (-1,0) = —1
gilt.
Fir z =2z +dy wird definiert:

— Realteil von z: Re z := z,

— Imaginérteil von z: Im z:=y (nicht iy),

— die zu 2z konjugiert komplexe Zahl:

Zi=x—1y (=Rez—ilm z).

Die konjugiert komplexe Zahl z wird gelegentlich auch mit z* bezeichnet. In der Darstellung

von € als R? erhilt man Z durch Spiegelung an der z-Achse (reelle Achse). Offenbar
gilt

1
(z4%), Imz=-Imz=—(2—2).

1
ReZ=Rez = =
2 21

Der Betrag |z| einer komplexen Zahl z = x4y ist definiert als die euklidische Lange

des entsprechenden Vektors in IR?:
ol = ot igl? = (024922 = ()"

(fiir reelle Zahlen ist dies der aus ,, Analysis I bekannte Betrag). Es gilt insbesondere

|2l =0<=2 =0,
|z122] = [21] |22/,
|21 4+ 22| < |z1] + |22] (Dreiecksungleichung) ,
|l = l22] | < Jex = 2],
Z

2t = (22)7 1z = FE fir z#0 (vgl. oben II(3)).

I
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Mit Hilfe des Betrages wird in C eine Konvergenz erklirt: Eine Folge (z,) = (z,, +iyn)
aus C konvergiert gegen ein z =z + iy € C, 2z, — z, wenn gilt |z — z,| — 0. Dies
ist genau dann der Fall, wenn =z, — 2 und y,—y gilt. Die Folge (z,) heifit eine

Cauchy—Folge , wenn gilt
Ve>0 dnpeIN Vn,m > ng Zn — Zm| < €.

Dies gilt offenbar ganau dann, wenn (z,) und (y,) Cauchy—Folgen in R sind. Wie fiir

R? zeigt man, da C vollstindig ist, d. h. daB jede Cauchy-Folge konvergiert. Wie in R
zeigt man: Aus z, —z und w, —w folgt fiir alle a,b € C

azp + bw, — az + bw, ZpWy, — 2W,

Zn z .
—_—— — fall 0 gilt).
o W (falls w # 0 gilt)

Die Konvergenz und die absolute Konvergenz einer Reihe ) 7z, wird wiein R
definiert; insbesondere folgt wieder aus der absoluten Konvergenz die Konvergenz.
Zn
Wiein R zeigt man (mit Hilfe des Quotientenkriteriums), daf§ die Reihe » 7 — fiir
n!

alle z € C konvergiert. Man kann also die (komplexe) Exponentialfunktion definieren

durch

& n
exp: C—C, exp(z)=c¢" ::Zz— fir alle ze€C.
n!

n=0
Dies ist offenbar eine Fortsetzung der (reellen) Exponentialfunktion auf ganz C; sie erfiillt

weiterhin die Funktionalgleichung

exp(z1 + 22) = exp(z1) exp(22) .



9.1 Komplexe Zahlen 103

Auflerdem gilt (vgl. , Analysis I*)

exp(z) = exp(z) fir alle z € C,
|exp(iy)| = 1 fir alle yeR,
exp(z) = €*(cosy + isiny) firalle z=x+1iyeC,

cosy = ReeW = — (e +e W),

DN | —

W oW
(e —e ).

A 1
siny = Im e%¥ = %
1

Da e® die Zahl vom Betrag 1 ist, die auf der Einheitskreislinie mit der positiven reellen
Achse den Winkel (im Bogenmaf) y mod 27 bildet, 148t sich jede von Null verschiedene

komplexe Zahl in Polarkoordinaten schreiben in der Form
z = |z| ",

wobei ¢ als Argument von z (kurz: argz) bezeichnet wird; arg(z) ist natiirlich nur

bis auf Vielfache von 27 eindeutig bestimmt. Fiir z; = |21] €1, 29 = |22] €2 gilt

212y = |z129] €19

d. h. bei der Multiplikation komplexer Zahlen werden die Betrige miteinander multipliziert,

die Argumente werden addiert. Hieraus folgt nun sehr einfach:

Jede von 0 verschiedene komplexe Zahl w = |w|e’? hat genau n verschiedene

n—te Wurzeln

1(g0+2k7r)} (k=0,....,n—1).

zj = {/|w| exp{ig
Diese Aussage besagt, dal das Polynom p(z) = 2" —w fiir jedes w € C\{0} genau n
verschiedene Nullstellen hat; fiir w = 0 hat dieses p nur die einzige Nullstelle 0, allerdings
mit Vielfachheit n. Spéter werden wir zeigen: Jedes Polynom vom Grad n mit komplexen

Koeffizienten hat genau n Nullstellen, wenn diese mit Vielfachheit gezahlt werden.

AbschlieBlend seien noch die Abbildungseigenschaften der Exponentialfunktion beschrie-

ben, wie sie sich aus obigen Uberlegungen ergeben:
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— exp ist periodisch mit Periode 27¢, d.h. man kennt exp vollstindig, wenn man es

auf dem Streifen S = {z =z4+iy:r€eR,—n17<y< 77} kennt.

— Die Strecke M, = {z =zx4iy: —n7<y< 77} geht {iber in die Kreislinie um 0 mit

Radius e”*; lduft y von —7m nach w, so wird diese von der reellen Zahl —e® aus

in positiver Richtung genau einmal durchlaufen.

— Die Gerade N, = {z =xr4iy:x € ]R} wird abgebildet auf den von 0 ausgehenden

Halbstrahl mit Richtung e .

— Die Abbildung exp : S — C\{0} ist bijektiv. Die Umkehrabbildung wird als (Haupt-

wert des) Logarithmus bezeichnet:

In: C\{0} —C, Inz = In|z|+iarg(z).

9.2 Gebrochen lineare Funktionen, M6biustransformationen

Ziel dieses Abschnittes ist es, Abbildungen der Form

az+b

- i det (©7) #0
1) = cz+d rm ¢ (c d) 7

) = 0, so ist f offenbar konstant, also nicht weiter
c

a
genau zu studieren (ist det (

interessant). Dazu sind i. wes. zwei Typen von Funktionen zu untersuchen:

f(z2) =az+b (mit a#0) und f(z) = %

Beispiel 9.1 Affine Funktion f(z) =az+b mit a € C\{0}. Diese Funktion hat die
folgende Wirkung;:

(i) Drehung um ¢ = arg(a) in positive Richtung (d.h. in negativer Richtung, falls
arg(a) < 0 ist),

(ii) Streckung mit dem Faktor |a| (wobei wir auch im Falle eines Faktors a mit |a| <1,

wenn es sich eigentlich um eine Stauchung handelt, von einer Streckung reden),
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(iii) Translation um b.

Diese Funktion ist (wegen a # 0) invertierbar und die Inverse

ist selbst wieder affin.

Es ist leicht zu sehen, daf} eine affine Funktion Geraden in C auf Geraden abbildet
und Kreise auf Kreise. Nur zur zweiten Aussage sei der Beweis angedeutet: Der Kreis um

zo = xo + tyo mit Radius r > 0 kann dargestellt werden in der Form
K(zp,7) = {z €eC: |z—2z| = r}.

Er geht unter f iiber in

f(K(z0,7)) = {w =az+b:2€C,|z— 2| = r}

- foee:|fu-B-af =)

= {w eC: ‘w— (b—i—azo)‘ = \a\r}
das ist der Kreis um b+ azp mit Radius |a|r. #

o . 1
Beispiel 9.2 f: C\{0} — C\{0}, f(2) = e Diese Abbildung ist offensichtlich bijek-

tiv, aber leider nicht auf ganz C definiert und der Wertebereich ist ebenfalls nicht ganz C.

Es liegt deshalb nahe, € durch einen weiteren Punkt oo = , Unendlich® zu erweitern,

C = CU{0} erweiterte Zahlenebene,
und f fortzusetzen durch

) ) ) 1/z  fir z € C\{0},
f:C—C, f(2) =1 fir z =0,

0 fiir z = 00.
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= 1 1
Offensichtlich ist f bijektiv. Wir schreiben im folgenden hiufig einfach 0 und —.
00

Bei der stereographischen Projektion wird die erweiterte Zahlenebene bijektiv auf
die Riemannsche Zahlenkugel abgebildet. Dazu denkt man sich um den Nullpunkt der
komplexen Ebene eine Sphire mit Radius 1 gelegt. Verbindet man einen Punkt 2z € C
mit dem Nordpol N der Sphire, so ist der Schnittpunkt dieser Geraden mit der Sphére die
Projektion P(z) auf die Sphére. Jeder Punkt der Sphire auler dem Nordpol ist Projektion

eines Punktes z € C. Den Nordpol N ordnet man dem Punkt oo € C zu. Man hat
damit eine bijektive Abbildung von € auf diese Sphire, die als Riemannsche Zahlenkugel

bezeichnet wird.

Z1 0 29 C

P(z1)

Stereographische Projektion

Die stereographische Projektion und ihre Umkehrung sind gegeben durch

(J2|>+ 1)~ (2 Re z, 2Im z, |2|? - 1) fir 2 € C,
N =(0,0,1) fir z = 00,
(1—&)7 Y& +i&) firz#N,

00 firz=N.

Offensichtlich entsprechen Umgebungen eines Punktes z € C auch Umgebungen von P(z)
auf der Sphiare. Umgebungen von N auf der Sphire entsprechen den Auflenbereichen von
beschriinkten Mengen in C , die man deshalb als Umgebungen von oo in € betrachtet. In
diesem Sinne ist € #quivalent zur Zahlenkugel, und stetige Funktionen auf der Zahlenkugel

entsprechen stetigen Funktionen auf C, fiir die | l|im f(z) =t f(oo) existiert (die man als
Z|—00
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stetige Funktionen auf € bezeichnet). Man kann zeigen: Kreise auf der Zahlenkugel, diese

werden beschrieben durch
K(a,p):{xelR?’:(a,ac):p, || :1}, a € R3, la] =1, —-1<p<1,

entsprechen bei der stereographischen Projektion den Kreisen und Geraden in C. Deshalb
bezeichnen wir im folgenden die Kreise und Geradenin C zusammenfassend als ,, Kreise“
in C (man kann die Geraden als Kreise durch oo auffassen; ihre Bilder auf der Zahlenkugel
sind die Kreise durch N).

Satz 9.3 Die oben definierte Funktion

1/z fir z € C\{0},
f:C—0C, f(z) = ¢ o0 firz=0,

0 fiir z =00
bildet Kreise® auf ,Kreise“ ab. Genauer:

— Geraden durch Null gehen tber in Geraden durch Null,
— Geraden, die nicht durch Null gehen, gehen tber in Kreise durch Null
— Kreise durch Null gehen tber in Geraden, die nicht durch Null gehen,

— Kreise die nicht durch Null gehen, gehen tiber in Kreise, die nicht durch Null gehen.

Beweis. Wir zeigen zunichst: ,,Kreise* sind genau die durch

2 2
M = {z:ac—i—iy: a(ac2+y2)+ﬁx+’yy+5:0} mit %—i—’yz—a5>0

beschriebenen Mengen (Kreise fiir a # 0, Geraden fir o =0).

Fir a« =0 und (83,7) # (0,0) ist die Bedingung (3?/4 +~2/4 —ad > 0 stets erfiillt

und man erhilt auf diese Weise alle Geraden.

Fir a # 0 formen wir um:

M = {z:eriy: <x+ﬁ)2+<y+ 7)2 _ 7 +7—2—é}.

2a 2a) 402 402«
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—%, —%) mit Radius 3?/4a2 +~%/4a® — §/a;

dieser Radius ist wegen « # 0 genau dann positiv, wenn die Bedingung (3%/4+~2/4—ad > 0

Dies sind die Kreise um 2y = (2, y0) = (

erfiillt ist. Man erhilt auf diese Weise alle Kreise in C.

Nun kénen wir f(M) berechnen (die kritischen Punkte 0 und oo koénnen wir hierbei

aufler Betracht lassen)

F(M) = {weC: %EM}

{w +i W v T, P I A 0}
= —u+iv: a =
(2 +v2)2 " (a2 + 02)2 W+ 02 7u2+v2

= {w*u—i-iv'a ! +06 v - v —i—(S*O}
N N C w2 402 u? + v2 7u2—|—v2 N

= {w:u—i—iv: S(u + v} + fu—yv+a = 0}.

Abgesehen davon, dafl die Rollen von « und ¢ vertauscht sind, und v durch —v ersetzt
wurde, hat damit f(M) die gleiche Gestalt wie M . Da aulerdem die Bedingung

B2 AP
1 1 504—4+4—a5>0

erfiillt ist, ist f(M) wieder ein , Kreis“.

Es bleiben die speziellen Abbildungseigenschaften zu beweisen.

a#0: M istalsoin jedem Fall ein (echter) Kreis.

d #0: M geht nicht durch 0; f(M) ist Kreis, der nicht durch 0 geht (hat M den
Mittelpunkt 0, so gilt dies auch fir f(M) [B=v=0]).

d=0: M geht durch 0; f(M) ist Gerade, die nicht durch 0 geht.
a=0: M istalsoin jedem Fall eine Gerade.

d #0: M geht nicht durch 0; f(M) ist Kreis, der durch 0 geht.

d=0: M geht durch 0; f(M) ist ebenfalls Gerade durch 0. O #
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Wir sind nun in der Lage, den allgemeinen Fall einer gebrochen linearen Funktion (Mé-

biustransformation)

az+b . a b
f(z)_cz—i—d mit det(c d);«éO

zu untersuchen.

Ist ¢ =0, so ist wegen der Determinantenbedingung notwendig a # 0 und d # 0 d.h.

ist affin.

d
Ist ¢#0, so gilt (fiir z# —— und z # )
c

g(cz—i—d)—i—b—gd
c c

az—+b
1) = cz+d B cz+d
1 bc—ad
R o

mit

fi(z) = cz+d (affin) ,

fQ(Z) - %a

fas) = D (athn).

3} d )
Fir Z:_E bzw. z = oo: erhilt man
d d
f(—z) = f30f20f1(—z) = f30 f2(0) = f3(c0) = oo,

f(00) = fsofaofi(oo) = fz0 fa(oo) = f3(0) =

ole

Diese Werte erhilt man auch als Grenzwerte

lim f(z) bazw. zliglof(z)

z——d/c

Wir haben damit gezeigt:
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b
¢ d) mit det A # 0 st die gebrochen lineare

Satz 9.4 Fiir jede Matriz A = (
c

Abbildung (Mobiustransformation)

fa(z) = ZZ_—:__Z fiir ze@\{—g}, f<_z) =00, F(o0) = :

eine bijektive Abbildung von C auf sich, die Kreise“ auf ,Kreise“ abbildet.

b
Satz 9.5 Fiir zwei Matrizen A = (a d) , B = (a ?) mit det A #= 0 wund
c Y

det B #0 gilt
faB = fao [B.
Speziell gilt fr=1d, fa-r = (fa)7'.

B _cﬂ—i—dé

. o d
Beweis. Fiir 2 # —— und 2z # f]§1< - —) = gilt
0% c ca+dvy

aaz+ﬁ+b
 yz+4 _ (aa+by)z+ (af+b6)
faefslz) = az+B . (catdy)z+(cf+dd) Jan(2).

072—1—5

Weiter gilt fiir die Ausnahmepunkte

fao (=) = fale) =T = fan(~ 7).

ot (53(= ) = aa(=8) =g (212
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9.3 Ubungsaufgaben

9.1 a) Man zeige: Jede von der identischen Abbildung verschiedene Mébiustransforma-
tion f:C — C hat einen oder zwei Fixpunkte in C.
b) Man gebe Beispiele an mit
i) nur einem Fixpunkt: 23 =o0; 21 =0; 2z € C\{0},
ii) zwei Fixpunkten: z; =0, z0 =00; 21 €C, 20 =00; 21,22 € C.
9.2 a) Fir je drei verschiedene Punkte zi, 29,23 und wi,ws, w3 € C existiert genau

eine Mobiustransformation f mit f(z;) =w; fir i =1,2,3.

Anleitung: Man betrachte zunéchst den Fall mit z;,w; € C, 21 = w1 = 0.

b) Man bestimme die Mébiustransformation, die —i,0,7 in —i,4,1 iiberfiihrt.

9.3 Man konstruiere eine Mobiustransformation, die das Innere des Einheitskreises auf die

Halbebene {z € C: Im z > Re z+ 2} und den Punkt z = —i auf oo abbildet.

9.4 Man zeige

a) Die stereographische Projektion P : C — S? und ihre Inverse sind gegeben durch

1
(51552553) = W <2Re Z, 2Im z, ‘2‘2 _ 1)’

RS
z = T

b) Die Kreise auf S? sind gegeben durch
K(a,p) = {z € R®: (a,2) =p, || = 1}

mit @ = (a,aza3) € R®, |a| =1, -1 < p < 1. Ein Kreis K(a, p) geht

genau dann durch N, wenn p= a3z gilt.

9.5 Kreise und Geraden in € entsprechen bei stereographischer Projektion den Kreisen

auf S2. Dabei entsprechen die Geraden den Kreisen durch N .
Anleitung: Man benutze Aufgabe ??7 und die Beschreibung von ,Kreisen“aus Ab-
schnitt 9.2.

9.6 Sei P:={p?*+¢®;p,qcNg}. Sind r,s <€ P,soist auch rsc P.
(Mit einiger Phantasie 148t sich vielleicht erraten, mit welchen Zahlen p und ¢ die

Gleichung rs = p? + ¢*> gilt. Viel einfacher geht es aber, wenn man sich durch das

Rechnen mit komplexen Zahlen inspirieren l&it.)
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10 Holomorphe Funktionen

10.1 Stetigkeit und Grenzwerte

Eine Umgebung eines Punktes 2y € C ist eine Menge, die eine volle Kreisscheibe um zg
K(z0,0) = {z€C: |z— 2| < o} (0>0)

enthélt. Im folgenden nennen wir U eine Umgebung von oo, wenn U das Komplement

eines Kreises (einen ,Kreis um oo* ) enthilt,
~ 1

U D K(0,p) = {ze@: |z| > = bzw. z:oo}.
1Y

Ein z € € heifit Beriihrungspunkt einer Menge Q C €, wenn eine Folge (z,) aus C
existiert mit z, — z; dabei ist 2, — 0o gleichbedeutend mit |z,| — oco. Jeder Punkt
von ) ist natiirlich Beriihrungspunkt von 2. 2z ist genau dann Beriihrungspunkt, wenn
jede Umgebung von 2z mindestens einen Punkt von () enthéilt; ist ein Beriihrungspunkt
z nicht selbst in 2, so ist z Haufungspunkt von 2, d.h. es gibt eine Folge (z,) aus
Q, z, # z mit z,— 2. Eine Folge (z,) aus C konvergiert gegen z € C, wenn es zu
jedem & >0 ein ng gibt mit z, € K(z,e) fir alle n > ng; entsprechend konvergiert

(zn) gegen oo, wenn es zu jedem & >0 ein ny gibt mit z, € K(co,e) fir n > ng, d.h.

1 .
|zn| > = fiir n > ng, oder in anderen Worten |z,| — co.
€

Sei Qc C, f:Q—C, z Berithrungspunkt von Q. Man sagt, f hat den Grenzwert

w bei zp, wenn fiir jede Folge (z,) aus Q mit z, — 2z gilt

w = nli}rglof(zn) (f(zn) —w fir n—o0).

Dies ist dquivalent zu
Ve>0 30>0 Vze K(2,9) f(z) € K(w,e).
Deshalb schreibt man dafiir auch

w = lim f(2) oder  f(z)—w fir z— 2.
z2—20
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Sei QC C, f:Q—C. f heiBt stetig bei einem zy € Q, wenn gilt

lim f(z) = f(z0)-

zZ—20

f heiflt stetig, wenn es in jedem Punkt von {2 stetig ist.
Beispiel 10.1 Die oben betrachtete Funktion
1/z fir z € C\{0},
fiC—>C, f(Z): o0 fﬁrg:()’
0 fiir z =00
ist offenbar stetig auf ganz C. #

Beispiel 10.2 Jede gebrochen rationale Funktion

az+b

. a b
f(z):cz—i—d mit det(c d);«éO

(wobei stets stillschweigend vereinbart ist, f(—d/c) = oo, f(oc0) = a/c) ist ebenfalls auf

ganz C stetig. H

Beispiel 10.3 Jedes Polynom f(z) = > a;2/ vom Grad n € Ny (aj € C, a,, #0) ist
j=0

stetig auf C; dabei setzt man f(oo) = ag fir n =0 und f(oo) = oo fiir n > 0, denn

offensichtlich gilt f(z) —ap bzw. oo fir z— o00. #
Beispiel 10.4 Jede rationale Funktion f(z) = ]% mit Polynomen p(z) =377, a;z’
q(z

und ¢(z) =700, bjz7 ist zuniichst stetig auf Q, = {z € C: ¢(z) # 0}. Sie kann leicht auf
die Punkte mit ¢(z) =0 und p(z) # 0 stetig fortgesetzt werden, indem man sie dort = oo
setzt. Aber auch in den gemeinsamen Nullstellen von p und ¢ existiert der Grenzwert

(wenn man oo zuldfit). Fiir z = oo definiert man

00 falls n > m,
floo) =<0 falls n < m,

an/b, fallsn=m.

Damit ist dann f auf ganz C stetig. #
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Beispiel 10.5 Die Exponentialfunktion ist stetig auf C ; das erkennt man z.B. an
exp(z) = exp(z +iy) = e"(cosy + isiny),

da expp, cosg und sing stetig sind. Die Exponentialfunktion kann aber nicht stetig auf

C fortgesetzt werden, denn bereits der Grenzwert

lim exp(iy) = lim (cosy + isiny)
yeR yeER

existiert offenbar nicht (wir werden spéter sehen, dal exp bei oo eine ,,wesentliche Singu-
laritdt“ hat). #

Beispiel 10.6 Der Logarithmus (Hauptwert) ist die Umkehrfunktion von
exp: S — C\{0}

mit dem Streifen
S = {z:x—i—iy: z e R, —7T<y§7r}.

Er 148t sich explizit angeben durch
In: C\{0} —S§, Inz=In|z|+iarg(z),

wobei mit arg(z) der Hauptwert des Arguments gemeint ist, —7 < arg(z) < m. Offenbar ist
In auf (—o0,0) nicht stetig, denn fiir eine Folge (z,) mit Im z, <0 und z, — —r (r > 0)

gilt

Inz, —Inr—ir = (1117'—1—1'77) —2im = In(—r) — 2ir. #
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10.2 Komplexe Differenzierbarkeit

Sei Q C C offen, f:Q—C. f heifit in einem Punkt 29 €  (komplex) differenzier-

bar, wenn der Grenzwert

L ) = o)

Z—20 zZ— 20

existiert .

Dieser Grenzwert heifit die Ableitung von f im Punkt zy und wird mit f/(z9) be-
zeichnet. f heifit (komplex) differenzierbar, wenn es in jedem Punkt von Q (komplex)

differenzierbar ist, stetig differenzierbar, wenn f':Q — C stetig ist.

Fiir eine Funktion f:Q — C kann man auch die partiellen Ableitungen

1
w(20) = lim —(f(20 +h) — f(20)),
F(z0) h—>0h(f(0+ ) — f( 0)) (heR\{0})

fuleo) = lim = (f(0 +ih) — £ ()

h—0

definieren, falls diese Grenzwerte existieren. f heifit dann partiell differenzierbar in z;.

Satz 10.7 Sei QC C offen, f: Q—C, 20 € Q. Ist f in zy (komplex) differenzierbar,

soist f in zy partiell differenzierbar und es gilt

fo(20) = —ify(20) = f'(20)-

Schreibt man  f(z) = u(z) + iv(z) mit reell-wertigen Funktionen wu,v:Q— R (Real-
bzw. Imagindrteil von f ), so sind auch u wund v in zy partiell differenzierbar und

erfillen die Cauchy—Riemannschen Differentialgleichungen
uz(20) = vy(z0),  va(20) = —uy(20)-

Beweis. Mit z=2z+h (he€R\{0}) in der Definition der Ableitung von f folgt

£(z0) = lim - (FGo+0) = f(a0)) = fulzo).



10.2 Komplexe Differenzierbarkeit 117

Entsprechend folgt mit z = zgp+ih (h € R\ {0})

Fe0) = Jim = (Fo i) — F0)) =+ fy(z0).

h—01
Mit u(z) =Re f(z) und wv(z) =Im f(z) folgt daraus

uz(20) +ive(20) = (u+iv)e(20) = ful20) = f'(20) = %fy(zo)
= —i(u+iv)y(20) = —iuy(20) +vy(20) -

Vergleich von Real- und Imaginérteil liefert die Cauchy—Riemannschen Differentialgleichun-

gen im Punkt 2. a

Offensichtlich ist u, = v, und v, = —u, &quivalent zu f, = —if,. Fiir die Umkehrung
des obigen Satzes muB auch noch die Stetigkeit der partiellen Ableitungen vorausgesetzt

werden.

Satz 10.8 Sei QC C offen, f:Q—C stetig partiell differenzierbar mit

fz(2) = —ify(2) fiir alle z € Q)

(bzw. uz(z) =vy(2), vg(2) = —uy(z) firalle ze€ Q).

Dann ist f differenzierbarin Q und f':Q— C ist stetig. (Tatsdichlich zeigt der folgende
Beweis mehr: Ist f in zyg = xo+iyo total differenzierbar mit fi(z0) = —ify(20), so ist f

in zo komplex differenzierbar.)
Beweis. Da u und v stetig partiell differenzierbar sind, sind sie im Sinn der reellen
Analysis total differenzierbar. Es gilt also fiir zg, z €

u(z) —u(z0) = ua(z0) (& —20) +uy(20) (¥ — o) + ¢(20, 2) ,

v(z) —v(z0) = va(20) (& = z0) +vy(20) (¥ = o) + (20, 2),

1/2
wobei fiir ¢ und v gilt (man beachte |z—z| = (\36—360\2—1—\3/—3/0\2) = |(x,y)—(z0,v0)|)

fim P02 o Yz

Z2—20 ‘Z—Zo‘ - Z2—20 ‘Z—Zo‘ o
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Wegen v, = —u, und v, = u, folgt hieraus

(= 20) 7 (£(2) = F(z0)) = (2= 20) 7 (u(=) = ulz0) +ilv(2) = v(z0)])
= (2= 20) " {us(z0) (@ = 20) + uy(20) (v — 90) + 9(20, 2)
i v (20) (& = 30) + vy (20) (y = o) + (20, 2) | }
= (2= 20) N {us(z0) (@ = 20)  vi(0) (v = 30) + (0, 2)
i v (20) (@ = w0) + e (20) (y — o) + (20, 2)] }
= (2= 20) {uslz0) (@~ 20) +ily ~ 0))
iy (20) (2 = 20) +i(y = w0) ) +l20,2) + ¥(20,2) |

= (2—2)7 ! {(ux(zo) + ivx(z()))(z — 20) + (20, 2) + ¥ (20, z)}

¢(20,2) + Y (20, 2)

= ug(20) + ivz(20) + pp— p—

— ug(20) +ivz(20) = fao(z0) fir z— 2.

Die Stetigkeit von f’ folgt aus der Stetigkeit von wu, und v, . a

10.3 Holomorphe Funktionen

Sei Q@ C C offen; f:Q— C heit holomorph (auch analytisch oder regulir), wenn
f in jedem Punkt von Q (komplex) differenzierbar ist. — Man sagt auch, [ ist bei
2o holomorph, wenn f in einer Umgebung von 2y holomorph (komplex differenzierbar)
ist. — f heifit bei oo holomorph, wenn g¢(z) := f(1/z) mit einem geeigneten Wert
g(0) = f(oo) bei 0 holomorphist; z.B.ist f(z) =1/z (mit f(co) =0) bei co holomorph,

denn ¢g(z) =z ist bei 0 holomorph (das werden wir gleich explizit beweisen).

f ist offenbar genau dann bei zy (komplex) differenzierbar mit Ableitung f’(zp), wenn

gilt

fir z— 2,
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also (lineare Approximierbarkeit)

f(z) = f(20) + f'(20) (2 = 20) + 0(2) (2 = 20)

mit o(z) —0 fir z— 2. Die Holomorphie in € ist also dquivalent zur linearen

Approximierbarkeit in jedem 2z € €.

Sei weiterhin f holomorph bei zy, f'(z0) # 0. Wir betrachten eine (zumindest im

Punkt zp) regulire Kurve I' durch z:
v i la, b)) — C mit () =z fiirein ty € (a,b).

In ~(t)) = 20 hat die Kurve I' die Richtung ~'(ty) ( # 0 da ~ regulér ist). Bei

Anwendung von f geht diese Kurve I' iiber in eine Kurve I' mit

¥ la, ) —C, At) = f(r(1).
Diese Kurve T hat in #(tg) = f(z0) die Richtung (Kettenregel, vgl. unten)
¥(to) = f'(v(t))7'(to) = f'(20)7'(to) # 0,

d.h. die Richtung der Kurve I' im Punkt f(zy) ist gegeniiber der von T' in z; um
arg(f'(z0)) verdreht. Zwei Kurven, die sich in 2y schneiden werden also unter f auf Kurven

durch f(zp) abgebildet, die sich unter dem gleichen Winkel schneiden wie die urspriinglichen

Kurven. Damit ist gezeigt:

Satz 10.9 Holomorphe Abbildungen mit von Null verschiedener Ableitung sind winkeltreu

oder konform.

Es gelten die aus der reellen Analysis bekannten Differentiationsregeln, die auch vollig

analog bewiesen werden:

Seien f und ¢ holomorph bei zy, a,b € C. Dann sind auch af + bg, fg
und f/g bei zp holomorph, und es gilt

(af +b9)'(20) = af'(20) +bg'(20) ,

(f9)'(20) = f(20)9'(20) + f'(20)9(20) , ( Produktregel ),

f'(20)9(20) — f(20)g' (20)
9(20)?

(f/9)'(20) =

, ( Quotientenregel ).
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Ist f bei zp holomorph und g bei f(z9),soist gof bei zy holomorph und
es gilt die Kettenregel,

(g0 ) (20) = g'(f(20))f'(20) -

Ist f:Q—C injektivund f'(z) #0 fir z € Q, so ist auch die Umkehr-
funktion f~': f(Q)— Q holomorph und es gilt

1

(f ) (w) = i)

Beispiel 10.10 Jedes Monom f, : C—C, f,(z) = 2" (n € Ny) ist in ganz C
holomorph mit fi(z) = 0, fi(2) = nz"! = nf,_1(2) fir n € N; speziell ist jede
konstante Funktion f holomorph mit f’ = 0, und die identische Funktion id :
C —C, id(z) = 2z ist holomorph mit id'(z) = 1. Der Beweis fiir n =0 ist offensichtlich:
lim (2 — 29) (1 — 1) = 0. Der Rest folgt durch Induktion (Produktregel):

zZ—20

far1(2) = 2ful(2),
1(2) = z2fi(2) + 1fa(z) = nz2" 42"
= (n+1)2" = (n+1)fal2). 4
Beispiel 10.11 Jede rationale Funktion
fe) = B2, fia={zeCiqz) £0} —C

mit Polynomen p(z) = >70%, ajz/ und q(z) = >0 bjz’ ist holomorph in €, wobei die

Ableitung nach obigen Regeln berechnet werden kann. Ist m := gradp < n := gradg, so
setzen wir

am/bn falls m =n,
|

0 falls m <n.

Dann ist f holomorph bei oo, denn

g(z) ff<1) — M am+am—12+---+a02m

2 by 4+ bp12 + ...+ boz™

ist (wegen b, #0 und n > m) holomorph bei 0. #
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Beispiel 10.12 Die Exponentialfunktion exp ist in ganz C holomorph und es gilt

wie in der reellen Analysis,
exp’ = exp .

In ,Analysis I“ wurde bereits gezeigt:

1

lim —(e¥ —1) = 1.

w—0 W
Damit folgt
lim (e —€e*) = lim (e#7%0 —1)e®
z2—=20 2 — 20 Z920 2 — 20
1
= lim — (¥ —1)e® = e,
W (Ve = e #

Beispiel 10.13 Die Konjugation f(z) = Z ist an keiner Stelle in C komplex differen-
zierbar, also nicht holomorph: Aus f(z) = f(z +iy) = z —iy folgt

fz(z)=1 und fy(z) =—i fiir alle z € C,

also gilt

fo(2) =1 # —1=—if,(2) firale z2€C. 4

10.4 Holomorphe und harmonische Funktionen
Aus Satz 77?7 wissen wir: Ist f:Q — C holomorph, so gilt fir v:=Re f und v =1Im f:
uzp(z) = vy(2), uy(z) = —vz(2) fir alle 2z € Q.

Nehmen wir an, da8 f und somit auch w und v zwei mal stetig differenzierbar sind (in
§13 werden wir sehen, daf} jede holomorphe Funktion sogar beliebig oft differenzierbar ist),
so folgt hieraus

Au = Ugp + Uy = Vyg — Ugy = 0,

AV = Vg +Vyy = —Uyz + Uy = 0.

Funktionen ¢ mit dieser Eigenschaft (Ag = 0) heilen harmonisch; die , partielle Diffe-
rentialgleichung® Ag = 0 heiit Laplace-Gleichung.
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Satz 10.14 Sei Q C C offen und einfach zusammenhdingend (d. h. je zwei Punkte konnen
durch eine Kurve verbunden werden; zwei verschiedene Verbindungskurven kénnen in ) ste-
tig ineinander ibergefihrt werden). Dann sind fir eine Funktion u:Q— R die folgenden

Aussagen dquivalent.
(i) u ist zweimal stetig differenzierbar mit Au =0 (kurz: w ist harmonisch),
(ii) es gibt eine holomorphe Funktion f :Q—C mit uw= Re f (kurz: wu ist der

Realteil einer in Q  holomorphen Funktion).

Die entsprechende Aussage gilt fiir den Imagindrteil.

Beweis. (ii) = (i): Wie schon erwdhnt wurde, werden wir spéiter sehen, dafl jede
holomorphe Funktion (beliebig oft, also insbesondere) zweimal stetig differenzierbar ist. Mit

den obigen Uberlegungen folgt daraus Au = 0.

(i) = (ii): Sei u zweimal stetig differenzierbar mit Awu = 0. Es ist eine reellwertige
Funktion v : Q@ — 1R zu finden so, da} f = u + ‘v holomorph ist. Eine zweimal stetig

differenzierbare Funktion v erfiillt dies genau dann, wenn gilt
gradv(x, Z/) - <’Ux($, y)a ’Uy($, Z/)) - ( - uy(ac, y)a ux(xa Z/)) )
wobei wir  als Teilmenge von R? auffassen. Das Vektorfeld

ka,y) = (= uy(@y), wlap))

ist rotationsfrei, denn es gilt

0

0
rotk(z,y) = %/@(%y)—a_ykl(%y)

- uxr(xay)+uyy(xay) = Au(x,y) = 0.

Nach einer Folgerung aus dem Satz von Stokes (vgl. Analysis II, § 27.4) besitzt also k ein

Potential v,

gradv(a,y) = k@,y) = (—w(@y), wl@y);
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hieraus folgt, dal v zweimal stetig differenzierbar ist. Nach Satz 77 ist also f = u +iv

holomorph.

Der Imaginérteil v von f kann explizit berechnet werden als das Kurvenintegral
()
wo) = [ —ulemE FuE .

(z0,y0)

wobei (zg,y0) €  (bzw. eine Integrationskonstante) beliebig gewéhlt gewihlt werden darf,

und das Integral iiber eine beliebige Kurve von (zg,yo) nach (z,y) zu erstrecken ist. O

10.5 Ubungsaufgaben

10.1 a) Fiir komplexe Zahlen zj, zo gilt:

Z1+t22 =21 +%22, Z122 = 2122,
(ﬁ) S (falls 25 % 0).
Z9 Z9

b) Ist f holomorph, so ist auch

g:z— f(2)

holomorph.

10.2 a) Die Funktionen cos, sin: C — C haben nur die aus IR bekannten Nullstellen.

b) Fiir jedes z € C mit Im z # 0 gilt
lim |sintz| = oo, lim |costz| = 0.
t—o00 t—oo
¢) Fiirjedes ¢ € C existiert eine Folge (z,) aus € mit z, — co und exp(z,) — c.

10.3 Man untersuche, in welchen Punkten die folgenden Funktionen komplex differenzierbar

sind und bestimme gegebenenfalls ihre Ableitung:

f(z2) = Rez, g(2) = |2, h(z) = 2%

I
w
w

10.4 a) Sei A C C offen und zusammenhéngend, f: A— C holomorph und f(z) reell
fir alle z € A. Dann ist f konstant.
Anleitung: Man zeige f'(z) =0 fiiralle z € A.
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b) Die gleiche Aussage gilt, wenn arg f(z) konstant ist.

10.5 Sei ne N, n>2.

a) f:C\(—o0, 0] —C, f(z)=2Y":= \z\l/”exp(%argz) (mit —7 < argz <)
ist holomorph und es gilt

/ — Zf(z 1-n — l 1 .
f1e) = LI& " = L

b) f 148t sich nicht holomorph auf C fortsetzen.

10.6 Man untersuche, ob die folgenden Funktionen w: C — IR Realteile von holomorphen
Funktionen sind und bestimme gegebenenfalls alle zugehorigen holomorphen Funktio-

nemn:

a) u(z,y) = 22 —y? —e®siny,
b) wu(x,y) = 2%+ y2.
10.7 Sei A C C offen.
a) Ist f: A— C stetig partiell differenzierbar, so gilt
f(z) = f(20) + a(z = 20) + B(Z — Z0) + ¢ (2, 20)

mit |z — 20| 7t ¢ (2,20) — 0 fiir z— 2 und

a = f.(20) = 5 (fu(20) — ify(20)),

B = fz(z) = 5 (fz(20) + ify(20))-

N = N =

b) f ist genau dann holomorph, wenn fz = 0 gilt; dann ist f' = f,.

1
c) Ist f zweimal stetig differenzierbar, so gilt fz, = (fz). = ZA f.
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11 Komplexe Kurvenintegrale

Die folgenden Uberlegungen gelten im wesentlichen auch fiir die wesentlich gréfiere Klasse
der ,rektifizierbaren“ Kurven. In der Praxis reicht es allerdings fast immer aus, Kurven
zu betrachten, die sich aus Geradenstiicken und Kreisbégen zusammensetzen lassen. Den
hinreichend allgemeinen Rahmen stellen also die ,,stiickweise stetig differenzierbaren” Kurven

dar, wie wir sie in Abschnitt 77 beschreiben werden.

11.1 Integrale tiber Wegstiicke

Sei v :[a,b] — C stetig differenzierbar (d.h. ~(-) = v1(-) +4y2(-) mit ~; : [a,0] — R

stetig differenzierbar) und

V(@) = n(t) +iva(t) # 0 fir te(ab),

v(t) # ~(t) fir t,t' €la,b] mit t#£t.

Wenn ¢ von a nach b lduft, durchlduft ~(¢) eine ,Kurve“ mit Anfangspunkt ~(a)
und Endpunkt +(b), ohne dabei einen Punkt zweimal zu durchlaufen oder ,;stehen zu blei-
ben“ (" # 0), d.h. die ,Kurve“ ist ,doppelpunktfrei und wird in einer wohldefinierten
Richtung durchlaufen. — Die Punktmenge, die durchlaufen wird zusammen mit der Orientie-
rung (hierfiir geniigt die Festlegung von Anfangs- und Endpunkt), nennen wir ein Wegstiick
I'; ~ heiit eine Parameterdarstellung des Wegstiickes. (Es mag sehr einschréinkend
erscheinen, dafl wir die Doppelpunktfreiheit verlangen; wie wir im nichsten Abschnitt se-
hen werden, wird man aber komplizierte Kurven ohnehin aus Wegstiicken zusammensetzen;
bei hinreichend feiner Zerlegung lassen sich dann immer Doppelpunkte vermeiden. Treten
einzelne Doppelpunkte auf, so kann man diese durch weitere Zerlegung zu Anfangs- bzw.

Endpunkten von Wegstiicken machen.)

Ist T' ein Wegstiick mit einer Parametrisierung + : [a,b] — C, so erhilt man das

inverse Wegstiick I'~ , indem man die Orientierung umkehrt, d. h. Anfangs—und Endpunkt

vertauscht. Eine Parameterdarstellung des inversen Wegstiicks ist offenbar

v [_ba _a] —C ) 7_(t) = 7(_t) )
aber z.B. auch

¢ :a,b]—C, ¢ (t) =~va+b-1).
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Als Parameterintervalle werden besonders hiufig gew#hlt [0, 1], [0,2x], [0,kn] oder
[0,L], wobei L die Kurvenlinge ist (vgl. unten).

Beispiel 11.1 Die Strecke I" von einem Punkt z; (Anfangspunkt) zu einem Punkt z;

(Endpunkt) kann z. B. wie folgt parametrisiert werden:
71t [05 1]—>Ca 71(t):(1_t)20 + 121,
oder
T \2 ™ ,\2
v2: [0,1] — C, 2(t) = (cos Et) 20 + (sin Et) 21,
oder

v3 1 [0, [21 — 20|]] — C,  73(t) = 20 (21 — 20) -

_i_i
|21 — 20|

Den dazu inversen Weg kann man entsprechend z. B. wie folgt parametrisieren:

v, : [0,1]—C, v (t) = (1 —1t)z1 + tzo,
T\ 2 T\ 2

v, : [0,1] —C, v, (1) = (cos Et) 21+ (sin Et) 20,

v ¢ [0,z —20]|] —C, 5 (t) =21+ ——(20 — 21) - #
|21 — 20|

Beispiel 11.2 Der Halbkreisbogen I' um 0 von —r (Anfangspunkt) in der unteren
Halbebene nach +r (Endpunkt) kann z. B. parametrisiert werden durch

v:[0,1] —C, ~(t) = rexp (m(t— 1))
oder

0,7 — €, () = rexp (i(t—w)).
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Y
—r 0 r
T
Entsprechend kann das inverse Wegstiick parametrisiert werden durch:
v~ 2 [0,1]—C, 7 (t) =rexp(—int),
v, : [0,7] —C 71 (t) = rexp(—it) . #

Sei I ein Wegstiick mit Parameterdarstellung ~ und f eine zumindest auf der
Punktmenge I' definierte und dort stetige komplexwertige Funktion. Dann definiert man

das Integral von f iiber das Wegstiick I' durch

b
/ f(2) dz = / SO () .

Die Motivation fiir diese Definition ergibt sich aus folgender Uberlegung: Wir denken uns

das Wegstiick unterteilt durch

§o = (a), &=7t1), -+, & ="(b)
mit

a=to<t1 <...<th_1<t, :=0D.

Dann sollte das Integral fr f(2) dz ndherungsweise dargestellt werden durch eine ,Riemann—

Summe*
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g =) =) v(b) =& (n=4)
& =(t3)
& — & f-& &n —&n—1
§2 =(t2) |
v(a) = &o L e —
& = ’)’(tg) 3 524 g €4 = ~(ta)
& =(t1)
£ =(ts)

wobei &7 auf der Kurve zwischen §;1 = y(tj-1) und & =~(t;) liegt. Es gilt also, wobei

man den Mittelwertsatz (der reellen Analysis) auf 73 = Rey und 72 = Im v anwendet,
mit ;1 < t; <t;:

> F(E) (&~ §-1) = 3 108 (7(85) ~1(850))
- Srom {Rglal el -

(mit tji 1 < t;l) <tj, tj1 < t§~2) < tj)

= & Ao D) + i) s - )

= SO ) 1)
+ 3 1N (") - 1) + () = 258)) s~ t5-0)
b

wenn die Feinheit der Zerlegung gegen 0 geht, da der erste Summand eine Riemann—Summe

des Integrals tiber f(v(¢))y/(t) ist und der zweite bei Verfeinerung gegen 0 strebt.
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Satz 11.3 Sei T' ein Wegstiick, f:T — C stetig, v :[a,b]—C und ¢: [c,d —C

zwei Parameterdarstellungen von I'. Dann gilt

b d
/ﬂwmwwm-1/ﬂam¢wm,

d. h. das oben definierte Kurvenintegral ist unabhdngig von der Wahl der Parameterdarstel-
lung.

Beweis. Da ~:[a,b]—T und ¢:[c,d]— T bijektiv sind, ist auch

Tile,d]—[a,b], T=7""ogp

bijektiv, und es gilt 7(¢) =a und 7(d)=0b.

v~1 ist stetig (und damit auch 7 ): Sei (£,) eine Folge aus T' mit &, — & €T
und y71(&,) A v (&) . Da [a,b] kompakt ist, gibt es eine Teilfolge ({,) von (&,) und
ein tg € [a,b] mit vy~ 1((,) —>to # v 1 (&) . Mit der Stetigkeit von v folgt hieraus

G = (v H(G)) — (o) (v (&) = o,

im Widerspruch zu &, —&p.

7 ist streng monoton: Dies folgt aus der Stetigkeit und Bijektivitdt von 7 :

[c,d] —]a,b].

7 ist in (c,d) stetig differenzierbar mit

7 ist offenbar implizit definiert durch
F(r,t)=0 mit  F(7,t) = v(1) — (t).

Wegen D,F(7,t) = 4'(7) # 0 ist (nach dem Satz iiber implizite Funktionen) 7 stetig
differenzierbar mit
DtF(Ta t) Spl(t)

"= DRy = YG)
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Fiir jedes Teilintervall [¢/,d'] von (c¢,d) gilt also

d’ d’
/f(w(t))w’(t) dt = /f(’Y(T(t))’Y/(T(t))T/(t) dt

(mit Substitutionsregel o = 7(), ¥’ = 7(d’))

Fir ¢ —c¢ und d'—d gilt a’/ —a und b — b, und damit folgt die Behauptung. O

Fiir die Lange eines Wegstiicks I' mit Parameterdarstellung ~ erhélt man (wie aus der

Analysis IT bekannt ist)

b
ww—/wwﬂw.

Diese Definition 148t sich analog zur Definition des Kurvenintegrals begriinden und ist eben-

falls unabhéngig von der Wahl der Parameterdarstellung.

Satz 11.4 Sei T' ein Wegstiick, f,g:T — C stetig, a,b € C. Dann gilt
a) ‘/f(z)dz‘ < \F\max{\f(z)\:zel“},
T

o [afE e =a [ 1@ [,

I I

o 10— [1ee.

Beweis. Essei v eine Parameterdarstellung von I', v~ eine Parameterdarstellung von
r—.
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T

mwwﬂaw\—(/f () | < /v D0
:
< max{\f zeT /W \dt_max{\f(z)\;zer}\r\.

b) Dies ist offensichtlich.

_ ]f(v(—t)){ - 7’(—t)} at = — ]f(y(_tm/(_t) &t
2 A
(Substitution t= —s)
< b
= [16 @ e = - [ a0 = - [ fe)e
b . 2

11.2 Stiickweise stetig differenzierbare Kurven

Seien I'i,...,I';, Wegstiicke mit Parameterdarstellungen +; : [a;,b;] —C (j=1,...,n),
Anfangspunkten zéj ) und Endpunkten z§j ) so, daf} gilt z§j ) = zéj +) (Jj=1,...,n—1).

Mit T' :=T71 +T9 + ...+ I, bezeichnen wir das Gebilde, das wir bei Durchlaufen
von I'1,T,...,I';, in dieser Reihenfolge erhalten. Wir bezeichnen dies als Kurve, In-
tegrationsweg oder einfach als Weg. Die Punktmenge erhélt man als Vereinigung der
Wegstiicke I'y,..., T, ; der Durchlaufsinn ergibt sich aus dem der Wegstiicke. (Entsprechend
koénnen mehrere Kurven zu einer Kurve zusammengesetzt werden.) — Der Anfangspunkt

von I' ist 29 = z(()l), der Endpunkt ist z; = ZYL). Der Weg heifit geschlossen, wenn
zo = z1 gilt. (Im Gegensatz zu einem Wegstiick darf eine Kurve geschlossen sein; sie darf

auch Doppelpunkte haben.)

Das Kurvenintegral einer stetigen Funktion f :I'— C iiber eine Kurve I' =1 +
..+ I, mit Wegstiicken I'y,...,I';, definiert man durch

l/f ) ds —§j/f

Jlr



132 11 KOMPLEXE KURVENINTEGRALE

Es ist leicht zu sehen, dafi diese Definition unabhingig ist von der Darstellung der Kurve
durch Wegstiicke (hat man zwei Darstellungen mit ~1,...,7v, bzw. ¢1,...,®m, so wihlt

man eine Darstellung durch Wegstiicke, die eine ,, Verfeinerung® beider Darstellungen ist).

Die inverse Kurveist I'" =1', +...+I'] . Durch I'+I'" wird eine Kurve beschrieben,

bei der jedes Wegstiick in beiden Richtungen durchlaufen wird. Es gilt

JECE R FIOLS

und somit

/ f(z)dz = 0.

I'+I'—

Wegstiicke, die in beiden Richtungen je einmal durchlaufen werden, kénnen also bei der

Integration einfach weggelassen werden. Man nennt deshalb I'+1'~ auch einen ,, Nullweg* .

Satz 11.5 Sind T, 'y, 'y Kurven (mit Endpunkt von Ty gleich Anfangspunkt von T )
und f, g stetige Funktionen auf geeigneten Mengen, a,b € C, so gilt:

) [afr e = [ fearb [oe) e,

) [ree=- [

Die Beweise sind trivial bzw. vollig analog zu Satz ?77.
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Beispiel 11.6 Wir integrieren die Funktion
f:C—C, f(z)=2" (n € IN)

iiber verschiedene Wege von —1 nach 1:

(i) Ty sei die geradlinige Verbindung von —1 nach 1. Die naheliegende Parameterdar-

stellung ist
’)/1:[—1,1]—>C, 'yl:id,

mit der man sofort erkennt, dafl das Kurvenintegral genau das normale Integral iiber das

Intervall [—1,1] ist:

1

1
n n n+1 n+1
/zdz /t -1dt = t ‘l—n 1{1—(—1) }

[_171]

Das erhélt man natiirlich auch (z.B.) mit der Parameterdarstellung
@1:[051]—>Ca Qpl(t)ZQt_la

1
1 1
dz = /Qt—ln 2dt = —— (2t — 1)
n+1 0
0

[_171]

- {1- (1.

n—+1

(ii) Ty sei der Kreisbogen um 0 in der unteren Halbebene von —1 nach 1. Wie wir

oben gesehen haben, ist eine Parameterdarstellung gegeben durch
Y2 [0,1] =€, ya(t) = e,

Damit folgt

em7r(t 1) Zﬂ,eiw(t—l) dt

O\H

/z"dz = /17(t)"
0

1)

1
_ Z7T/ i(n+1)w(t—1) dt = 1 ei(n—|—1)7r(t—1) 1
n+1 0
0
1

- n—i—l{l_ n+1 /f
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Ohne daf} hierfiir bisher ein mathematischer Grund zu erkennen ist, haben wir also {iber beide

Kurven das gleiche Integral erhalten (ein Anzeichen fiir Wegunabhéngigkeit?). #

11.3 Ubungsaufgaben

1
11.1 Man berechne / —dz, wobei I'" der durch die folgende Skizze beschriebene Weg ist.
z
r

hy

My

Anleitung: Man braucht nur das Integral iiber eines der Geradenstiicke explizit zu

berechnen.
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12 Der Cauchy’sche Integralsatz

12.1 Integrierbarkeit, Wegunabhingigkeit des Integrals

Sei Q2 C C offen, f:Q— C. Eine Funktion F': Q) — C heiflt eine Stammfunktion von
f,wenn F in Q holomorph (also komplex differenzierbar) ist mit F'(z) = f(z) fiir alle
z€ Q. Mit F ist natiirlich auch F + ¢ fiir jedes ¢ € C eine Stammfunktion. Abkiirzend

nennt man eine Funktion f:Q — C, die eine Stammfunktion besitzt, auch integrierbar.

Beispiel 12.1 Fiir die folgenden Funktionen kénnen wir ohne Schwierigkeiten eine Stamm-

funktion angeben:

b) f(z) = exp(z) = F(z) = exp(2),

c) f(z) =sin(z) = F(z) = —cos(z),

denn es gilt

d 1 )
;o 1 . » _ i N »
cos'z = —dz{Q(exp(zz) + exp( zz))} 2{exp(zz) exp( zz)}
—1 ) . .
= 2—1{ exp(iz) — exp(—zz)} = —sinz,
d) f(z) = cosz = F(z) = sinz (mit entsprechender Rechnung). #

Ist Q CC offen, f:Q— C stetig, F eine Stammfunktion von f und I' eine Kurve in

) mit Parameterdarstellung = : [a,b] — C, Anfangspunkt 2z und Endpunkt 2z, so gilt

b
[1@a = [rawroe - [Lroma

= F(y(b) = F(v(a)) = F(z1) - F(20),

d. h. das Kurvenintegral hingt nicht von der Kurve I', sondern nur von deren Anfangs— und

Endpunkt ab, es ist wegunabhéngig.

Satz 12.2 Sei Q C C offen, f:Q— C stetig. Dann gilt: f besitzt genau dann eine

Stammfunktion F, wenn das Kurvenintegral iber f (in ) wegunabhdingig ist.
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Beweis. —>: Wurde bereits vor der Formulierung des Satzes bewiesen.

<=: Da das Kurvenintegral iiber f wegunabhingig ist, kénnen wir definieren
z
F(z) := /f(f)df fiir alle z € Q,
20

wobei das Integral iiber einen beliebigen Weg von 2y nach z zu erstrecken ist. (Natiirlich
geht dieses nur fiir die z aus der gleichen Zusammenhangskomponente wie zg; auf entspre-
chende Weise kénnen aber alle Zusammenhangskomponenten einzeln behandelt werden.) Da
Q offen ist, gibt es zu jedem 2z € 0 eine Kreisscheibe um z, die ganz in Q liegt. Fiir 2/
hinreichend nahe bei z ist also die Strecke [z,2'] von z nach 2’ ganzin Q und somit

gilt

FW)—lﬁ@%—ijH/f@%

[2,2']

_F@+/mw+/m&wm@

[2,2'] [2,2']

e N O Rl RUGEFOIL
[2,2]
w - f(z)| <= ‘2,1_2‘\2' —z\max{\f(f) —f(z)]: €€ [z,z’]}

— 0 fir 2 —=z.

Also ist F' komplex differenzierbar und es gilt F’'(z) = f(z) fiir alle z € 2, d.h. f hat

eine Stammfunktion. ]

Eine offene Menge () C C heifit sternformig, wenn ein zy € ) existiert so, dafl fiir
jedes z € Q die Verbindungsstrecke [zp,z] ganz in Q liegt. Fiir jedes 2z dieser Art
sagt man: () ist sternformig beziiglich zg. Sternférmig sind z. B. Kreise, Quadrate und
C\(—o00,0]; dagegen ist offenbar C\{0} nicht sternformig.
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Satz 12.3 Sei Q C C offen und sternformig beziiglich zy, f:Q— C stetig und

A/f(z)dz _ 0

fiir jeden Dreiecksweg A\ mit zy als Eckpunkt. Dann besitzt f eine Stammfunktion (d. h.

das Kurvenintegral iber f ist wegunabhingig).

Beweis. Da Q beziiglich zy sternformig ist, kénnen wir definieren

[ZO 72]

Da auflerdem (2 offen ist, liegt fiir 2’ hinreichend nahe bei z wieder die Strecke [z,2'] in Q;
da Q sternférmig beziiglich zy ist, liegt damit der gesamte Dreiecksweg A = A(z, z, 2'),

einschlieBlich seines Inneren in Q. Somit gilt (wegen [ Aeorere) (&) d¢=0)

20

Fe) = [ rok= [ rows [ o

[2072/] [2072] [Z,Z/]

- F(2)+/f(£)d£-

[2,2']

Wie im Beweis des vorhergehenden Satzes folgt, dafl F' eine Stammfunktion von f ist. O

Eine offene Teilmenge 2 C C heifit einfach zusammenhingend, wenn () zusam-

menhingend ist und das Innere jedes geschlossenen Polygonzuges in 2 ganz in € liegt.
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(Das kann man auch so formulieren: ... wenn jeder geschlossene Polygonzug in Q stetig auf
einen Punkt zusammengezogen werden kann, ohne dafl dabei () jemals verlassen wird; im
Gegensatz zur zuerst angegebenen Definition ist diese auch in R™ mit m > 2 sinnvoll.

Im Sinne einer spéteren Definition wiirde das heiflen: 2 heifit einfach zusammenhéngend,
wenn jeder geschlossene Polygonzug beziiglich 2, nullhomotop“ ist.) Offenbar sind z.B.
C, Kreise und C\(—o00,0] einfach zusammenhingend; C\{0} ist nicht einfach zusam-

menhéngend, wie wir in Beispiel ?? explizit sehen werden. (Fir m > 2 ist R™\{0}

einfach zusammenhingend, im Gegensatz zu IR*\{0} ~ C\{0}.)

Satz 12.4 Sei Q C C offen und einfach zusammenhingend, f:Q— C stetig und

JECEE
A

fiir jeden Dreiecksweg A in §2. Dann besitzt f eine Stammfunktion.

Beweis. Sei zy € Q fest gewihlt. Fiir jedes z € Q definieren wir

Fe) = / 1) e,
)

P(zp,2z

wobei P(zp, z) ein beliebiger Polygonzug von zp nach z ist. Damit ist F(-) wohldefiniert:
Da © zusammenhingend ist, gibt es jedenfalls einen Polygonzug von zy nach z. Es bleibt
zu zeigen, dafl das Integral nicht von der Wahl des Polygonzuges abhéngt. Dazu seien P;, P,
zwei Polygonziige von 2y nach z;; P; — P ist also ein geschlossener Polygonzug in (2,
dessen Inneres ganz in ) liegt. Teilt man das Innere von P; — P» in Dreiecke auf und 1483t

jede innere Kante in beiden Richtungen durchlaufen, so gilt

Py

21

20

P—P = /AN +0g+...+ 1A,
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und somit nach Voraussetzung

/fuﬁb—/fumz_ﬁé/fumz_o.

jzlA].
Nachdem damit F(-) wohldefiniert ist, geht der Rest des Beweises wieder wie in Satz ?7. O

Satz 12.5 Sei QC C offen, f:Q—C stetig und

Zﬂaa_o

fiir jeden Dreiecksweg in ), dessen Inneres ganz in ) liegt. Dann gilt

/ﬂaa_o

fiir jeden geschlossenen Polygonzug in €2, dessen Inneres ganz in ) liegt. Oder gleich-
bedeutend: Sind Py, P» Polygonziige mit gleichen Anfangs— und Endpunkten so, daf8 das
Gebiet zwischen Py und Py ganz zu 0 gehort, so gilt

JECE FIOr

Der Beweis ist vollig analog zu dem des vorhergehenden Satzes.

12.2 Cauchy’scher Integralsatz

Die im vorigen Abschnitt bewiesenen Sitze zeigen, dal der Schliissel fiir den Beweis der
Existenz einer Stammfunktion von f (bzw. der Wegunabhéngigkeit des Kurvenintegrals)
im Verschwinden der Integrale iiber Dreieckswege liegt. Genau dies werden wir jetzt fiir

holomorphe Funktionen f beweisen.
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Satz 12.6 Sei Q C C offen, f: Q—C holomorph (d.h. in jedem Punkt von §

komplex differenzierbar). Dann gilt

JECEE
A

fiir jeden Dreiecksweg /\ in §2, dessen Inneres ganz in 2 liegt.

Beweis. Wir geben zwei Beweise dieses Satzes an: Im ersten benutzen wir den Satz von
Stokes fiir m = 2. Dabei miissen wir allerdings voraussetzen, da} f stetig differenzierbar
ist; da wir das bei der Definition der Holomorphie nicht gefordert haben, ist dies also kein
vollgiiltiger Beweis. Dalfiir liefert er allerdings gleich das Verschwinden des Integrals iiber

jede stiickweise stetig differenzierbare geschlossene Kurve.

1. Sei also f stetig komplex differenzierbar, I' eine stiickweise stetig differenzierbare

geschlossene Kurve. Dann gilt

b
/ f(2)dz = / Fv) ()t

(f=u+iv,y=v +iy2)

{utr(®) + i)} {10 + v} at

b
ab

= [ [{uormie - v} + i{utmmn + soomio}] a
ab

= /u(x,y)dx—v(x,y)dy—i-i/v(%y)dm+u($ay)dy

(mit dem Satz von Stokes in der Ebene, D = Inneres der Kurve T,

+ in Abhéngigkeit von der Orientierung von I')

= j:/{ rot (u(x,y),—v(ac,y)) + % rot (v(x,y),u(x,y))}d(x,y)

D
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= i/{(uy(x,y) —i—vx(x,y)) —i—z’(vy(x,y) — ux(JC,y))} d(z,y)

D

da der letzte Integrand auf Grund der Cauchy—Riemannschen Differentialgleichungen ver-

schwindet.

2.  Wir setzen jetzt nur die komplexe Differenzierbarkeit von f in €} voraus. Wir
nehmen an, dafl die Behauptung nicht gilt, d. h. es gibt einen Dreiecksweg Ay in €2, dessen

Inneres ganz in 2 liegt, mit

C = f(z)dz 0.
s

Man zerlegt nun /g in die Summe von 4 Dreieckswegen, indem jede Seite von Ay halbiert
wird und alle Strecken im Innern in jeder Richtung durchlaufen werden (vgl. Bild). Es gilt

also

Do = AL+ D5+ A5+ A

und somit
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Also gibt es ein j; € {1,2,3,4} mit der Eigenschaft

| /f(z)dz{ >
Al

Nun verfahrt man mit A := A}l entsprechend wie oben mit A, indem man A; zerlegt in
4 Dreieckswege A% A2, A%, A2. Es gibt dann ein jp € {1, 2, 3,4} so, daf fiir Ay := Ai

gilt
s = ] [fee] = &
No N

Durch Iteration dieses Verfahrens erhélt man eine Folge von Dreieckswegen (Ap)pen mit
c
JECLE Y ()
VAV

wobei jeweils A,4+1 innerhalb von A, liegt. Ist L, die Linge des Dreiecksweges A,

und ist D,, die grofite Kantenldnge von A\, , so gilt offensichtlich

Dy Lo

Dn:2_na n—2n'

Wegen der Vollstéindigkeit von C(= IR?) gibt es genau ein zg € €, das in allen Dreiecken A,
enthalten ist, und auf das sich diese Dreiecke zusammenziehen. Da f in zy differenzierbar

ist, gilt
f(2) = f(20) + f'(20) (2 — 20) + (2 — 20)¢p(2)

mit ¢(z) —0 fir z— 2p, also

| [ @] = | [ {feo)+ e -} + [ el
Ay, VAV

n
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Der erste Integrand besitzt eine Stammfunktion f(zo)z+ f'(20)(z —20)?/2; also verschwindet

das erste Integral, und mit ¢o(t) := max {\gp(z)\ )z — 20| < t} gilt

| [10a] < LuDugo(Da) = 32 20 eulD0)
AVH

1

= 4_n<€n (En ::LODOSOO(Dn))

mit g, — 0 fiir n— 0co. Das ist im Widerspruch zu obiger Ungleichung (*). O

Satz 12.7 (Cauchy’scher Integralsatz, einfach zusammenhiingende Gebiete)
Sei Q C C offen und einfach zusammenhdngend, f : Q— C holomorph. Dann ist f
integrierbar (also ist das Kurvenintegral wegunabhéingig bzw. das Kurvenintegral iber jede

geschlossene Kurve verschwindet).

Beweis. Nach Satz 7?7 geniigt es, fiir jeden Dreiecksweg /A in € zu zeigen, dafl das
Kurvenintegral iiber A verschwindet. Dies ergibt sich sofort aus dem eben bewiesenen Satz
77, dieser ist anwendbar, da auf Grund des einfachen Zusammenhangs von £} das Innere

jedes Dreiecksweges in 2 ganz in € liegt. a

Wir nennen einen (geschlossenen) Weg I' in Q nullhomotop beziiglich 2, wenn T’

geschrieben werden kann in der Form
r=ory+...47,

mit geschlossenen Wegen I'; C Q;, wobei die §2; einfach zusammenhéngende (z.B.
sternférmige) Teilmengen von € sind; dabei ist natiirlich insbesondere daran gedacht,

fir die Darstellung I' = I'y + ... +I',, Wegstiicke hinzuzunehmen, die in beiden Rich-

tungen durchlaufen werden.

Man sieht z. B. leicht, dafl der erste Weg in folgender Abbildung nullhomotop ist.
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nullhomotop bzw. nicht nullhomotop in C\ {0}

Fiir einen Kreisweg I' in C\{0} um den Nullpunkt gelingt es nicht, eine solche Zerlegung
anzugeben. (Da dies an unserer mangelnden Fantasie liegen kénnte, beweist dies noch nicht,

daf T' nicht nullhomotop ist; das werden wir aber in Beispiel ?? explizit beweisen.)

Satz 12.8 (Cauchy’scher Integralsatz, beliebige Gebiete) Sei Q C C offen, f:Q—C
holomorph. Dann gilt fir jede beziiglich Q nullhomotope Kurve T' in

/f(z)dz _ 0.

Beweis. Ist ' =T7+ ...+ 1T, im Sinne der obigen Definition, so gilt

[1a =3 [rea <o,

—)
J T

da nach Satz ?? jedes der Integrale iitber I'; (j =1,...,n) verschwindet. O

12.3 Anwendungen des Cauchy’schen Integralsatzes

Der folgende Satz untersucht die Situation, in der ein geschlossener Weg eine Teilmenge A, in
der f wu.U. nicht holomorph (oder evtl. gar nicht definiert) ist, ein— oder mehrfach uml&uft.

Das Integral hingt dann nur davon ab, wie oft diese Menge umlaufen wird.

Satz 12.9 Sei Q C C offen und einfach zusammenhdingend, A C Q, f : Q\A—C
holomorph. Dann gibt es ein C € C so, daf fiir jeden geschlossenen Weg T' in Q\A,
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der A genau N mal in positivem Sinn umlduft (Umldufe in negativem Sinn sind negativ

zu zdhlen) gilt

/ﬂ@&-NC (Nem).

(Ist A ={z} ein einzelner Punkt, so nennt man diesen Punkt eine isolierte Singularitéit

und die Zahl C wird als Residuum der Funktion f bei zy bezeichnet, Res(f,z).)

Beweis. Sei TI'y ein (fest gewihlter) geschlossener Weg in Q\A, der A einmal in

positivem Sinn umlduft,

'y =T1+T1+...+414 (bZW (—F1)+...+(—F1) fUI'N<0)

Umlaufzahl N =2

Durch Einfiigen geeigeneter Verbindungswege, die jeweils in beiden Richtungen durchlaufen
werden, ist (zumindest in geometrisch einfachen Situationen) leicht zu sehen, da§ I' — 'y

nullhomotop beziiglich Q\A ist. Also gilt

/ﬂ@w—/ﬂaw_N/ﬂ@@_Nc

mit C = fFl f(z)dz. ]

Beispiel 12.10 Sei Q = C\{z}, f(2) = (z — z0)" fiur n € Z, T, der Kreisweg mit

Radius r um den Punkt z; eine Parameterdarstellung ist

Ir: [Oa 1] —C, 7r(t) =20+ 7'62mt .
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Dann gilt:

1 1
/(z —20)"dz = /r”e%thWire%itdt = 27Tir”+1/62m("+1)t dt.
0 0

T

Nach dem Cauchy’schen Integralsatz verschwindet das Integral natiirlich fir n # —1. Fiur

n = —1 erhilt man daraus sofort
1
1 ) )
dz = 27 | 1dt = 2mi.
Z— 20
T, 0

Fir n# —1 folgt

/(2 — Z())n dz = Me%ri(n—i—l)t =1 = r (1 — 1) =0.
2mi(n+1) t=0 n+1
Iy

Die gleichen Resultate erhédlt man natiirlich fiir jede geschlossene Kurve I', die den Punkt

2o einmal in positiver Richtung umliuft. Da f(z) = in C\{z} holomorph ist,

1
aber fFr Edz #0 gilt, ist ', in €C\{0} nicht nullhomotop, und somit C\{zp} nicht

einfach zusammenhéngend. #

Beispiel 12.11 Sei Q = C, f(z) = exp(—22); f ist also holomorph in ganz C, Integrale

iiber geschlossene Kurven verschwinden. Wir betrachten den Integrationsweg
I's

I'
' =T1+Iy—-T3,

I’y Strecke von 0 nach R, 7 :[0,R]—C, (t) =t,
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I'; Kreisbogen um 0 von R nach Re'™% ~y:[0,7/4] — C, vo(t) = Re®,
I's Strecke von 0 nach Re”r/4 73 : [0, R] — C, ~3(t) — teim/4

Da I' in (dem einfach zusammenhéngenden Gebiet) € geschlossen ist, gilt fiir jedes R

0—/1{/@@

Iy
R
= /e_t dt + / exp{ —R262it}Ri6itdt— /exp{(tei”/4)2}ei”/4dt.
0 0 0
1
Fiir das erste Integral ist aus der Analysis bekannt, dafl es fir R—o00 gegen 5\/7_7

konvergiert. Der Vollstdndigkeit halber sei der Beweis hier angedeutet:

R

R R
1 1 1/2
lim Pt == lim [ e¥dt== lim { e & (151/6_gg de}
R—o0 2 R—oo 2 R—oo
—-R —-R —-R

m{ [ et

{zeR?:|£1],|¢2| <R}

gm {0 [ et}

{z€R?:|z|<R}

DO |
T —

N~

(in Polarkoordinaten z = rw, |w| =1)

1/2 1/2
= l / / dwdr / :1 /27T7’€_r dr /
2 R—)oo 2R

0 |wl=1 0

- 7.

N =

Nun zeigen wir, daf3 das Integral iiber I'y fiir R—> 0o gegen 0 konvergiert. Zunichst gilt
w/4
‘/6_22 dz‘ = R‘ /exp{ —R262it}eitdt‘
Ty 0

w/4

R/ ‘exp{ - R%Qit}‘ dt.

0

IN
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Fiir die weitere Abschitzung miissen wir das Integrationsintervall in Abhéngigkeit von R in

zwei Teile zerlegen. Sei § = §(R) mit §(R) — 0 fir R— oo (weiter unten wird &(R)

explizit gewahlt). Insbesondere ist §(R) < % fiir hinreichend grofle R, und fiir ¢ € [0, %—(5]

gilt dann (wegen 0 < 2t < g —26)

1 46
cos2t > cos (z—Q(S) =sin2d > 20— = —;
2 /2 T

die letzte Ungleichung ergibt sich daraus, da§ cos in (0,7/2) oberhalb der Sekante zwischen
0 und 7/2 verliuft. Da auerdem fiir t € [0,7/4] gilt Re(—R2e%*) <0, folgt hiermit

7/A—§ /4
‘/e_z2dz‘ < R / ‘exp{—R2(cos2t+isin2t)}‘dt+R / 1dt
Ty 0 7/4—6
7/A—§
< R / exp{—RQi—(S}dt—i-R(S
0

44
< Riep{-R=}+ R
4 T
— 0  fir R— o0, fallsz.B. § = §(R) := R™/2.
Insgesamt haben wir somit erhalten

2 R—o0

R

ya = lim [exp(—2%)dz = lim /eXp ( . tzem/z)em/z; dt

R—o0
T's 0

R—o0 R—o0

R R
A A 1
— lim [ ™4 qt = lim / — (1+14) (cost® —isint?) dt
0/ [0 )

R—o0

R
1
= lim — {cost2+sint2+icost2—sint2}dt.
\/5/ ( )
0

Zerlegung in Real- und Imaginéarteil liefert die Existenz und die Werte der folgenden unei-

gentlichen Integrale

o
/(cost2+sint2)dt = \/g,
0
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o
/(costz—sintQ)dt = 0.
0

Durch Addition bzw. Subtraktion der beiden Gleichungen erhalten wir

x x
1
cost? dt = sint?dt = - I.
2\ 2
0 0

Die Substitution ¢ = /s liefert schlieBlich

o0 o0

/cossds/sinsds ™
N BV
0 0

Diese Integrale werden Fresnel-Integrale genannt und spielen in der Theorie der Lichtbeu-

gung eine Rolle. #

12.4 Ubungsaufgaben

12.1 Man berechne das uneigentliche Integral

o0

/(x2 — 2z — 1) dz

—00

mit Hilfe des Integrals itber I'p := {Strecke von —R nach R} + {Kreisbogen mit

Radius R um 0 in der unteren Halbebene von R nach —R}.

12.2 a) Sei C_ = C\(—o00,0]. Ist z € C_ und I' ein beliebiger Weg in C_ von 1

nach z, so gilt

1
/E d¢ = Inz (Hauptwert) .
r

b) Ist T' ein Weg in C\{0} von 1 nach =z, der die Halbachse (—o00,0] n-mal

von oben nach unten und m-mal von unten nach oben {iberschreitet, so gilt

/%df =Inz+2(n—m)mi.
r
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13 Die Cauchy’sche Integralformel

Hauptziel dieses Abschnitts ist der Beweis der Cauchy’schen Integralformel, die besagt, daf}
man eine holomorphe Funktion innerhalb einer geschlossenen Kurve vollstindig kennt, wenn
man sie auf der Kurve selbst kennt. Aus der Cauchy’schen Integralformel ergeben sich wei-
tere wichtige Eigenschaften, insbesondere die Mittelwerteigenschaften, die Tatsache, dafl jede
holomorphe Funktion beliebig oft (stetig) differenzierbar ist, und dafl Grenzwerte (lokal)

gleichméflig konvergenter Folgen holomorpher Funktionen wieder holomorph sind.

13.1 Die Cauchy’sche Integralformel

Satz 13.1 Sei Q c C offen, f : Q—C holomorph, z € Q. Dann gilt fir jede
geschlossene Kurve I' in Q wum 2z, deren Inneres ganz in Q liegt und die z genau

einmal in positiver Richtung umlduft, die Cauchy’sche Integralformel

2771 C—z

Beweis. Da Q offen ist, gibt es ein 6 > 0 so, daB alle Kreiswege I', mit 0 <r < ¢ um

z mit der Parameterdarstellung
r 0,27 — €, () = z+ret

einschliefllich ihres Inneren ganz in Q liegen. I' ist beziiglich Q\{z} homotop zu all diesen

I, (die natiirlich untereinander homotop sind). Es gilt also fiir jedes r € (0, ]

[ s [Eas [HEBane [

Das zweite Integral auf der rechten Seite ist nach Beispiel 77 gleich 27 fiir alle » > 0; das

erste 1af3t sich abschéitzen durch

—Z

| [EO9=10 0] < 2 b {1100 - 061 < 1 =)

und strebt somit gegen 0 fiir »r — 0. Da die linke Seite nicht von r abhéngt, ist diese
also gleich 27if(z). ]
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Satz 13.2 (Mittelwerteigenschaft) Sei Q C C offen, f : Q—C holomorph,
z € Q). Dann gilt fiir jedes r >0 mit K(z,7) CQ

2 1
1 ; i
f(z) = — [ flz+reh)dt = f(z—i—reQ’”S)ds
2770/ 0/
_ # / flx+iy)dz,y)  ((=z+iy);
[¢—2|<r

die Integrale der ersten Zeile stellen den Mittelwert von f iiber die Kreislinie |(—z| =
r dar, das Integral der zweiten Zeile den Mittelwert von f iiber die Kreisscheibe
[(—z[=<r.

Beweis. Aus der Cauchy’schen Integralformel folgt fiir T', = {re“ 0<t< 277}

2
L QL [ fetret
1z) = z—m/@dC—z—m/Tmtdt
I, 0

und mit der Substitution ¢ = 2ws die zweite Formel der ersten Zeile.

Wir wenden nun diese Formel fiir alle ¢ < r an und erhalten

r2

2 [ 2 [
f(z) = f(») odo = = [ of(2)de

(mit f(z) als Mittel tiber die Kreislinie T, )

r 27
1 .
= —WTQ/Q/f(z—i—Qezt)dtdg
0 0

(Polarkoordinaten (p,t) fir (z,y))

wr
|¢—z|<r

- L / f(z+iy) d(z, ) 0

Korollar 13.3 Ist Q c R? offen und u: Q— R harmonisch (d.h. Au =0), so

erfillt w die in Satz 77 formulierten Mittelwerteigenschaften. Dies folgt aus der Tatsache,
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daf$ nach Satz 7?7 w der Realteil einer holomorphen Funktion f =u-+iv:Q—C ist.
Bildet man in den Mittelwertformeln fiir f den Realteil, so folgt die Mittelwerteigenschaft

fir w. (Das Resultat gilt auch fir harmonische Funktionen auf R™ mit m # 2. Fir
m = 1 ist dies trivial, da dort jede harmonische Funktion affin ist (Beweis!); fir m > 2

werden ganz andere Methoden bendtigt.)

Satz 13.4 Sei Q Cc C offen, f:Q—C holomorph, K ein ,Kreis“ im Sinne von
§10 (Kreis oder Gerade). Ist f(z) € K fir alle z € Q, so ist f konstant in jeder

Zusammenhangskomponente von ().

Beweis. Es gibt eine Mobiustransformation ¢ (vgl.§10), die K auf IR abbildet (eine
spezielle Gerade in C). Dann hat

F :=gof
die Eigenschaften
F : Q— C holomorph, F(z) e R fiiralle ze€Q,

wobei wir o. E. auch noch annehmen diirfen, dafl gilt

F(z,) # 0.

Es geniigt zu zeigen, dafl F'(z) = 0 fir alle z € Q gilt; dann ist F und somit auch
f =g 'oF konstant. Nehmen wir an, daf8 ein zy € Q existiert mit F’(29) # 0. Dann gilt
fiir alle z € 2

F(2) = F(z0) + F'(20) (z — 20) + ¥(20, 2)

F(20)

m , so gilt fiir hinreichend

mit (2—z0) ! p(20,2) — 0 fiir z—> 29. Wihlen wir w := i

kleine t >0

Plaa+ tw) = Fleo) {1+ 4 20 10

F(z0)

1
Wegen ng(zo, 20+ tw) — 0 fir t— 0 ist dieser Wert nicht reell fiir hinreichend kleine

t, ein Widerspruch zu F(z) € R. O
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13.2 Das Maximum—Prinzip

Satz 13.5 (Maximum—Prinzip) Sei Q C C offen, f:Q—C holomorph.
a) Ist K(z,v) CQ und gilt
)] = max {IF(Q)] : [¢—# <7},

soist f konstant in K(z,7).

b) Ist Q zusammenhingend und f nicht konstant, so besitzt |f| in Q kein (globales)

Maximum.

Beweis. a) Wir nehmen an, dafi f auf K(z,r) nicht konstant ist. Dann ist auch |f|
nicht konstant auf K(z,r) (denn sonst wiirden alle Werte von f auf einem Kreis liegen,
und nach Satz ?? wire dann auch f konstant). Esist also |f(¢)| < |f(z)| fir ( € K(z,71),
aber nicht iiberall |f(¢)| = |f(z)|. Deshalb gilt

1@ = 5| [ feripdey
|¢—z|<r
1

IN

wr
|¢—z|<r

L / @+ iy)| d(z, )

< max{\f(()\ -2 < 7’} = |f(2)],
ein Widerspruch.

b) Nehmen wir an, es gibt ein zg € Q mit |f(z0)| > |f(2)| fiir alle z € Q. Da |f| in
0 nicht konstant ist (das folgt wie in Teil a), gibt es ein 2z; € Q mit

[f(z0)] < [f(20)]-

Wir wihlen eine Kurve I' in Q mit Parameterdarstellung ~ : [0,1] — C, Anfangspunkt

7(0) = zp und Endpunkt 7(1) = 2;. Dann existiert ein ¢y € [0,1) mit

[F(v(to)) = [f(20)],

[F(y@)] < [f(=z0)|  fir te (to,1].
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Ist » >0 so,dal K(y(to),r) C Q gilt, so nimmt |f| in K(y(tp),r) sein Maximum im
Zentrum -y(typ) an, obwohl f nicht konstant ist. Nach Teil a) ist das ein Widerspruch. O

Bemerkung 13.6 a)Ist Q nicht zusammenhingend, so kann f auf den verschiedenen
Zusammenhangskomponenten (z. B.) dem Betrag nach verschiedene konstante Werte anneh-

men. In diesem Fall wiirde |f| tatsdchlich sein Maximum in  annehmen, ohne konstant

7ZUu sein.

b) Ist Q zusammenhéngend, f:Q — C holomorph und nicht—konstant, f(z)# 0 fiir

1
alle z € Q, so liefert die Anwendung des Maximum—Prinzips auf —, dafl |f| in Q sein

f

Minimum nicht annimmt.

c) Tatsdchlich nimmt der Betrag einer nicht—konstanten Funktion f auf einem zusam-
menhingendem Gebiet im Innern des Gebietes auch kein lokales Maximum an: Auf einem
ykleinen“ Kreis um diesen Punkt wire dies ein globales Maximum, d.h. in diesem Kreis

wére f’(z) =0. Nach dem Identitétssatz, Satz ??, wire dann f konstant.

d) Ist © zusammenhéngend und gilt fiir eine Folge (z,) aus Q

)l —sup {If(2)] : z € ],

so ist (z,) in € nicht konvergent; ein eventueller Grenzwert kénnte nur Randpunkt von

Q) sein.

13.3 Hohere Ableitungen holomorpher Funktionen

In diesem Abschnitt gelingt es nun (endlich) zu zeigen, dafl jede holomorphe Funktion f
nicht nur stetig differenzierbar, sondern sogar beliebig oft stetig differenzierbar ist.

Dies liegt nahe, da in der Cauchy’schen Integralformel

16) = o [ H«

die Abhéngigkeit von z auf der rechten Seite ,sehr einfach“ zu sein scheint. Es stellt sich
lediglich die Frage, ob die Differentiation nach z mit der Integration iiber ( vertauschbar

ist. Formal erhilt man jedenfalls sofort:
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Satz 13.7 (Cauchy—Formel fiir Ableitungen) Sei Q C C offen, f: Q—C
holomorph. Dann sind auch fO) =/, £ = ¢ B holomorph, und es gilt

f() = 2 / JO g ey

o (¢ — z)ntl
fir jede zu einem hinreichend kleinen Kreis T, um z beziglich Q\{z} homotope Kurve
' (vgl. Satz??).

Der Beweis diese Satzes ergibt sich mit Hilfe der Cauchy’schen Integralformel (Satz ?7)

unmittelbar aus dem folgenden Satz.

Satz 13.8 Sei T' eine beliebige Kurve (endlicher Linge) in C, g:T — C stetig. Dann
ist fiir jedes n € Ng die Funktion

fule) = oo [ I

2w (-
r

in C\I' holomorph und es gilt

2 = fann(2) (fa(z) = £§(z))  fir 2€C\T, neNy.
Die Funktionen f, sind also beliebig oft stetig komplex differenzierbar.

Beweis. Es ist lediglich zu zeigen, daf§ fiir jedes n € Ny und jedes z € C\I' gilt

Lo Fal) = fa(2)

w—z w—z

= fn-l—l (2) .

Dann ist ndmlich f, komplex differenzierbar (holomorph) und f; = f,41; da auch fu 41

wieder differenzierbar ist, usw., ist jedes f, beliebig oft differenzierbar. Zunéchst gilt

1 S () et () e

e (e e e

(mit o™ — "t = (a—b) (a" +a" b+ ...+ b))

StV € =) ) A ()"
- {c-2-(-w} T
C=2)"+ (="' (-w)+...+((—w)"

(€ —w) (¢ =2 |

= (w—2)
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Damit erhalten wir fiir den Differenzenquotienten

fo(w) = ful2) _ l!/gm (" +(C—a" M —w)t .+ [ —w)"

w—2z 2 (¢ —w)nt1(¢ — z)ntHL
r

Den Bruch unter dem Integral untersuchen wir wie folgt:

C=2)"+(=2)"({-—w)+...+((—w) n+1

(C _ w)n-i—l(c _ z)n—f—l (C _ 2)n+2
(C=2)" (¢~ w) 1

e I R (e (S
1 1
20| (C—w)n =i (¢ = 2)itT (¢ — 2)nF2
(¢ —2)" T — (¢ —w) i
=0l ((—w)"ti(( — z)nt2

IN
NgE

(wieder mit a**1 — ot = (a — b) (a* + a* 1o+ ... +b7))

TR O (St el G (kU e o Sl 4
=0 |¢ — w|n =i |¢ — 2|2 '

IN

Fiir (festes) z € C\I', w € K(z,0) mit K(z,20)NT = 0, ist die Summe gleichmiBig
beschrankt auf I'; also konvergiert der gesamte Integrand fiir w— 2z gleichméfig auf
I' gegen g¢(¢)(¢—2)" 2. Der Grenziibergang w — 2z kann also mit dem Integral ver-
tauscht werden: (Wir haben den hier benutzten Satz ,bei gleichméfiger Konvergenz ist der
Grenziibergang mit der Integration vertauschbar“ fiir komplexe Kurvenintegrale nicht ex-
plizit bewiesen; schreibt man das Integral mit Hilfe einer Parameterdarstellung und zerlegt

dann in Real- und Imaginérteil, so folgt die Behauptung aus der rellen Analysis.)

R~ faz) _n [ g
T T ami ) o 6T fenle) .
I

Satz 13.9 (Satz von Morera) Sei Q C C offen und f:Q—C stetig. Dann sind

die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) f ist holomorph in Q,
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(ii) das Kurvenintegral iber jeden beziiglich @ nullhomotopen Weg in Q wverschwindet.

Beweis. (i) = (ii): Das ist der Cauchy’sche Integralsatz (Satz ?7).

(i) = (i): Es geniigt zu zeigen, dafl zu jedem 2zp €  ein p > 0 existiert so, dal f
in K(z9,0) holomorph ist (Holomorphie ist eine lokale Eigenschaft). Sei ¢ > 0 so, daf§
K(zp,0) C Q gilt. Wir definieren

F:K(z0)—C,  F(z) = / Q) A

wobei das Integral iiber einen beliebigen Weg in K (zp,0) von zp nach z zu erstrecken
ist; da K(zp,0) einfach zusammenhingend ist, sind alle diese Wege zueinander homotop
und somit ist nach Voraussetzung das Integral unabhéingig von der Wahl des Weges; also
ist F' wohldefiniert. Wie im Beweis von Satz 77 folgt, dal F komplex differenzierbar ist
mit F' = f. Da F beliebig oft differenzierbar ist, ist also auch f = F’ differenzierbar
(holomorph). ]

13.4 Kompakte Konvergenz

Sei Q C € offen und (f,) eine Folge von Funktionen Q — C. Die Folge (f,) heifit
kompakt konvergent in  (man koénnte auch sagen lokal gleichméfig konvergent),
wenn sie in jeder kompakten Teilmenge von 2 gleichméBig konvergiert, d. h. wenn gilt: Zu

jeder kompakten Teilmenge K C © und jedem & >0 gibt es ein ny = np(e, K) mit

|fn(2) — fn(2)] < € fir alle n,m>ng, z€K.

Satz 13.10 Sei Q C C offen, (fn) eine Folge von in  holomorphen Funktionen, die
in Q kompakt konvergent ist. Dann gilt:

a) Die Grenzfunktion f(z):=lim, e fn(2) ist ebenfalls in Q holomorph.

b) Fiir jedes k € IN st auch die Folge der k-ten Ableitungen (fr(zk)) in Q kompakt

konvergent gegen f*) .
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c) Ist Q' C Q offen (eventuell Q' = Q) und ist fir jedes n € N F, in Q' eine
Stammfunktion von f, so, dafy lim, o Fy,(20) existiert fiir ein zo € Q' , so ist die
Folge (Fy,) in Y kompakt konvergent gegen eine Stammfunktion F wvon f mit
F(z) = limy, 00 Fiu(20) -

Beweis. a) Sei I' eine geschlossene, beziiglich @ nullhomotope Kurve in Q. Dann
ist die Punktmenge I' eine kompakte Teilmenge von € und somit ist (f,) gleichméBig

konvergent auf I'. Daraus folgt

/f /mmm w—gg/n -

Mit dem Satz von Morera folgt die Holomorphie von f.

b) Es geniigt zu zeigen: Fiir jedes zp € 0 existiert ein o > 0 so, dal die Folge ( ,(Lk))

in K(z9,0) gleichmiBig gegen f*) konvergiert (jede kompakte Teilmenge von Q li8t sich
durch endlich viele dieser Kreisscheiben iiberdecken). Zu zp € Q wihlen wir 6 > 0 so, daf§
K (z9,9) C 0 ist. Dann gilt fiir jedes o < 6, wobei I', die Kreislinie mit Radius ¢ um zj

ist,

() = k—'/fni(odc fir z € K(zp,0).

a (f,) auf T, gleichm#Big gegen f konvergiert, und da (¢ —z)~*"! auf T', beschrinkt

ist, kann der Grenziibergang n — oo mit der Integration vertauscht werden, d.h. es gilt

196 = oo [ L = 190

271
Ty

die letzte Gleichung folgt aus der Cauchy’schen Integralformel fiir Ableitungen, da f nach
Teil a) holomorph ist. Fiir jedes o' < o ist diese Konvergenz gleichmifig auf K (2o, o'),
denn fiir 2z € K(29,0) gilt

fn(Q) = F(O)

(o— )1 | 0

£(O) = £
o |
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gleichmé#Big beziiglich ¢ € T',, wobei die Abschiitzung von z € K(zp, ¢) unabhiingig ist.
c) Sei A := lim F,(z),
n—oo

z z

Fe) = A+ [ HO& = A+ tim [ 1,0«

20

wobei auf Grund der Holomorphie die Integrale wegunabhingig sind. Ist 2; € €' und
K(z1,0) C @, so gilt fiir z € K(z1,0)

z

Fuler) = F(en) + [ (100 = F(O) |

1

< IR~ PGl + | [(l0) - 10 ]
< \f(fn«) — £ | + |z = 21/ max {|£2(¢) = (O] : [ — 2| < o}

— 0 gleichmiBig auf K(z1, o).

Daraus folgt mit der Uberdeckungseigenschaft die gleichméBige Konvergenz auf jeder kom-

pakten Teilmenge von . O

Wir sind nun in der Lage, eine iiberraschende Verschirfung des Satzes von Arzela—Ascoli
bereits zu beweisen, wobei hier die Forderung der gleichgradigen Stetigkeit entfillt (sie ergibt

sich bereits aus der Beschrénktheit).

Satz 13.11 (Satz von Montel) Sei Q C C offen, f,:Q—C holomorph und (f,)
lokal beschrinkt (d.h. zu jeder kompakten Teilmenge K C Q existiert ein C > 0 mit

|fn(2)| < C fir alle n € N und z € K). Dann enthdlt (f,) eine kompakt konvergente
Teilfolge.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dafl zu jedem zp € Q ein ¢ > 0 existiert so, daf} die Folge
(fn) auf K(z9,0) gleichgradig stetig ist: Ist K eine beliebige kompakte Teilmenge von
Q, so kann K durch endlich viele Kreise dieser Art K(z1,01),. .., K(2m,0m) iiberdeckt
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werden. Mit Hilfe des Satzes von Arzela—Ascoli kann man dann in m Schritten eine Teilfolge

m o _
von (f,) auswahlen, die auf |J K(zj,0;), und somit auf K, gleichméfig konvergiert.
j=1

Sei nun zy € ©, ¢ > 0 so, da8 K(zp,0) C Q gilt, o0 := ¢'/2. Dann gilt nach der

Cauchy’schen Integralformel fiir die ersten Ableitungen

/

fir 2z € K(20,0)-

74 = %\J%«\ < Clan, )

Das ist die Beschrénktheit der Folge (f.) auf K(z,0), woraus in bekannter Weise die
gleichgradige Stetigkeit folgt. O

13.5 Der Fundamentalsatz der Algebra

Es ist jetzt nicht mehr schwierig einen ersten (funktionentheoretischen) Beweis des Funda-
mentalsatzes der Algebra anzugeben, den wir bereits mehrfach verwendet haben. Ein weiterer

Beweis wird mit Hilfe des Ersten Liouville’schen Satzes moglich sein (vgl. Korollar 77).

Satz 13.12 (Fundamentalsatz der Algebra) a) Jedes nicht-konstante Polynom p
(d.h. degp > 1) hat mindestens eine Nullstelle.

b) Jedes Polynom p(z) =37, a;z? vom degn (d.h. a,#0) lift sich schreiben in

der Form

wobei die komplexen Zahlen z;, die Nullstellen von p, bis auf die Reihenfolge eindeutig

bestimmt sind, mj; € N, n=mq+...+m,.
Beweis. a) Wir nehmen an, da p(-) keine Nullstelle hat. Dann ist

1
¢(z) .= — inganz C holomorph.
p(2)
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Aus p(z) = 2"(apz "+ a1zt ™+ ...+ a,_ 127t +a,) fir z#0 folgt wegen
awz " +aizt "+ a1z P Han —an £ 0 fir |z|— o0
offenbar
Ip(z)| — o0 fir |z|—o0.

Wenden wir das Maximum-Prinzip (Satz ??), auf K (0, R) an, so folgt damit
max{\q(z)\ 2| < R} - max{\q(z)\ 2| = R} ~ 50 fir R—so0.

Daraus ergibt sich ¢(z) =0, was mit der Definition ¢(z) = 1/p(z) nicht vereinbar ist.

b) Sei z; eine Nullstelle von p. Polynomdivision durch (z — z;) liefert

p(z):(z—2z) = an<z”+@z”_1+...+a—0) D (z—21)

an an
= ap(2" 14 )+ R (z—21) (RLEC)
= appn-1(2)+ Ri:(2—21)

mit degp,—1 =n—1, also

p(z) = anpn—l(z) (2 - 21) + R;.

Fir z = z; verschwindet die linke Seite und der erste Term auf der rechten Seite; also ist
R1 =0,d h. es gilt

p(z) = anpn—l(z) (2 — 21) .

Ist n—1 > 1, so kann das gleiche Verfahren auf p, ;1 angewandt werden; n—fache

Anwendung des Verfahrens liefert

p(z) = an(z—21) (2 —22) ... (2 — zp) .

Zusammenfassung der Terme mit gleichen Nullstellen z; liefert die behauptete Darstellung.

Die z; sind dadurch eindeutig bestimmt, dafl es genau die Nullstellen von p(-) sind.
Die m; geben an, wie oft p(-) ohne Rest durch die Faktoren (z — z;) dividiert werden

kann. O
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13.6 Ubungsaufgaben

13.1 Man berechne /(22 +9)7'dz (k=1,2,3) fir

Ty

I't = Kreis mit Radius 1 um 3¢,
I's = Kreis mit Radius 1 um -—-3i,
I's = Kreis mit Radius 4 um 0

(Partialbruchzerlegung).

13.2 Sei Q C C offen, 2y € Q, f : @ — C stetig und holomorph in Q\{zp}; dann ist
f:Q— C holomorph.
(Man benutze den Satz von Morera; dabei geniigt es z. B. zu zeigen, dafi Integrale

iiber Dreieckswege in K (zp,7) C Q verschwinden.)

13.3 Seien f, : K(zp,7) — € holomorph (n € IN) und

|fa(z+iy) — fm(z+iy)| d(z,y) —0  fir n,m—oc.

K(z0,r)
Dann ist fiir jedes o <r die Folge (f,) in K(zp,0) gleichméBig konvergent.
13.4 Sei 2 C C offen, f:Q— C holomorph.

a) Ist  zusammenhingend und nimmt Re f oder Im f in 2 sein Supremum

an, so ist f konstant.

b) Sei A eine kompakte Teilmenge von 2. Ist |f| auf dem Rand von A konstant,
so ist f konstant oder f besitzt eine Nullstellein A. (Es ist niitzlich, auch die

1
Funktion — zu betrachten.)

13.5 Man beweise

- —e™® firz>0,
1 e’L$ 1
lim — dt =< 2 T
Roeo 2 /i—t p  fre=0,
R 0 fir £ < 0.

Anleitung: Fiir « > 0 betrachte man den geschlossenen Integrationsweg von —R auf
der reellen Achse nach +R und auf dem Kreisbogen um 0 in der oberen Halbebene
zuriick nach —R; man zeige, dafl das Integral iiber den Bogen fiir R— 0o gegen 0

strebt. — Fiir = <0 benutze man den Bogen in der unteren Halbebene.
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13.6 Sei f holomorph bei zy, f’(20) # 0. Dann existiert eine offene Umgebung U von
20 , die bijektiv auf eine offene Menge f(U) abgebildet wird. Die Umkehrfunktion g¢

von f:U — f(U) ist ebenfalls holomorph und es gilt ¢’ = Fog

13.7 Man berechne das Integral iiber den Kreis mit Radius 2 um 0 fiir die Funktionen

1—-expz cos z

f(z):ma Q(Z)Zm-
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14 Potenzreihenentwicklungen holomorpher Funktionen

14.1 Taylorentwicklung

Wir erinnern zunéchst an einige Begriffe und Ergebnisse aus der Analysis I, die vollig un-
verdndert iibernommen werden koénnen, da wir sie schon dort im Komplexen formuliert hat-

ten. Eine Potenzreihe hat die Form
x
Zan(z—z())” (z€C);
n=0

dabei heifit z9g € C der Entwicklungspunkt, a, € C sind die Koeffizienten der

Potenzreihe. Zur Erinnerung beweisen wir den folgenden Satz nochmals:

Satz 14.1 Sei eine Potenzreihe Y 0 an(z — 20)" gegeben,

-1
0 = {limsup\an\l/”} (wobei 0 und oo zugelassen sind).
n—o0

Dann ist die Potenzreihe absolut konvergent fir jedes z € K(zg,0), kompakt konvergent in
K(z0,0), divergent in C\K(z9,0). o wird deshalb als Konvergenzradius bezeichnet; die
Formel fir o heifit die Hadamard’sche Formel. (Auf dem Rand des Kreises, 0K (zo, 0) =
{z € C: |z — 2| = o}, ist eine allgemeine Aussage nicht méglich: Man betrachte z. B. die

Reihen Y n~22", S n712" Y 2" in K(0,1).)

. . 1 1 1 . .
Beweis. Sei ¢ < g, 0" ==(0'+0),also — > —. Wegen — = limsup |a,|"/" gibt es
2 o' o 0
dann ein ng := np(e”) mit
1/n 1 .
lan|”"™ < — fir n > ny.
1Y
Also gilt fiir z € K(z9,0') und n > Ny
/
Y
lan(z — zo)”\l/” = |z — 2| \an\l/” < = <1

1%
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Nach dem Wurzelkriterium ist also die Reihe in K (29, ¢) absolut und gleichmsfig konver-

gent. Da dies fiir jedes o' < ¢ gilt, ist die Reihe in K(z9, 0) kompakt konvergent.

Sei nun |z — zp| > p. Da es eine Teilfolge (an,) der Koeffizientenfolge gibt mit

1
|ty | Y™ — limsup |a, |V = =,
n—o00 0
folgt
1/n _
an,, (2 — 29)™ f o \ank\l/”k\z—ZO\%M > 1.
und somit
|an, (2 — 20)™ | — 00 fir k—o0.
Die Reihe kann also nicht konvergieren. ad

Satz 14.2 Die Potenzreihe Y > an(z — 2z9)" konvergiere in K (zg, ). Die Funktion f

sei definiert durch
fiK(0,00—C,  f(z) =) an(z—2)"

Dann gilt fir alle k € N und z € K(zo,0)

o0

F®) (2 Z (n—=1)...(n—k+1)a,(z—2)"F,

d. h., man erhilt die Potenzreihe fir f%*) | indem man die Reihe fir f gliedweise differen-

ziert.

Beweis. Mit Hilfe der Hadamard’schen Formel ist leicht zu sehen, daf} die formal ab-
geleitete Reihe den gleichen Konvergenzradius hat, d.h. die Folge der Partialsummen der
abgeleiteten Reihe konvergiert in jedem kleineren Kreis gleichméflig. Daraus kann durch

Grenziibergang unter dem Integral leicht geschlossen werden, dafl die formal abgeleitete Reihe
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die Ableitung darstellt. — Wir kénnen aber auch etwas eleganter vorgehen: In K(zg, 0) gilt

im Sinne der kompakten Konvergenz
m
Z an(z — 20)" — f(2) .
n=0

Mit Satz 77 folgt hieraus

m m k)
Zn(n —1) ... (n—k+1Dan(z—2)"F = (Z an (z — 20)”) —s fR(2),
n=k n=0

ebenfalls im Sinne der kompakten Konvergenz in K (zo, ) . O

Satz 14.3 (Taylor—-Entwicklung) Sei f holomorph in Q mit K(zp,r) C Q. Dann

gibt es genau eine Potenzrethe
o
Z an(z — 29)" Taylor—Entwicklung um z
n=0

mit Konvergenzradius o > r, die fir alle z € K(z9,7) die Summe f(z) hat. Es gilt

1 1 f(©)
— — f( - SRS P |
an nl f (20) oi (C _ Z())n+1 Ca
r
wobei T' in K(zg,r) den Punkt zy genau einmal in positiver Richtung umlduft. — Fir

die Koeffizienten gilt die Cauchy’sche Abschéidtzung
janl < 7" max {|f(2)] + |2 =20 =} fir jedes n € (0,7).

Beweis. Fir ne (0,r) sei T’ der Kreis um 2z, mit Radius n (positiv orientiert),

_ ™ (2)

nl
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wobei die letzte Gleichung die Cauchy’sche Integralformel fiir Ableitungen ist (Satz ?7).
Abschétzung des Integrals durch Weglinge x Maximum des Integranden ergibt

1 1
anl < 5-2mn ey max {|£(Q)] = I¢ = =0l =}

und somit die Cauchy’sche Abschétzung.

Mit der Hadamard’schen Formel (Satz ??) folgt hieraus sofort ¢ > n fiir jedes n < r, also
0 > r; das ergibt sich aber auch implizit daraus, da§ die angegebene Reihe fiir z € K(zg,r)
gegen f(z) konvergiert, was im folgenden ohne Kenntnis des Konvergenzradius bewiesen

wird.

Fir (€I, mit n<r und z € K(z,n) gilt

z— 2 —
0‘_‘2 ZO‘ =:q <1,
¢ — 20 U]

also (geometrische Reihe)

11 1 1 i z—2\"
(—z (-2 _27% (-2 2= \(—2
¢—20
Diese Reihe hat (bei festem z € K(zo,7n)) fir alle ¢ € T, die geometrische Reihe ) ¢7 als

Majorante, ist also auf I',, gleichmifig konvergent. Deshalb kann in der folgenden Rechnung

der Grenziibergang in der Summe mit dem Integral vertauscht werden:

G L (22
fle) = %F/@dc_Q—ﬂF/f(c)C—zOZQ—ZO) “

n=0

27Tirn C—Z()m—mon 0 C—Z()
1 " 1 Z— 2\
N 2—71'Zm—>ooz /f(C)C—Z() (C—ZO) C

=0r,
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mit oben erkldrten a,. Wegen

¥ (z) = i apn(n—1) ... (n—k+1) (20 — 20)" "
n=~k

= klay fir alle k € INg

ist die Potenzreihe durch f eindeutig bestimmt. a

Korollar 14.4 Ist o der Konvergenzradius der Potenzreihe Y ° an(z — 20)" wund
r > o, so gibt es keine in ganz K(z9,7) holomorphe Funktion, die in K(zg,0) mit der
Rethe tbereinstimmt. — Mit anderen Worten: Es gibt mindestens einen Randpunkt von

K(z,0), tber den hinaus die Funktion nicht holomorph fortsetzbar ist.

Beispiel 14.5 Die Funktion

fC\{1} —=C,  f(2) =

ist offenbar holomorph und es gilt (geometrische Reihe)
[e.9]

f(z) = Zz” fir zeC mit |z|<1.
n=0

Auf Grund der Eindeutigkeit der Taylorreihe ist dies die Taylorentwicklung von f um
zg = 0. Diese Potenzreihe hat den Konvergenzradius 1; tatséchlich ist sie fiir alle z mit

|z| =1 divergent. #
Beispiel 14.6 Der Hauptwert des Logarithmus

In: C\(—o0,0] — C
ist die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion, genauer, die Umkehrfunktion von

exp:{zeC:—w<Imz<7r}—>(D.

Aus der Differentiationsregel fiir Umkehrfunktionen folgt wie im Reellen

1 1 1

/(=) = (exp ™)' (2)

" exp/(lnz)  exp(lnz) 2
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Damit erhalten wir fiir die Koeffizienten der Taylorentwicklung um zg = 1:

1

a = 5(1) =0,
1 1
= —1l(1) = = =1
*1 1! n( ) Zlz=1 ’
1 1 _ 1 (—1)nt
R T (1) _ ~(_1\n—1 1\ _
an, = p In' (1) = n!( D" (n 1).2n s

Die Taylorentwicklung um zg =1 lautet also

Sie hat den Konvergenzradius 1; fiir z = 0 ist sie z. B. divergent, fir 2z = 2 dagegen

konvergent. (Es sei dem Leser iiberlassen, noch einige weitere Punkte zu untersuchen).  #

Fiir die Taylorreihen von exp, cos, sin, ... erh&lt man natiirlich die aus der reellen

Analysis bekannten Reihen. Darauf braucht hier nicht weiter eingegangen zu werden.

14.2 Folgerungen aus dem Taylor’schen Satz

Satz 14.7 (Identitdtssatz) a) Sei f(z) = oo gan(z—20)" fir z € K(zp,7). Gilt
f(z;) =0 fir eine Folge (zj) aus K(zo,r)\{0} mit z; — 2o, so gilt

an = 0 firalle nelNy, also f(z)=0 in K(z,r).
b) Sei Q C C offen und zusammenhdingend, f : Q— C holomorph. Hat die Null-

stellenmenge {z € Q : f(z) = 0} einen Hdiufungspunkt in Q, so gilt f(z) =0 in
Q.

Beweis. a) Wir beweisen a, =0 durch Induktion nach n.

n = 0: Aus der Darstellung von f als Potenzreihe, und aus der Stetigkeit einer durch eine

Potenzreihe dargestellten Funktion, ergibt sich

ao = f(20) = jlggof(zj) = 0.
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n=—n+1: Die Induktionsannahme lautet also a,, = 0 fir m = 0,1,...,n. Wir
definieren
o
fu(z) = Z ar(z — z9)F "1 fir |z—z2 <r;
k=n-+1

fir z € K(z0,7)\{20} ist offenbar (man beachte die Induktionsannahme)
fa(2) = {F(2) = D anlz = 20"z = 20) ™7 = f(2) (2 - ),
k=0

woraus sich die Konvergenz der Potenzreihe fiir f, in K(zp,r) und somit die Stetigkeit

von f, im Punkt zy ergibt. Zusammen mit
Falz) = f(z) (z—20) " =0
ergibt sich also (wie bei n =0)

ant1 = fn(20) :jliglofn(zj) = 0.

b) (i) Sei zp € Q ein Haufungspunkt der Nullstellenmenge von f, o > 0 so, da8
K(z0,0) C Q gilt. Nach dem Taylor’schen Satz hat dann f eine Darstellung der Form

f(2) :Zan(z—z())” fir z € K(20,0).

Mit Teil a) folgt f(z) =0 in K(zp,0).

(ii) Es bleibt zu zeigen: Ist z € Q beliebig, so gilt f(z) =0. Da Q zusammenhingend
ist, gibt es eine Kurve I" in  mit Anfangspunkt z; und Endpunkt z.

Sei >0 so,dal K(w,r)C Q gilt fiir jedes w € I' (fiir » kann man das Minimum der
stetigen Funktion d:I'— R, d(w) = inf{|lw—(|: ¢ € C\Q} wihlen; dieses ist positiv). Es
gibt also endlich viele Punkte zi,...,2, := 2z so, daf8 die Kreise K(z;,5) (j =0,1,...,n)
ganz I iiberdecken, d.h. bei geeignet gewahlter Reihenfolge gilt

zjy1 € K(zj,7) fir j=0,...,n—1.

Nach (i) ist f(w) =0 in K(zp,7). Insbesondere ist z; Haufungspunkt der Nullstellen
von f und somit f(z) =0 in K(z1,r). Induktiv erhdlt man so schlieBlich f(w) = 0
in K(zy,r), also insbesondere f(z) = 0. Dieses Verfahren wird als Kreiskettenverfahren

bezeichnet. O
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Korollar 14.8 Sei Q C C offen und zusammenhdngend, f, g: Q2 — C holomorph.

a) Gilt f™(2) =0 firalle ne Ny und ein 2z € Q, so gilt f(z)=0 in Q.

b) Hat die Menge {z € Q: f(2) = g(2)} einen Hiufungspunkt in Q, so gilt f(z) = g(z)
in Q.

c) Stimmen f und g auf einem Kurvenstick in Q berein, so gilt f(z) =g(z) in Q.

Eine auf ganz C holomorphe Funktion wird als ganze Funktion bezeichnet. Ihre Taylor-

reihe um jeden Punkt zp € C ist in ganz C konvergent (Konvergenzradius = o).

Satz 14.9 Sei f:C— C eine ganze Funktion. Gibt es ein m € N und ein C >0 mit
lf(z)] < C(A+12))™  firalle z€C,

soist f ein Polynom vom Grad < m. (Die verlangte Abschitzung ist offenbar dquivalent

zu |f(2)] < C'Nz|™ fir grofe |z|; d.h. sie bedeutet, dafi f hdchstens wie |z|™ wdichst.)

Beweis. Die Cauchy’sche Koeffizientenabschitzung liefert fiir o > 1

janl < o max{|f(2)]: J2] = of
— 0 fir o—o0 und n>m.

Also ist a, = 0 fiir n > m, d.h. die Taylorreihe ist endlich, genauer: ein Polynom vom
Grad <m. ]

Korollar 14.10 (Erster Satz von Liouville) Ist f eine beschrinkte ganze Funktion,

so ist f konstant.

Der Beweis ergibt sich aus dem vorhergehenden Satz mit m = 0.

Zweiter Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra. Jedes Polynom p vom Grad
> 1 hat mindestens eine Nullstelle: Hitte p keine Nullstelle, so wire 1/p eine ganze
Funktion, die fiir z— 0o gegen Null strebt. Nach dem Ersten Satz von Liouville ist sie

dann identisch Null, ein Widerspruch. a
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Sei f holomorph bei 25, m € INg. Wir sagen zp ist eine m—fache Nullstelle
(Nullstelle mit Vielfachheit m ), wenn gilt

f(z) = (2= 20)"g(2)

mit einer bei zy holomorphen Funktion ¢ mit g(z) #0.

Satz 14.11 Sei f holomorph bei zy. Dann ist zy genau dann eine m—fache Nullstelle

von f, wenn gilt

f™(z) =0 fir n=0,...,m—1, ™ (z9) #0.

Beweis. =—: Sei z, eine m-fache Nullstelle, f(z) = (z — 20)™g(z). Die Ableitungen
0™ mit n < m bestehen aus Termen, die alle mindestens einen Faktor (z—z) enthalten;

also gilt f(™(z) =0 fiir n < m . Die Ableitung f(™ enthilt neben solchen Termen auch
mlg(z); also gilt  f(™)(20) = m!g(z0) #0.

—: Gilt f™(z) =0 fir n<m und f™(z) # 0, so lautet die Taylorreihe um 2z

o0

@) = 2 ) (o z0)"

n=m

= (o- 20)’”2 g T o) (e = 20

= (2= 20)"9(2)
mit
9(z) = Y (nJrlm')f(nJ“m)(zo)(z—Zo)"a 9(20) = i;f(m)(zo) # 0 O

Beispiel 14.12 An der Entwicklung des Sinus um zo =0

— (1"
sinz = Z — 7 2ntl
n=0 (

2n 4+ 1)!

erkennt man, daf§ zyg = 0 eine einfache Nullstelle ist. Mit
sinz = (—1)"sin(z — nm)

folgt hieraus, dafl alle nw (n € ZZ) einfache Nullstellen sind. Aus Aufgabe ?? wissen wir,

daBl sin keine weiteren Nullstellen in C hat. #
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14.3 Ubungsaufgaben
14.1 Die Potenzreihe von f um 2y habe den Konvergenzradius r, 0 < r < co.

a) Es gibt mindestens ein z; mit [z — 29| = 7 so, dal f in keinen Kreis um z;

holomorph fortsetzbar ist.
b) Man zeige an Beispielen, dafl insbesondere folgende Situationen auftreten:
«) die Potenzreihe konvergiert in keinem Randpunkt und mit Ausnahme eines
Punktes ist f iiber jeden Randpunkt hinaus fortsetzbar,
B) die Potenzreihe konvergiert in jedem Randpunkt.

14.2 a) Sei Q C C offen, f:Q—C stetig, f holomorph in Q\g, wobei ¢ eine
Gerade in C ist. Dann ist f holomorphin € (Satz von Morera, vgl. Aufgabe
?7).
b) Sei QCCi:={z€C :Imz > 0} und (a,b) CR ein Stiick des Randes von
Q, f:QU(a,b) — C sei stetig, holomorph in © und f(z) € R fir z € (a,b).

Dann ist

_— f(z) fir z€QU(a,b),

holomorph in QU (a,b) U Q*. Diese Fortsetzung ist eindeutig bestimmt

(Schwarz’scher Spiegelungssatz).
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15 Isolierte Singularitédten, Laurentreihen, Residuensatz

15.1 Die Laurententwicklung

Sei Q C C offen, f:Q— C holomorph, zy € C (nicht notwendigin Q). Der Kreisring
K:{ZEC:T<\2—ZO\<R}, 0<r<R

liege ganz in (2.

Ist T, der Kreisweg (in positiver Richtung) mit Radius 7 um zp, so gilt auf Grund
der Cauchy’schen Integralformel (Satz ??) fiir jedes § € (0, (R—1r)/2)

(2) =5 /C—Z C—/ fir r4+0<|z—2)|<R-9.

I'r—s I P

Fir z€ K(2,R—0) und ( € 'r_s gilt (vgl. Beweis des Taylor’schen Satzes)

I 1 1 1 1 i(z—zo)n
C—=z (—20—(2—20) (-2 _27% (-2 “= \(— 20
¢— 20

i (z—20)"

= (¢ — zo)™H!
— R —26

Wegen z zO 7 = q(R,0) <1 firalle ( €T'gp_s und z € K(zp, R —20) ist

— % _

die Konvergenz gleichméBig beziiglich z € K(zp, R —20) und ¢ € I'p_5. Ebenso gilt fiir
z € C\K (29,7 +6) und ¢ €T,y

I 1 -1 1 7—1?’:(—20”
(—z  C-zm—(2-2) z-2, C=2% z2-2 = \z-2
Z— 20
_ _i@—izo,_ Z 2—20 _
o (2_20 n+l _20 n+1’

n=0

n=—oo

wobei hier die Konvergenz gleichméfig ist beziiglich z € C\K (20,7 +26) und ¢ € T,ys.

Damit folgt (da der Grenziibergang in der Reihe vertauschbar ist mit der Integration) fiir z
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mit r+0 <|z—2| <R-9

-1

_ 1 o (2" (z—20)"
) = 529/ O3 [ 10 3 g

I'r—s r+68

o0

= Z an(z —29)"

n=—oo

mit

(1 f(©)
9 / (€= 2)7 7 d¢ fir n >0,
Tr—s
n = 1 f(©) .
5 (€= 27 ¢ fir n<o0
Trts
= QLm %d{ firalle neZ,r<o<R.

Ty

Diese Reihe konvergiert gleichméBig beziiglich z € {z €eC:r+20<|z—2z| <R-20 } ;

da 0 > 0 beliebig war, konvergiert sie gleichméflig in jedem kleineren Kreisring als K .

— Der ,positive“ Teil der Reihe (n > 0) ist formal gleich wie eine Taylorreihe. Ist f
ins gesamte Innere von I', holomorph fortsetzbar, so erhdlt man tatséchlich a, = 0 fiir
n < 0, d.h. man erhilt dann die Taylorreihe um z5. Zusammen mit Satz 7?7 haben wir

damit bewiesen.

Satz 15.1 (Laurentreihe) Ist f in Q holomorph und
K = {ze@:r<\z—zo\ <R}CQ,

so gilt die Laurententwicklung von f um zg,

f(z) = E an(z —20)" fiur alle z € K,
mit
1 f()
n = d Y Z’ R.
a omi | (€= 2y ¢, ne r<o<
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Die Konvergenz ist gleichmdf$ig in jedem kleineren Kreisring
KE:{ZEC:T+€<\2—ZO\<R—E}, e>0.

Ist |f(2)| <M firalle z mit |z— 29| =0 so gilt die

M
Cauchy—Abschiitzung lap| < —.

Y2

)

Die Ableitungen von f(-) kénnen durch gliedweise Differentiation der Reihe berechnet wer-

den.

15.2 Isolierte Singularitidten

Ein Punkt 2z heifit eine isolierte Singularitidt der Funktion f, wenn ein Kreisring der

Form
K = {ze@: 0<\z—zo\<5}

(Kreis ohne Mittelpunkt, punktierter Kreis) existiert, in dem f holomorph ist.

Sei 2y eine isolierte Singularitdt von f,

o0

Z an(z — 29)" die Laurententwicklung von f um zp.

n=—oo
Dann ist der Hauptteil der Laurentreihe von f bei 2zy definiert durch

-1

Z an(z — 20)" = Z a_n(z—20)"".

n=—oo

Man unterscheidet drei Typen von isolierten Singularitéten: Eine isolierte Singularitit 2z
von f heifit

— hebbar, falls der Hauptteil der Laurentreihe bei zy verschwindet (d.h. die Laurent-

reihe ist eine Potenzreihe; die Funktion ist nach 2y holomorph fortsetzbar, es liegt

1

eigentlich gar keine Singularitét vor, z.B. f(z) =z 'sinz mit zp=0,p=1.
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— ein Pol, falls der Hauptteil der Laurentreihe bei zy endlich ist, Y7 a_,(z — 29) ™"

mit a_, # 0; die natiirliche Zahl p heifit die Ordnung des Pols z;z.B. f(z) =z"!
mit zg=0,p=1.

— eine wesentliche Singularitét, falls der Hauptteil der Laurentreihe bei zg unendlich

1
ist, z.B. f(z) =exp(1/2) =307, —2 " mit 2 =0.
n

Natiirlich kennt man nicht immer die Laurentreihe explizit; es scheint deshalb schwer zu sein,
zu entscheiden, welcher Typ einer isolierten Singularitdt vorliegt. Tatséchlich ist es auch
moglich, diesen am Verhalten der Funktion in der Umgebung der Singularitit zu erkennen;

dies wird im folgenden gezeigt.

Satz 15.2 (Riemann’scher Hebbarkeitssatz) Eine isolierte Singularitit zy von f
ist genau dann hebbar, wenn f in einer punktierten Umgebung von zy beschrdnkt ist.

Beweis. —: Ist klar,da f nach zy holomorph fortsetzbar ist.

<=: Sei |f(z)]|< M fiir z aus einer Umgebung von z. Fiir hinreichend kleine o > 0
liefert die Cauchy’sche Abschétzung (vgl. Satz ?7)

M
lan| < — fir alle neZ.
0

Fir n < 0 und ¢—0 folgt hieraus a, = 0, d.h. der Hauptteil der Laurentreihe

verschwindet. O

Satz 15.3 (Satz von Casorati—Weierstrafl) FEine isolierte Singularitit zy wvon f

ist genau dann eine wesentliche Singularitdt, wenn gilt:

fiir jedes w € € wund jedes € >0 existiert in jedem punktierten Kreis {z € C :
0<|z—20 <6} ein z mit |f(z) —w| <e (d. h. das Bild jedes punktierten

Kreises um zy st dicht in C ).

Beweis. <—=: Nehmen wir an, dal 2y nicht wesentliche Singularitét ist. Dann gilt

(i) zo ist hebbare Singularitét, d.h. f ist beschrédnkt nahe zy, oder
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(ii) zo ist Pol, d.h. es gilt mit einem p € N und a_, #0

FGl = =2l | Y anplz = 20)"
n=0

[e.9]
> |z =20/ {lapl = Y lan-pl |z — z0l" }
n=1

-~

—o0 fiur z—20

— oo fur z—2zg.

Beides widerspricht der Dichtheit der Bilder punktierter Kreise um z .

=: Wir nehmen an, daf} die Behauptung nicht gilt, d. h.
JwelC,e>0,6>0
mit
|f(z) —w| >¢e firalle z¢& K(z9,9)\{20}.

Dann ist g(z) := (f(z) —w)~! holomorph und beschrinkt auf K (zp,d)\{zo}. Also ist nach
Satz ?? g(-) holomorph nach zy fortsetzbar, d.h. es existiert eine in K(zg,d) holomorphe

Funktion A mit

h(z) = g(2) = (f(z) —w)™!
fir z € K(20,0)\{z0}.

) = =+w

Wir unterscheiden zwei Falle:

(i) h(z0) #0: Dannist h(-)~!+w eine holomorphe Fortsetzung von f auf K(zp,d)
d.h. zp ist eine hebbare Singularitdt von f.
(ii) h(z0) =0, h(z) = (2 — 20)"ho(z) mit n € N und ho(zp) #0. Aus

flz) = (z=—2)™" #(2) +w

(1/ho(-) holomorph bei 2y mit 1/ho(z0) # 0)

= (2—20)‘”ibm(z—zo)m+w (mit by #0)

m=0

folgt, dafl 2y ein Pol (der Ordnung n) von f ist.
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In beiden Fillen erhalten wir somit einen Widerspruch zu der Voraussetzung, dafl z; we-

sentliche Singularitét ist. O

Damit konnen wir nun auch Pole durch das Verhalten der Funktion in der Ndhe der

Singularitét charakterisieren.

Satz 15.4 FEine Singularitit zo von f ist genau dann ein Pol, wenn gilt

|f(2)| — o0 fir z—z.

Beweis. —: Dies wurde bereits im Beweis des obigen Satzes benutzt und deshalb dort

bewiesen.

<=: Gilt |f(z)] — oo fiir z—> 2, s0ist zp nach dem Riemann’schen Hebbarkeitssatz
nicht hebbar und nach dem Satz von Casorati—Weierstrafl nicht wesentlich; also ist zy ein
Pol. a

Ohne Beweis geben wir dafiir noch die folgende ganz wesentliche Verscharfung des Satzes
von Casorati—Weierstrafl an; fiir einen Beweis vergleiche man z. B. H.Behnke — F. Sommer:

Theorie der analytischen Funktionen einer komplexen Verénderlichen, § V. 6.

Satz 15.5 (Satz von Picard) Ist zy eine wesentliche Singularitit von f, so gilt fir

jedes € > 0:
— {f(z):0<\z—20\<6} = C, oder

— JaeC mit {f(z):0<\z—20\<6} = C\{a},

d. h. das Bild jedes punktierten Kreises um zg ist entweder ganz C, oder C ohne genau

einen Punkt.
Beispiel 15.6 Die beiden im Satz von Picard beschriebenen Fille treten tatséchlich auf:

(i) Fir f(z) =exp(l/z) und zp =0 tritt der zweite Fall ein mit ¢ =0.
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1
(ii) Fir f(z) = cosh(1/z) = 5{ exp(l/z) + exp(—l/z)} und zgp = 0 tritt der erste Fall

ein. Tatséchlich gibt es fiir jedes ¢ € C ein z mit f(z) = c; dieses erhélt man, indem

man zunéchst die Gleichung fiir exp(1/z)

= 5{eotr + )

nach exp(1l/z) auflost,

exp(l/z) = ct V2 -1 #0,

woraus sich ergibt

z = {ln(c:l: 02—1)}_1. #

15.3 Residuenkalkiil

Ist zg eine isolierte Singularitdt von f, so wird der Koeffizient a_; der Laurentreihe von

f um zp,
1 o .
a_, = Q—/f(z)dz (¢ >0 hinreichend klein)
e
I
als Residuum von f bei zy bezeichnet, kurz Res(f,29). — Zumindest an Polstellen

148t sich das Residuum berechnen, ohne dafl man die Laurentreihe explizit bestimmt:

Satz 15.7 (Berechnung des Residuums) Sei 2y ein Pol der Ordnung p € N won
f. Dann gilt

) » (p—1)
Res(f,20) = Jim o5 {(z =207}

Beweis. Die Laurentreihe von f um zp lautet

f(z) = Z an(z — 29)" fir 0<|z—2|<e.
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Damit folgt

p—1) e 1)
(p_ll)!{(z—zo)pf(z)}( - (p_ll)!{nzgan—p(Z—ZO)n}(

Z an_pn(n — 1) .. (n —p+ 2) (2 . Z())n_p‘H

- 1
B — 1!
(p 1) n=p—1

(fir z—>2p Dbleibt nur der Term mit n=p—1)

aap = 1) (- 2) ()

= a_q fir z—> 2. a

Satz 15.8 (Residuensatz) Sei Q C C offen, f in Q holomorph bis auf isolierte
Singularititen {z; : j € I} (die sich natirlich nicht in Q  hdufen konnen), T' eine
doppelpunktfreie positiv orientierte geschlossene Kurve in Q\{z; : j € I}, deren Inneres O

ganz in ) liegt. Dann gilt

/f(z)dz = 2mi Z Res (f, zj) .

2;€0

Der Beweis ergibt sich sofort aus der Tatsache, da8 I' beziiglich Q\{z;:j € I} homotop
ist zur Summe kleiner (ebenfalls positiv orientierter) Kreise um die z; € O; das Integral

iiber diese (hinreichend kleinen) Kreise um z; liefert gerade 2mi Res (f, 2;).

Bemerkung: In obigem Residuensatz kann auf ,,doppelpunktfrei“ und , positiv orientiert“
verzichtet werden, wenn man statt dessen beachtet, wie oft die Kurve I' die Punkte z; (in

positiver oder negativer Richtung) umlauft:
Umlaufzahl nr(z;) € Z.

Es gilt dann offenbar

/f(z)dz = QWiZnF(zj) Res (f, 2j);

jel

die Summe ist stets endlich (!). In vielen Fillen kann der Residuenkalkiil benutzt werden,

um auf sehr einfache Weise reelle Integrale zu berechnen:
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Satz 15.9 (Berechnung reeller Integrale) a) Sei f holomorph in {z € C :
Im z > —e} bis auf isolierte Singularititen; auf R liege keine Singularitit und in

Ct = {2€C:Im 2z >0} liegen nur endlich viele Singularititen. Gilt auferden

/f(z)dz—>0 fiir r— 00,

rf

wobei TN der Halbkreisbogen von +r nach —r in der oberen Halbebene ist, so gilt

/f(x)dx = 2mi Z Res (f, z;)
R

Im Zj >0
(wobei auch die Existenz dieses Integrals folgt).

b) Die entsprechende Aussage gilt mit entsprechend definiertem I'” auch fir die untere

Halbebene, wobei die Formel dann lautet:

/f(x)dx = —2mi Z Res (f, z;j) -
R

Im Zj <0

c) Die Forderung beziiglich des Integrals iiber T} bzw. T, gilt insbesondere, falls
|f(2)| < Clz|7'0 fiir hinreichend grofle z gilt.

Beweis. Es geniigt, Teil a) explizit zu beweisen: Es gilt

T—00

[ f@)as = 1 / f(z) da
R —r

(mit Fﬁ) = (Strecke von — 7 nach r) + T\ )

)

(fiir » hinreichend grof umléuft I‘ﬁ alle Singularititen

mit positivem Imaginérteil )

= dim {omi 5 Res(fiz) - /f(z)dz}

r—00 Im Zj >0

= 2mi Y. Res(f, z).

Im Zj >0
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Beim Beweis von Teil b) ist lediglich zu beachten, dafl die entsprechende Kurve F(+_) die
Singularitdten mit negativem Imaginérteil in negativer Richtung umléuft; dies verursacht das

Minuszeichen. d

Beispiel 15.10 Aus der reellen Analysis ist bekannt, daf

1 r

/— dzr = lim arctanzx =7
1+ xr2 r—00 —_r

R

gilt. Dieses Integral kénnen wir nun auch mit obigem Satz berechnen. Der Integrand hat nur

die Singularitdten =i, die jeweils Pole der Ordnung 1 sind.

Fiir die Residuen gilt

1 . . Z—1 . 1 1

Res (—, z) = lim ———— = lim — = —,
1+ 22 =i (z4+14)(z—1) =i 241 28
1 —1

o () =

2 2i

Damit folgt

1 ) 1 .
/l—i—xde = 2mi Res (m, z) =T
R

1 , 1 .
/md.% = —271t Res (l—i——22’ —Z) = T. #
R

Beispiel 15.11 Ganz entsprechend kénnen wir jetzt auch das Integral

eix
d
/ T+a2

R

berechnen. Fiir den Integranden gilt

e—Imz

67«2
‘1—1—22‘ T+ 22
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d.h. er ist fiir z mit groem negativen Imaginérteil sehr groB; fiir das Integral iiber I',,
148t sich also nicht ohne weiteres zeigen, dafl es gegen 0 strebt (Teil b) des obigen Satzes

ist also nicht anwendbar). In der oberen Halbebene gilt

e’ 1
<
‘1—1—22‘ - 1+ 220

d.h. das Integral iber T’} geht gegen 0. Somit gilt nach Teil a) des Satzes

iz iz

el . e . . e
dr = 2mwiRes (—, z) = 2milim -
1+ x2 1+ 22 21 2+ 1
R

-1
= omis— =T,
24 e
(Dieses Beispiel macht insbesondere deutlich, daf§ es nicht immer méglich ist, Teil a) und

Teil b) des Residuensatzes anzuwenden.) #

15.4 Abzihlen von Nullstellen und Polen

Sei Q C C offen. f heiit in Q meromorph, wenn es in €2 bis auf Pole, die sich in

nicht hdufen, holomorph ist.

Eine in 2 meromorphe Funktion hat also in jeder kompakten Teilmenge K von ) nur

endlich viele Pole zi,...,z, mit Ordnungen pi,...,p, (n=n(K)). Also ist

n

9(2) = f(2) [[(z = 2)"

J=1

holomorph auf ganz K fortsetzbar, bzw. f ist in K der Quotient einer holomorphen

Funktion g und eines Polynoms p(z) = [[_;(#—z;)?. — Mit Hilfe des Weierstraf’schen

j=1
Produktsatzes (vgl. § 18) werden wir sogar zeigen kénnen: eine Funktion ist genau dann

meromorph in {2, wenn sie in ganz ) Quotient zweier holomorpher Funktionen ist.

Satz 15.12 (Nullstellen und Polstellen zihlendes Integral) Sei Q C C offen,

f meromorph in Q, T' eine doppelpunktfreie positiv orientierte geschlossene Kurve in €,

die keine Nullstelle und keinen Pol trifft, deren Inneres ganz in 2 liegt. Dann gilt

1 ) N
I ) dz=N-P
r
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mit
N = Zahl der mit Vielfachheit gezdhlten Nullstellen im Innern von I,

P = Zahl der mit Ordnung gezdhlten Pole im Innern von I'.

Beweis. Da die Kurve T' in Q ohne die Nullstellen und Pole homotop zur Summe
kleiner Kreise um die Pole bzw. Nullstellen im Innern von I' ist, geniigt es, die Formel fiir

hinreichend kleine Kreise dieser Art zu beweisen:

(i) Sei zp Nullstelle mit Vielfachheit n, I' ein kleiner Kreis (positiv orientiert) um

zo . Es gilt

f(z2) = (2=2)"fo(z)  mit fo(z0) #0,
filz) = nlz—20)""fol2) + (2 = 20)" fo(2)

1 ! 1 ]
2mi ) f(2) 2mi z—z  fo(2)
r r
(der zweite Summand des Integranden ist wegen

fo(z0) # 0 holomorph bei z)

1 1
= - " dr = —n2Ti = n.
21 z— 2 21
r

(ii) Ist 2o ein Pol der Ordnung p, so gilt

f(z) = (z=20)""fo(z)  mit  fo(z) # 0

und exakt die gleiche Rechnung (mit —p statt n) liefert

L)
i) fla)

= —p. O

Satz 15.13 (Rouché) Sei Q C C offen, f:Q—C holomorph, T eine doppelpunkt-
freie geschlossene Kurve in ), deren Inneres ganz in Q0 liegt, |g(z)| < |f(2)| auf T.
Dann haben f und f+ g gleich viele Nullstellen (mit Vielfachheit gezihit) im Innern von
I'. (Wie der Beweis zeigt, kann die Forderung ,, |g(2)| < |f(2)| auf T'“ ersetzt werden durch
s [(2) +Ag(2) #0 fir A€ [0,1] und ze€T“.)
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Beweis. Fiir A€ [0,1] sei N, die Zahl der Nullstellen (mit Vielfachheit) von f + A\g

im Innern von I'. Dann ist nach obigem Satz (da keine Pole vorhanden sind)
/ f(z) +Ag'( )
N " omi (2) + Ag(z

Diese Formel zeigt, dafl N, stetig (sogar stetig differenzierbar) von A € [0,1] abhéngt.
Da N, andererseits nur ganzzahlige Werte annimmt, ist N, konstant, also insbesondere
N1 = Ng. a

Beispiel 15.14 Die Funktion h(z) = ze®** —1 mit a > 1 hat genau eine Nullstelle z
mit |zp| < 1. Dies kann man wie folgt sehen: Zunichst hat die Funktion f(z) = ze*™*
offenbar die einzige Nullstelle 0 (Vielfachheit 1). Weiter gilt mit g¢(z) := —1 fir |z| =1
(da a>1 gilt)

lg(z)] = 1 < ev ! < v Rez (Re z <1)
= [ = [2¢27| = [£(2)].
Mit dem Satz von Rouché folgt die Behauptung. #

Dritter Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra. Der Satz von Rouché erlaubt

es, in einem Schritt zu beweisen, dafl jedes Polynom vom Grad n
z) = z"—i—Zajzj (0.E. a, =1)

genau n Nullstellen (mit Vielfachheit) hat: Die Funktion f(z) := 2™ hat die n-fache
Nullstelle 0 (und sonst keine Nullstellen). Mit g¢(z) := Z?:_(} a2l gilt

lf(2)] = |2|™ > ‘Zajzj‘ = |g(2)] fiir |z| hinreichend grof.

Also haben in jedem hinreichend grofien Kreis um 0 die Funktion f und p= f+g¢g gleich

viele Nullstellen, womit der Fundamentalsatz bewiesen ist. ad
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15.5 Ubungsaufgaben

15.1 Fiir jedes zp € {z€ C: Im z >0, z # 0} entwickle man die Funktion

a) in ihre Taylorreihe um 2y fir |z —z9| < |20 — 1],
b) in ihre Laurentreihe um 2z fiir
a) |z0—i| < |z— 20| < |20 +7|,

B) lzo+i| < |z— z0].

15.2 a) Man zeige, daf}

COs z

f(z) = ;

(sinz)

bei 0 einen Pol der Ordnung 2 hat und berechne das Residuum.

b) zp ist genau dann m—fache Nullstelle einer bei zy holomorphen Funktion, wenn

2o ein Pol der Ordnung m von 1/f ist.

15.3 Man sagt, f hat bei oo eine hebbare Singularitit/einen Pol/eine wesentliche Singula-
ritdt, wenn g¢(z) = f(1/z) bei 0 eine hebbare Singularitit/einen Pol/eine wesentliche

Singularitét hat.
a) Ist f eine nicht—konstante ganze Funktion und gibt es ein ¢ € € mit f(z) # ¢
fiir alle z € C,so hat f bei oo eine wesentliche Singularitét.

b) Eine Funktion, die in CU {co} nur Pole als Singularitéten hat, ist eine rationale

Funktion.
c) Sei zp eine isolierte Singularitét von f. Gibtesein C >0 und ein m € IN mit
lf(2)] < Clz—z|™ fir z mnahe 2,
so ist zg ein Pol von f oder eine hebbare Singularitit.
15.4 Sei f holomorphin K(zp,7)\{z0}. Man entscheide, ob das im folgenden beschriebene
Verhalten bei zy moglich ist und bestimme gegebenfalls den Typ der Singularitéit bei
20 -
a) Zu jedem m € IN existiert ein ¢, mit |f(2)| > cmlz — 20| ™™.

b) Es gibt zwei gegen 2y konvergente Folgen (z,) und (w,) so,da (f(z,)) und

(f(wy)) gegen verschiedene Grenzwerte konvergieren.
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c) Es gibt eine gegen 2z, konvergente Folge (z,) mit |[f(z,)|— 00 und es gilt
|f(2)| >e >0 firalle z € K(z0,7)\{20}-

15.,5 Ist f in C\K(0,r) holomorph, so sagt man, f hat bei oo eine Nullstelle (einen
Pol) der Vielfachheit n (der Ordnung p) wenn dies fiir f(1/z) bei 0 gilt. Sei N
die Summe der Vielfachheiten der Nullstellen, P die Summe der Ordnungen der Pole

einer rationalen Funktion in € U {oco}. Dann gilt N = P.

15.6 Sei Q@ C C offen, f:Q—C. f heifit doppelt—periodisch, wenn «, 8 € C\{0} mit
a/f ¢ R existieren so, dafl gilt

z24+acQ, z+8€0
fir alle z€ Q.

flz+a) = f(z+0) = f(2)

a) Eine ganze doppelt—periodische Funktion ist konstant.

b) Eine doppelt—periodische in € meromorphe Funktion heifit elliptische Funk-

tion. Durch

f2) =Y (z2—j—ki)?
J,kEZL

ist eine elliptische Funktion definiert.

c) Die Summe der Residuen der in einem Periodenparallelogramm einer elliptischen

Funktion gelegenen Pole ist 0 (zweiter Satz von Liouville).

d) Eine elliptische Funktion hat in jedem Periodenparallelogramm gleich viele Null-
stellen wie Pole, mit Vielfachheit bzw. Ordnung gezihlt (dritter Satz von Li-

ouville).

15.7 Man berechne das uneigentliche Integral

o
/ sinz dz (Ergebnis: g)
0

o0
1 i 1 1
Anleitung: f s1nx dz = 3 / Y e = N / - *)dz, wobei T' von
x x z
—00 I

—oo bis (z.B.) —1 auf R lduft, von —1 nach +1 auf dem Halbkreis mit Radius

1 um O in der unteren Halbebene, und von 1 nach oo auf R.
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27
15.8 a) Man zeige [ f(cosz,sinz)dr = —i
0 |

1
dz.

z

[ (3 5 6-2)

z|=1 z
2m 1

b) Man berechne [

2
——dzx (Ergebnis: mill )
o 9+4cosz 3

15.9 Sei zg € (a,b) C R, A eine offene Menge in € mit [a,b] C Q und f: Q\{zo} —C

holomorph mit einem Pol der Ordnung 1 bei zy. Dann gilt

b ro—E€ b
il_}r% f(x—i—za)dx—mRes(f,acO)—i—i%/ + /f(x)dx

a a xo+e
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16 Der Riemann’sche Abbildungssatz

Es ist Ziel dieses Abschnitts, den folgenden Satz, der sicher einen der Hohepunkte der Funk-

tionentheorie darstellt, zu beweisen.

Satz 16.1 (Riemann’scher Abbildungssatz) Ist Q C C offen und einfach zusam-
menhdngend, Q # C, so gibt es eine holomorphe Funktion f:Q—C, die Q bijektiv
auf E :=K(0,1) abbildet und deren Inverse ebenfalls holomorph ist (kurz: € wird biho-
lomorph auf E abgebildet). — Man kann zusdtzlich in einem beliebigen Punkt zy € Q
vorschreiben: f(z9) =0, f'(20) > 0; dadurch ist dann f eindeutig bestimmd.

Beispiel 16.2 Fiir Q= C\(—o00,0] &8t sich eine solche Abbildung leicht angeben:

— 2z +/z (mit |argy/z| < 7/2) bildet zunichst © biholomorph auf die offene rechte
Halbebene ab.

1\ -1
— z+ (2 + 5) — 1 bildet die rechte Halbebene biholomorph auf E ab.

Also hat
1
S S
1) Vz+1/2
die gewiinschte Eigenschaft. — Um fiir ein 2y €  zu erreichen, dal f(zp) = 0 gilt, ist

nach dem ersten Schritt eine Abbildung z — az+bi mit a,b € R einzufiigen, die die rechte
Halbebene auf sich abbildet und ,/zp in 1/2 iiberfiihrt. Um schliellich f'(z9) > 0 zu
erreichen, ist gegebenenfalls am Schlufl eine zusétzliche Drehung erforderlich (Multiplikation

mit a € C, || =1). #

Bemerkung 16.3 a) Der Satz gilt sicher nicht fir Q = €. Wiére nimlich f eine
holomorphe Abbildung von € in FE, so widre f ganz und beschrinkt, also wire f

nach dem Ersten Satz von Liouville (Korollar ??) konstant und somit nicht injektiv.

b) Zwei beliebige Gebiete ©; und 9 mit den im Satz verlangten Eigenschaften kénnen

biholomorph aufeinander abgebildet werden.
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¢) Wie erstaunlich dieses Ergebnis ist, zeigt die folgende Uberlegung: Man kann sich
eventuell noch vorstellen, da glatt berandete Gebiete in R? ~ C stetig (reell) diffe-
renzierbar und mit stetig (reell) differenzierbaren Inversen auf E abgebildet werden

konnen, aber

(i) es stehen mit den holomorphen Funktionen viel weniger Funktionen als die stetig

differenzierbaren zur Verfiigung,

(ii) die zugelassenen Gebiete sind viel allgemeiner (,wilde“ Rénder), z.B.

In beiden Fillen ist € das Komplement der Kurve
Vor dem eigentlichen Beweis des Riemann’schen Abbildungssatzes sind allerdings noch

einige Hilfsmittel bereitzustellen, die durchaus auch von eigenstindigem Interesse sind.

16.1 Einige Hilfsmittel

Der folgende Satz zeigt, dal auf einer offenen einfach zusammenhéingenden Menge Q2 C C
mit 0 ¢ Q ein auf 2 holomorpher Logarithmus und eine ebenfalls auf {2 holomorphe n-te

Whurzel definiert werden konnen.

Satz 16.4 Sei Q C C offen und einfach zusammenhdingend, 0 & Q.

a) Ist zp € Q und wy € C mit exp(wy) = 29, so gibt es genau eine holomorphe

Funktion
In :Q—C
mait

Ln(z9) = wo wund exp(Ln(z)) = 2z firale z€Q.
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b) Es gibt genau eine holomorphe Funktion
gn : 2 — C
mit
qn(20) = exp (%), g (2)" = z  fir alle z€ Q.
Beweis. a) Auf Grund der Forderung exp(Ln(z)) = z ist Ln jedenfalls lokal eine

1
Umkehrfunktion von exp, und somit Ln’(z) = —. Zusammen mit Ln(z9) = wg ergibt
z

sich daraus zwangsldufig (und damit die Eindeutigkeit von Ln!)
z
1
Ln(z) = wg—l—/zdg,
20

wobei das Integral wegunabhingig ist, da ) einfach zusammenhéngend ist mit 0 & 2.
Insbesondere ist Ln holomorph und es gilt Ln(zp) = wp . Es bleibt zu zeigen, dafl tatséchlich
F =expolLn auf  die Identitét ist. Es gilt

F(z) = exp(Ln(z0)) = exp(wop) = 20,

Flz) = %exp(Ln(z))

z=20

_ exp(Ln(z))%{wo—i-/%dC}

= eXp(Ln(z))% e exp(wg)% =1,
F(z) = %{exp(Ln (z))%}

11 —1
exp(Ln (2)) © +exp(In ()
=0 fur alle z € Q,

FM(z) = 0 firalle z2€Q, n>2.

Im Punkt 29 stimmt also F sammt allen Ableitungen mit id {iberein. Nach dem
Identitétssatz ist also F' =id.
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b) Auf Grund der Forderung (¢,(z))" = z ist ¢, zumindest lokal eine Umkehrfunktion

von z+— 2", also

I

Vo 1 1z 1 an(2)
Qn(z) - nqn(z)”_l n qn(z)n n >

d.h. ¢, ist durch Vorgabe des Wertes in einem Punkt zg, ¢,(z0) = exp(wo/n), eindeutig
bestimmt; denn es sind dann alle Ableitungen im Punkt z; festgelegt. Eine solche Funktion

ist aber offensichtlich gegeben durch
1
qn(z) = exp (—Ln (z)) . O
n

Satz 16.5 (Satz von der Gebietstreue) Sei Q C C offen und zusammenhingend
(in der Funktionentheorie iblicherweise als Gebiet bezeichnet), f:Q— C holomorph und
nicht konstant. Dann ist f(Q2) = {f(z) : z € Q} ebenfalls offen und zusammenhingend

(also wieder ein Gebiet).

Beweis. f(Q) ist zusammenhingend: Seien wi,ws € f(Q). Dann existieren zi, 29 €

Q mit f(z1) = w1, f(22) = we und, da Q zusammenhingend ist, eine Kurve I' in Q

mit Anfangspunkt z; und Endpunkt z. Somit ist ' = f(I') eine Kurve in f(€) mit
Anfangspunkt w; und Endpunkt ws.

f(2) ist offen: Sei wp = f(z0) € f(2); es ist zu zeigen, daBl ein Jy < 0 existiert mit
K (wg,d0) C f(2). — Da f nicht konstant ist, gibt es ein n € IN mit

F(z0) = f"(20) = ... = f"D(2) =0, [fM(2)#£0,

f(2) = wo+ (2= 20)"9(2),

wobei g eine in Q holomorphe Funktion ist mit g(z9) = n!f(™(2) # 0. Nach Satz ??

gibt es also eine in der Ndhe von zy holomorphe Funktion hg(-) mit ho(z0) # 0 und
ho(2)" = g(2) fiir alle z nahe z (,, h(z) = v/g(2) “).

Mit h(z) := (2 — z0)ho(z) gilt also

f(z) = wo+ h(2)",
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wobei h bei zy holomorph ist mit
h(Z()) = 0, h/(Z()) = h()(Z()) 7& 0.

Wir betrachten nun fiir einen Augenblick & als Abbildung in R?: h(z) = u(z,y) +

iv(z,y). Es ist offenbar, auf Grund der Cauchy—Riemann’schen Differentialgleichungen,

Ugy U Uy —U
Det( ¢ x) = Det( ¢ y)—u%—i—u;
Uy Uy Uy Uy

# 0 fir z+4+iy=2p, da h'(2)#0.

Also ist der Satz iiber die Umkehrfunktion aus der Analysis II anwendbar; insbesondere gilt:

Es existieren ¢ mit K(zp,e) CQ und § >0 mit
WK (20,€)) 2 K (h(z0),8) = K(0,5).

Damit folgt nun:

FQ) > (K (z0,6) = {F(0) +h(=)" 2 € K(20,)}

{wo} + {h(z) . 2 € K20, 6)}" > {wo} + K(0,8)"
= {wo}+ K(0,0") = K(wp,d").

Das ist die gewiinschte Aussage mit &g := ™. a

Satz 16.6 Sei Q C C offen und zusammenhdingend, (f,) eine auf Q kompakt gegen
f konvergente Folge holomorpher Funktionen; jedes f, habe hichstens m —a—Stellen (mit
Vielfachheit gezihit). Dann ist f entweder konstant oder hat ebenfalls hichstens m a—

Stellen. (Man beachte, daf$ auch dieses Resultat fir stetig reell differenzierbare Funktionen
natirlich nicht gilt.)

Beweis. Nehmen wir an, da8 f nicht konstant ist, aber mindestens m+1 a—Stellen hat.

Dann gibt es eine positiv orientierte geschlossene Kurve I' in 2, die keine Nullstellen von
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f trifft, deren Inneres ganz in €2 liegt, und in deren Innerem mindestens m+1 a—Stellen
(mit Vielfachheit) liegen. Nach dem Satz von Rouché (Satz ??) gilt dann

1 —
mrLos 271 f(z)—a ‘
r
PAY;
= lim 1 / (fn(2) — a) dz < m
n—oo 27i fn(2) —a
Dies ist ein Widerspruch. a
Satz 16.7 Fliir jedes w € E st
z—w
9u(z) = 1—-wz
eine biholomorphe Abbildung von E auf sich mit g(w) = 0 und g¢(0) = —w. Die
Umkehrabbildung ist
1 o _ ztw
0.1() = gule) =

Beweis. Im Sinne der frither betrachteten Mobiustransformationen ist

. 1 —w
Juw = PA mit A = . .
—w 1

Die Singularitit von g, liegt bei 1/w und somit in C\E, da |w| <1 ist. Also ist g, in
E holomorph. Fiir alle z€ € mit |z|=1 gilt

1 —wz]

- -1
9u(2) = T = 1

da Mobiustransformationen ,,Kreise“ auf ,,Kreise* abbilden, wird also die Einheitskreislinie

auf sich abgebildet. Wegen ¢,,(0) = —w wird das Innere auf sich abgebildet.

Die Abbildung ¢, wird erzeugt durch die Matrix

(1)



16.1 FEinige Hilfsmittel 197

d.h. g_0gy bzw. g, 0g_, werden erzeugt durch BA bzw. AB mit

= (30) (4 )= (9 =

Also ist gy 0 g = Guw © g—w = id. O

Satz 16.8 (Schwarz’sches Lemma) Sei f: E— E holomorph mit f(0) = 0. Dann
qgilt:
a) |f(2)] < |2 firalle z€ E, [f/(0)] <1.
b)  Gilt
@) [f(z0)| = |20| fiir ein 2o € E\{0} oder
p) 11 (0)] =1,

so gilt f(z) =az firalle z€ E mit einem a€C,|a|=1.
Beweis. Da 0 eine Nullstelle von f ist, gilt

f(z) = (2=0)9(z) = 29(2)
mit einer holomorphen Funktion ¢g: F— C.

a) Fir z#0 gilt g(z) = f(2)/z. Fiir jedes z € E und jedes ¢ <1 mit o > |z| folgt

aus dem Maximumprinzip:
9(2) < max{lg(w)] : w| = of

— cmax {7 [ul = o} < 3.
Da dies fiir alle p € [|z|,1) gilt, folgt

lg(z)] < 1  firalle z€FE,

lf(2) = |z9(2)] < |7| fir alle z€ E.

Damit folgt

[£(0)] = lim

t—0

M' = lim ‘@‘ <1.

z—0 z—0
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b) Ist g wie in Teil a) erklért, so gilt offenbar

[ f(x)/z fir z#0,
(2) = {f’(O) fir 2=0.

Das bedeutet, dafi |g| sein Maximum im Innern von F annimmt (in zp im Fall «, in 0

im Fall ). Alsoist ¢g(z) =« mit einem |a| =1, f(2)=2z29(z) =az. o

Korollar 16.9 Ist f: E— E bijektiv und biholomorph mit f(0) =0, so existiert ein
aceC mit |of=1 und f(z)=az.

Beweis. Wegen f(0)=0 und f~!(0)=0 folgt aus Teil a) des Schwarz’schen Lemmas
If(2)] < |z| und |fY(w)] < |w| fiir alle z,we E.

Damit folgt
2l = [FH DI < UfR) < 2l [f()] = o] firalle 2€ B,

und somit aus Teil b) des Schwarz’schen Lemmas f(z) = az mit |a| =1. a

16.2 Beweis des Riemannschen Abbildungssatzes

Eindeutigkeit: Sind f und g zwei biholomorphe Abbildungen mit

f(z0) = g(20) =0, f'(20) >0, g'(20)>0,
so ist
h:=gof':E—E

biholomorph mit

hO)=0 und H(0) = g'(z) ﬁ > 0.

Aus Korollar 7?7 folgt damit A =id und somit g = f.
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Existenz:

1. Schritt: Ohne Einschrinkung kénnen wir annehmen, dal 0 ¢  gilt. Hierfiir ist

lediglich eine (offenbar biholomorphe) Translation nétig.

2. Schritt: Ohne Einschrinkung kénnen wir annehmen, da8 € im AuBeren eines Kreises

K (wy,d) liegt: Nach Satz ?? existiert eine holomorphe Funktion (eine Quadratwurzel)
qg=¢q:Q2—C mit ¢(z)? = z fiir alle z € Q;

q ist offenbar biholomorph, da die Inverse das Quadrat ist.

Das Bild ¢(€2) ist offen und einfach zusammenhingend und hat die Eigenschaft: Fiir
jedes w € ¢(Q) gilt —w ¢ q(Q). Wére ndmlich w und —w in ¢(f2), so gébe es z1, 29 € Q

mit

q(zl) = w, Q(ZQ) = ~w,

z1 = Q(21)2 = wh = (—w)2 = Q(22)2 = %2,

und somit
w = q(z1) = q(z2) = —w.
Das ist nur moglich, wenn w = 0 ist, was wir auf Grund des ersten Schrittes ausgeschlossen

haben.

Wiéhlen wir nun ein @y € ¢(Q2), so existiert ein § > 0 mit K(wp,d) C ¢(2), und
somit auf Grund der obigen Uberlegung K (—,d) Nq(Q) = ¢. Das ist die Behauptung fiir
wp := —wp und das biholomorphe Bild ¢(2) von .

3. Schritt: Wir konnen ohne Einschrinkung annehmen, da Q@ C F gilt. Mit dem im

2. Schritt gefundenen wy betrachten wir die auf 2 offensichtlich biholomorphe Abbildung

J

z—wy’

zZ—r

sie bildet © in E ab.
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4. Schritt: Wir kénnen o.E. annehmen, dafl 0 € Q C F gilt: Sei 2y ein Punkt aus
Q0 (falls die Bedingung f(z9) = 0 im Satz vorgegeben ist, ist hier dieses zy zu wéhlen;
f'(z0) # 0 folgt dann aus der Biholomorphie; durch eine zusétzliche Drehung am Schluf des

Beweises erhilt man dann f’(zp) > 0). Durch Translation
zZ v z—2

geht 2y in O fiber, aber € liegt u.U. nicht mehr ganz in FE. Dies ist aber durch
1
eine zusétzliche Multiplikation mit 5 ™ erreichen. Diese Abbildungen sind offensichtlich

biholomorph.

—20 X1/2

20

5. Schritt: (Wir gehen jetzt also von 0 € Q C E aus). Unter den biholomorphen Abbil-

dungen
f:Q—F mit  f(0) =0, f/(0) >0

gibt es eine mit groftem f7(0):

Die Menge dieser Funktionen ist jedenfalls nicht leer, sie enthilt id. Weiter gilt fiir jede
dieser Funktionen und ¢ >0 mit K(0,0) C Q

1
1o = 5 [ He,
|z=e
/ 1 —2 -1
O = g-2mo0 = o7

Also existiert ein sg > 1 mit

so = sup{f'(0): f:Q—E bibolomorph, £(0) =0, f'(0) > 0},
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und es gibt eine Folge (f,) biholomorpher Funktionen @ — E mit

sp := lim f/(0).

n—o0

Nach dem Satz von Montel (Satz ??) gibt es eine Teilfolge hiervon (die wir wieder mit (fy)
bezeichnen), die kompakt gegen eine holomorphe Funktion f : Q— E konvergiert. Da
auch (f)) kompakt gegen f’ konvergiert, ist f’(0) = sg # 0 und somit f nicht konstant.
Nach Satz 7?7 ist f injektiv, da alle f, injektiv sind. Wegen f/(z) # 0 fiir alle n € IN
und z € Q (f, biholomorph) ist wiederum nach Satz ?? auch f'(z) # 0 fiir alle 2z € Q
(man beachte, dafl auch (f),) kompakt konvergiert und f;, nicht identisch 0 ist). Also ist
f biholomorph. Nach dem Satz von der Gebietstreue (Satz ??) ist f(€) offen, d.h. aus
f(Q) C E folgt sogar f(Q) C E. f ist also die (eine) gesuchte Funktion.

6. Schritt: Die im 5. Schritt gefundene Funktion bildet € holomorph auf E ab (damit ist

der Satz bewiesen): Es ist nur noch die Surjektivitét zu beweisen.

Wir nehmen an, dal ein wg € E\ f(Q2) existiert. (Mit Hilfe dieses wy konstruieren wir

eine biholomorphe Funktion f:Q— F mit f/(0) > f/(0). Das ist dann ein Widerspruch

zur Konstruktion von f).

Die Abbildung

Z — Wy

go(2) = 1 —wos (wo von oben)

bildet E biholomorph auf sich ab, go(wp) =0, go(0) = —wy. Wegen 0 & Qo := go(f(?)),

und da € einfach zusammenhéngend ist, existiert eine biholomorphe Funktion (Quadrat-

wurzel)

q:Q—C mit g(z)2=2z firalle zc Q.
Mit

w = a(g0(£(0))) = al90(0)) = a(—wo)
sei

zZ — W1

gl(z) = 1 _w—lz’

F :=giogogyof: Q—F.
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Offenbar ist F biholomorph mit

FO) = giogogoo f(0) = g1ogogo(0) = g10q(—wo)
= gl(wl):O.

Bezeichnen wir mit @ die Funktion z+ 22, so gilt mit

h::go_loQogl_1 cE—F,

h(0) = g5 0 Qo g1 (0) = g5 0 Q(wr) = gy (wF) = gg ' (—wo) =

offensichtlich

hoF = gy'oQogi'ogiogogoof = f,

f1(0) = W(F(0))F'(0) = h'(0)F"(0).

Aus Teil a) des Schwarz’schen Lemmas folgt, da h : E— E nicht bijektiv ist,
|W'(0)] < 1.

Also ist

PO = g 70 > 10

und somit hat tatsachlich

die gewiinschte Eigenschaft. a
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17 Analytische Fortsetzung

Sei ©Q C C offen und zusammenhéngend. Aus dem Identitétssatz (Satz ??7) wissen wir,
daB eine holomorphe Funktion f : Q@ — C durch ihr Verhalten in einer beliebig kleinen
Umgebung eines Punktes zp € Q (z.B. durch ihre Potenzreihe um zg, ihren Funktionskeim)

vollsténdig bestimmt ist.

Ist f:Q— C holomorph, so kann f um jeden Punkt zy € € in eine Potenzreihe
(Taylorreihe) entwickelt werden. Der Konvergenzradius o ist mindestens gleich dem Radius
r des grofiten Kreises K (zp,7) um 2z, der noch ganz in Q liegt. In K(z,r) stimmt
f mit der Reihe iiberein. Ist K(zp,0) N Q2 zusammenhingend, so stimmt f sogar in
K(z0,0) N mit der Reihe iiberein, denn sowohl f wie auch die Reihe stellen in dieser
zusammenhdngenden offenen Menge holomorphe Funktionen dar, die in der Ndhe von z

gleich sind.

Beispiel 17.1 Wir erinnern uns an die Wurzel

q: C\(—o0,0] — €, q(2) = ]z|exp (% argz) (-7 <argz<m).

Wiéhlen wir zp im ersten und zweiten Quadranten (7/2 < argz < m), so ist der Konver-
genzradius der Taylorreihe von ¢ um zp gleich |z|: dies erkennt man z.B. daran, daf§

auch

G: C\[0,00) —C, G(2)=+/|z|exp (%argz) (0 < argz < 2m)

eine Wurzel ist, die im ersten und zweiten Quadranten mit ¢ {iibereinstimmt; der Kreis
K (20, |20|) liegt im Holomorphiegebiet von ¢. Es ist K(zo,|z0]) N {C\(—0o0,0]} nicht
zusammenhingend. Tatséchlich gilt im dritten und vierten Quadranten nicht ¢(z) = §(z),

sondern ¢(z) = —G(z). Beim Uberschreiten der negativen Halbachse hat man den zweiten
Zweig der Wurzel betreten. Setzt man weiter um den Nullpunkt herum fort, so erreicht man

beim zweiten Uberschreiten der negativen Halbachse wieder den ersten Zweig. #

Beispiel 17.2 Ahnliche Verhiltnisse liegen beim Logarithmus vor:

In:C\(—00,0] —C, Inz=In|z|+iargz (—m<argz<m).
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Setzt man hier iiber die negative Halbachse hinweg vom zweiten Quadranten in den dritten
Quadranten fort, so erhélt man nicht Inz, sondern Inz + 27wé. Wiederholt man diesen
Proze m—mal (n € IN), so erhdlt man Inz + 27ni. Setzt man vom dritten in den zweiten
Quadranten fort, so erhdlt man Inz — 27i, und entsprechend bei n—facher Wiederholung
In z—27ni. Der Logarithmus hat unendlich viele Blédtter. Setzt man in der gleichen Richtung

immer weiter fort, so kommt man nie wieder zum urspriinglichen Blatt (Hauptwert) zuriick.

i

Beispiel 17.3 Die holomorphe Funktion
f:C\[aab]a f(Z) = (2—&)(2—[)) (aabelRaa<b)

ist durch f(z) > 0 fir z > b eindeutig bestimmt (mit der in Beispiel ?? definierten
Quadratwurzel). Bei Uberqueren des Intervalls (a,b) betritt man den zweiten Zweig (mit

Werten f(z) = —f(z)). Erneutes Uberqueren fiihrt dann zuriick auf den ersten Zweig. #

Es sei hier nur kurz darauf hingewiesen, dafl der Begriff, mit dem diese Mehrdeutigkeit
aufgelost werden kann, der der Riemannschen Flédche ist (ein Gebilde, das nur lokal mit
der komplexen Ebene C identifiziert werden kann): Man betrachtet die Funktion dann
nicht mehr als Funktion auf C, sondern als Funktion auf der zu der analytischen Funktion
gehorigen Riemann’schen Fliche. Fiir weitere Informationen sei auf die Literatur verwiesen
(z.B. K. Knopp: Funktionentheorie II, H. Behnke und F.Sommer: Theorie der analytischen

Funktionen einer komplexen Verénderlichen).

Wir wollen nun den ProzeB der analytischen Fortsetzung genauer studieren: Sei f
holomorph bei zp (d.h. ein Funktionenkeim bei z; sei gegeben: etwa eine Potenzreihe),
I' eine Kurve mit Anfangspunkt z; und Endpunkt z;. Man sagt f it sich lings T’
analytisch fortsetzen, wenn es Punkte wg = 2z, wi, ..., wy—1,w, = 21 (die beim Durchlaufen
von I' in dieser Reihenfolge auftreten), zugehorige Radien rg,r1, ..., r, > 0 und holomorphe

Funktionen f; : K(wj,r;) — C gibt so, daf} gilt:

das Kurvenstiick von w; bis wj;4; einschlieflich der beiden Punkte
ist in K (wj,r;) enthalten (Kreiskette),

fi(z) = fin(z)  fir 2z e K(wj,rj) N K(wjiarj) .-
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21

20

fn(+) ist dann holomorph bei z;; es ist durch analytische Fortsetzung lings T' mit

Hilfe der angegebenen Kreiskette aus fy = f hervorgegangen.

Satz 17.4 Die analytische Fortsetzung lings einer (festen) Kurve T hingt nicht von der
Wahl der Kreiskette ab.

Beweis. Hat man zwei Kreisketten lings I', so existiert ein schmaler ,,Schlauch® lings T,
der in beiden Kreisketten enthalten ist. Die beiden Fortsetzungen stimmen bei 2y iiberein,

also im ganzen ,,Schlauch*, und somit insbesondere bei zj . a

Hilfssatz 17.5 Sei f holomorph bei zy und in K(z9,r) lings jeder Kurve analytisch
fortsetzbar. Dann ist der Konvergenzradius o der Taylorreihe von f bei zy mindestens

gleich r.

Beweis. Nehmen wir an, dafl ¢ < r gilt. Wir wissen (Korollar ??), dafl dann ein z; mit
|21 — 20| = o < r existiert so, da8 f mnicht in einen Kreis um 2z; holomorph fortsetzbar

ist. Das ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung. a

Satz 17.6 (Monodromiesatz) Sei Q C C offen und einfach zusammenhdingend, zy €

Q, f holomorph bei zy. Ist f ldngs jeder Kurve von zy aus in ) fortsetzbar, so erzeugt

die Fortsetzung eine in €2 holomorphe Funktion.

Beweis. Fiir jedes z; erhilt man durch Fortsetzung lings einer Kurve I' von 2z

nach 2; eine bei 2; holomorphe Funktion; diese konnte allerdings von der Wahl der Kurve
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abhingen. Es ist also lediglich zu zeigen: Sind 'y und T’y zwei Kurven in Q von 2z

nach zj, so liefert die Fortsetzung langs I'y und Iy das gleiche Resultat.

Da man offenbar die Kreisketten auch so wahlen kann, dal jeder Mittelpunkt und das
verbindende Kurvenstiick auch im folgenden Kreis liegt (w; € K(wj417;41); die Bedingung
wjt1 € K(wj,r;) hatten wir schon oben gefordert), kann das Kreiskettenverfahren auch in
umgekehrter Richtung durchgefiihrt werden. Es geniigt also zu zeigen: Die Fortsetzung von
zo aus lidngs einer geschlossenen Kurve I' in € fiithrt zum urspriinglichen Funktionskeim

bei zy zuriick.

Da die Kurvenstiicke zwischen zwei Kreismittelpunkten offenbar keine Rolle spielen,
konnen sie durch geradlinige Verbindungen ersetzt werden, d.h. es geniigt sogar zu zei-
gen: Die Fortsetzung von zy aus ldngs eines geschlossenen Polygonzuges P in  fiihrt

zum urspriinglichen Funktionskeim bei zy zuriick.

Dies beweisen wir indirekt. Wir nehmen also an, daf3 es einen geschlossenen Polygonzug P
in Q gibt, lings dem die Fortsetzung von zp aus nicht zum urspriinglichen Funktionskeim
zuriickfithrt. Mit Hilfe von inneren Diagonalen von P zerlegen wir P in eine Summe
von Dreieckswegen. Dann fiihrt offenbar die Fortsetzung lings (mindestens) eines dieser
Dreieckswege nicht zum Ausgangsfunktionskeim zuriick. Wie beim Beweis des Cauchy’schen
Integralsatzes zerlegen wir dieses Dreieck in 4 , gleiche“ Teile, von denen wieder mindestens
eines diese Eigenschaft hat. Dieses wihlen wir aus und zerlegen weiter, usf. Damit erhalten
wir eine Folge von Dreiecken ( Dy, ), die sich auf einen Punkt wp € Q zusammenziehen, und

langs denen jeweils die Fortsetzung nicht zum Ausgangsfunktionskeim zuriickfiihrt.

Sei o := dist (wp, C\?). Fiir hinreichend groBes n haben alle Eckpunkte von D,
einen Abstand < /3 von wg. Nach obigem Hilfssatz sind also die Konvergenzradien der
Taylorreihe bei allen diesen Eckpunkten > 2p/3. Somit liegt das ganze Dreieck D, in
jedem dieser Konvergenzkreise. Dann kann aber die Fortsetzung léngs D, nicht zu einem

neuen Funktionskeim fiihren, ein Widerspruch zur Konstruktion. o
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18 Der Weierstraf3’sche Produktsatz und der
Mittag—Leffler’sche Teilbruchsatz

18.1 Der Weierstraf3’sche Produktsatz

Ein Polynom p ist durch seine Nullstellen z; und deren Vielfachheiten v; bis auf einen

Faktor (c# 0) bestimmt:

In anderen Worten: zwei Polynome mit den gleichen Nullstellen (einschliefflich Vielfachhei-

ten) stimmen bis auf einen Faktor iiberein.

Sind f und g ganze Funktionen mit gleichen Nullstellen (einschlielich Vielfachheiten),
so ist f/g holomorph auerhalb der Nullstellen und 148t sich holomorph in die Nullstellen
von f bzw. ¢ hinein fortsetzen zu einer ganzen Funktion hg. Ist ndmlich z; eine

Nullstelle von f und g mit gemeinsamer Vielfachheit v;, so gilt

f(2) = (z—z)"f(z), f ganzmit f(z)#0,

9(z) = (z2—2)"g(z), g ganzmit §(z;) #0.

Also ist

L = =: ho(2) holomorph bei  z;.

Es gilt also

f(z) = ho(2) g(2) fir alle ze C.

Ist ho konstant, so existiert ein h € C mit hg = exp(h). Ist ho nicht konstant, so ist

nach dem Satz von der Gebietstreue (Satz ??) ho(C) offen und einfach zusammenhéngend,
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0 & ho(C). Nach Satz ?? existiert eine Logarithmusfunktion Ln auf ho(C), und mit
h(z) = Ln(ho(2)) gilt ho(z) = exp(h(z)), also in jedem Fall

f(2) = "Pyg(z)

mit einer ganzen Funktion h. Zwei ganze Funktionen mit den gleichen Nullstellen (ein-
schliefllich Vielfachheit) stimmen also bis auf einen Faktor exp{h(-)} iiberein, wobei h eine
ganze Funktion ist. Umgekehrt haben natiirlich Funktionen, die bis auf einen solchen Faktor

iibereinstimmen, die gleichen Nullstellen (einschlielich Vielfachheiten).

Es stellt sich die Frage: Gibt es zu beliebig vorgegebenen Nullstellen (z;), wobei der
Einfachheit halber eine v—fache Nullstelle in dieser Folge v mal vorkommen soll, eine ganze
Funktion mit genau diesen Nullstellen? Kann man (&hnlich wie bei Polynomen) eine solche
Funktion angeben? Natiirlich diirfen sich diese Nullstellen nicht in € h&ufen, denn sonst

wére f nach dem Identitédtssatz identisch 0.

Wir brauchen noch eine Voriiberlegung: Man sagt, das Produkt [[,2; b, ist absolut
konvergent, wenn » °, |Inb,| konvergiert. Hieraus folgt die Konvergenz von » ° Inb,

und somit die von []>°, by,.
Hilfssatz 18.1 Ist > >°, |b, — 1| konvergent, so konvergiert 1], b, absolut.

Beweis. Aus 1=1n'(1) = limIn(1+2)/z folgt

z—0

1 In(1
- < ‘M‘ < 3 fiir hinreichend kleine z,

z

also,da b, —1 gilt,
1 3 e
5 |bp, — 1| < |Inb,| < 2 |bn, — 1] fiir hinreichend grofie n.

Hieraus folgt die Konvergenz von > |Inb,| und somit die Behauptung. 0

Satz 18.2 (Weierstraf3’scher Produktsatz) Sei (z,) eine Folge aus C mit
zn —> 00 . Dann gibt es eine ganze Funktion f, die genau die Zahlen 2z, als Nullstel-
len hat (mit der entsprechenden Vielfachheit). Sind alle z, # 0, so gibt es Zahlen m, € N
so, daf
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eine solche Funktion ist. — Kommt die Zahl 0 in der Folge (z,) v mal vor, so ist noch

der Faktor z¥ hinzuzufigen. (Vergleicht man das Resultat mit den obigen Uberlegungen
zu Polynomen, so wdre es naheliegend, die exp—Terme wegzulassen. Dann wirde aber das
Produkt i. allg. nicht konvergieren; es handelt sich also lediglich um konvergenzerzeugende

Faktoren.)

Beweis. Es gilt (Taylorentwicklung)

In(l-w) = —w—-w*—zw’—... fir |w <1,

1
und diese Reihe ist gleichméflig konvergent z. B. fiir |w| < ok Fiir jedes n € IN gibt es also

ein my, € N mit

1 1 1
In(l1—w)+w+-w?+...+ —w™| <27 fir w mit |w| < .
2 My, 2

Wir zeigen, dafl mit dieser Folge (m,) das im Satz angegebene Produkt in jedem Kreis
K(0,7) gleichmiBig konvergiert und dort die richtigen Nullstellen (mit den richtigen Viel-
fachheiten) hat.

Sei r > 0 beliebig (aber im folgenden fest). Dann existiert ein ny € IN so, da8 |z,| > 2r

fir alle n > ngy gilt, also

z

1
<3 firalle z€C mit |2/ <r undalle n>ng.
Zn

Dann ist aber

fir |z|<r

gleichméflig konvergent; denn es ist dort jeder Term < 27" . Also ist das Produkt

ﬁ(l 2) z+1<2)2+ +1<z)mn
— — )expq — —|— o+ ——
Zn N Zn 2\z, My \Zn

n=ng

s Bl D@ (7]

n=ng
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fir |z|] <r gleichmiBig konvergent.

Die Grenzfunktion ist also holomorph fiir |z| < r. Sie hat dort keine Nullstelle, denn

keiner der Faktoren hat dort eine Nullstelle, also auch keines der Partialprodukte (vgl. Satz
77).

Hinzufiigen der fehlenden Faktoren

no—1

z z 1/ 2\2 1 Z \™Mn
H(l——)exp ——i——(—) —i—...—i——(—)
Zn Zn 2 \zp Mp \Znp

n=1

dndert nichts an der gleichméfiigen Konvergenz fiir |z| < r und liefert dort genau die

richtigen Nullstellen (mit Vielfachheit). o

Beispiel 18.3 Wir wissen, dal sin genau die Nullstellen 0, 47, 27, ..., jeweils mit
|2|?

Vielfachheit 1, hat. Da > fir alle z € € konvergiert, sind konvergenzerzeugende

n2m2

Terme hier nicht nétig. Es gilt also

0 o0 2
e = 20T (1 2) (2) = 01T (- 25
sin 2 e z}_[l +n7r oy e z}_[l 22

Tatséchlich kann man zeigen, dal h(z) =0 ist (vgl. z. B. K. Knopp: Funktionentheorie II,
§ 1, 1. Beispiel). #

Korollar 18.4 Jede in C meromorphe Funktion lift sich als Quotient zweier ganzer

Funktionen schreiben.

Beweis. Sind z; die Pole von f mit Ordnungen p;, so gibt es nach dem Weierstraf’schen
Produktsatz eine ganze Funktion g mit den Nullstellen z; mit Vielfachheit p;. Dann ist

offenbar h = fg zu einer ganzen Funktion fortsetzbar und somit f = h/g. a

18.2 Der Mittag—LefHer’sche Teilbruchsatz

Ahnlich wie der Weierstra’sche Produktsatz eine ganze Funktion mit vorgegebenen Nullstel-
len liefert, kann man auch eine meromorphe Funktion mit vorgegebenen Hauptteilen an den

vorgegebenen Polen z; konstruieren.
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Satz 18.5 (Teilbruchsatz von Mittag—Leffler) Sei (z;) eine Folge aus C mit

|zj| — 00 fir j— o0,

bj
hj(z) = Zajn(z —zj) ", j=1,2 ...
n=1

Dann gibt es eine bis auf eine ganze Funktion (additiv) eindeutig bestimmte meromorphe

Funktion My(-), die genau die Pole z; (j =1,2,...) mit den Hauptteilen h; hat.

Beweis. Dajedes h; in K(0,|z;|) holomorph ist, gibt es zu jedem j ein Polynom

5
gj(z) = ijnz”, ji=1,2,...
n=0

mit
hj(z) —gi(2)| < 279 fir |zl <2, j=1,2,....

Also ist die Teilbruchreihe

Mo(2) := Y (hj(2) — g;(2))

j=1

fir jedes r > 0 in K(0,7)\{z1, 22, ...} gleichméBig konvergent, stellt also eine in
K(0,7)\{z1, 22, ...} holomorphe Funktion dar, die in {z1, 22, ...} N K(0,7) die richti-
gen Hauptteile hat. Da r > 0 beliebig war, hat My(:) die gewiinschte Eigenschaft. Da sich
zwei meromorphe Funktionen mit gleichen Hauptteilen (additiv) nur um eine ganze Funktion

unterscheiden, ist die Konstruktion bis auf eine ganze Funktion eindeutig. O

Es sei noch angemerkt, dafl diese Konstruktion auch dann geht, wenn statt der Pole

wesentliche Singularititen mit vorgegebenen Hauptteilen vorliegen.
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