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1 Einfdhrung

In der Algebraischen Geometrie studiert man Losungsmengen von Polynomglei-
chungen mit geometrischen Methoden. Beispiele fiir Polynomgleichungen sind etwa
die linearen Gleichungssysteme

anit o+, =b
Q11+t 0 AmnTn = bm,
wobei (a;;) und by, . .., by, Elemente eines Korpers k sind.
i=1,....m
j=1,....n

In der Linearen Algebra lernt man, wann ein solches Gleichungssystem eine Losung
in k" besitzt und wie man die Loésungsmenge beschreiben kann.

Ein weiteres Beispiel sind die Polynomgleichungen in einer Unbestimmten

U™ + an_ 12" P4+ Faix+ag=0
fur ay,...,an € k, die man in der Algebra studiert. Ist eine solche Gleichung tiber &

nicht 16sbar, so gibt es eine algebraische Korpererweiterung L/K, in der sie 1osbar
ist.

In der Algebraischen Geometrie wollen wir Losungsmengen von beliebigen Polyno-
men in beliebig vielen Unbestimmten studieren. Das erfordert natiirlich etwas mehr
Aufwand.

Wir bezeichnen den Polynomring in n Unbestimmten iiber dem Koérper k mit
klxy,...,zn]. Fur f1,..., fm € k[z1,...,2,] setzen wir dann

Vk(fla”-afm) = {PZ (P17~-~7Pn) Ek‘ni
AP, P)=...=fu(Py,...,P,) =0.

Vie(f1,-- ., fm) ist also die Menge aller gemeinsamen Nullstellen von f1, ..., f, in k.

Beispiel:

i) Ist f(z,y) = 2® + 32 — 1 € Q[z,y], soist Ve(f) = {(P1,P2) € R? : P} + P§ = 1}
der Einheitskreis in R2.
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Wir konnen auch
Vo(f) ={(P,P) € Q*: P} + P} =1}

betrachten, dies ist die Menge der rationalen Zahlen auf dem Einheitskreis.
Auch Ve (f) = {(P1, ) € C% P2 + P = 1} ist definiert; dies ist allerdings
nicht der Einheitskreis in C2!

Da f nur die Koeffizienten 0 und 1 hat, konnen wir f auch im Polynomring
Fy[z, y] auffassen. Dann ist

V]FQ(f):{PlaP2)€F%P12+P22:1}

= {(07 1)5 (170)}

Wir sehen schon an diesem einfachen Beispiel, dass die Nullstellenmenge von
f entscheidend vom gewéhlten Grundkorper abhingt.

ii) Wir betrachten f(z,y) = y? — 23 — 2. Hier ist
Ve(f) = {(P1, P2) € R* : P} = P} + Pt}.

Dies ist eine Kurve mit einem Doppelpunkt:

Diese Kurve ldsst sich , parametrisieren” durch die Abbildung

=R — R?

t (2 — 1,83 —t).
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ii)

Es gilt ¢(R) C Vr(f), wie man sofort nachrechnet.
Ferner ist o injektiv fiir t ¢ {+1}, dennaust?* —1=s*> —lund 3 —t = s> — s
folgt t(s* — 1) = s(s*> — 1), also fiir s # +1 auch t = s.

Die Tatsache, dass ¢(—1) = ¢(1) = 0 gilt, erklart den Doppelpunkt der Kurve.

Die aus der Linearen Algebra bekannte Menge

GL(k) = {A € k™" : detA # 0}

der invertierbaren (n x n)— Matrizen mit Eintrdgen in k ldsst sich ebenfalls als
Nullstellenmenge von Polynomen schreiben.
Dazu brauchen wir n? Unbestimmte (z;;) und eine zusétzliche Unbe-

i=1

stimmte 7. Die Determinante einer Matrix ist ein Polynom in den Eintrdgen,
wie man etwa an der Leibniz-Formel sieht. Daher ist det((x;;);,;) ein Polynom
in k[x11, ..., Zpy). Wir betrachten das Polynom

f((l‘ij)i,j,T) = det(mij)T —1€ k‘[l’u, .. .,J}nn,T].

Es ist
Vk(f) = {(aij)m» S knxn,t ck: det(aij)i’j t= 1}

Diese Nullstellenmenge ldsst sich mit Hilfe der Abbildung

GLn(k) e Vk(f)

mit der Menge GL,, (k) identifizieren.

Wir betrachten nun fiir n > 2 noch das beriihmte Beispiel
flwy,z) =a® +y" = 2"

Es ist
Vo(f) = {(a,b,c) €Q:a™ +b" = "}
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gerade die Menge der rationalen Losungen der Fermat-Gleichung =™ +y" = 2.
(Pierre de Fermat (1601 oder 1607/08 bis 1665) war ein franzosischer Jurist
und genialer Hobbymathematiker, der u.a. das Traktat , Arithmetika” von Dio-
phantos von Alexandria mit Randnotizen versah.) Diese hat immer die trivialen
Losungen (0,1,1), (1,0,1) (und Vielfache davon) sowie (—1, 1, 0), falls n unge-
rade ist bzw. (0,1, —1) und (1,0, —1), falls n gerade ist. Man nennt eine Losung
(a, b, ¢) nicht trivial, falls abc # 0 ist.

Fiir n = 2 gibt es unendlich viele nicht-triviale Lésungen, die sogenannten Py-
thagordischen Tripel

a=2AB, b= A?>—-B? c= A’ + B?

fur ganze Zahlen A > B > 0. Es gilt ndmlich

a® +b* = (2AB)? + (A% — B?)?
=4A?B? + A* - 2A’B? + B*
= (A2 4+ B?)? = 2.
Fir A = 2 und B = 1 ergibt sich das bekannte Pythagordische Tripel (2, 3, 5).
Ist n 2 3, so sagt die beriihmte Fermatsche Vermutung, dass die Gleichung
"+ oyt =z

keine nicht-triviale Losung in Q3 besitzt. Mit anderen Worten, die Nullstellen-
menge Vp(f) besteht nur aus den oben angegebenen trivialen Losungen.

Die Fermatsche Vermutung wurde 1995 von Andrew Wiles mit den hochent-
wickelten Methoden der Algebraischen Geometrie bewiesen.

2 Der Hilbert'sche Basissatz

Wir erinnern zunéchst an einige Begriffe aus der Ringtheorie.

Ein Ring ist eine Menge A mit zwei Verkniipfungen + und -, fiir die folgende Bedin-

gungen gelten:

i) (A,+) ist eine abelsche Gruppe, insbesondere existiert also ein Nullelement 0 in
A.

Seite 4



ii) Die Multiplikation - ist assoziativ und distributiv, d. h. es gilt in A
a(b+c) =ab+ ac

und
(a+b)e=ac+ be.

Alle Ringe, die wir betrachten werden, sind kommutativ mit 1, d.h. es gilt
zusitzlich

iii) ab = ba fir alle a,b € A.
iv) Es gibt ein Einselement 1 € A mit la = al = a fiiralle a € A.

Ab sofort treffen wir folgende Vereinbarung: Mit Ring meinen wir immer einen
kommutativen Ring mit Eins.

Ein Ringhomomorphismus ist eine Abbildung f : A — B zwischen Ringen, fiir die
i) fla+b) = fla)+ £(b)
i) f(ab) = f(a)f(b)
iii) f(1) =1

gilt.

f heifit Isomorphismus von Ringen, falls es einen Ringhomomorphismus g : B — A
gibt, so dass f o g = idp und g o f = id4 gilt. Dies ist genau dann der Fall, wenn der
Ringhomomorphismus f injektiv und surjektiv ist.

Eine Teilmenge a C A heifst Ideal, falls

i) (a,+) eine Untergruppe von (A4, +) ist, d.h. esist 0 € a und a ist abgeschlossen
unter + und —

ii) aA = agilt,d.h. firallea € aund « € Aist za € a.

Ist a C A ein Ideal, so erbt die Quotientengruppe A/a eine Multiplikationsabbildung
von A und wird damit selbst ein Ring. Die Abbildung

A—>A/a

r—T+a,

Seite 5



die x auf die Nebenklasse von 2 modulo a abbildet, ist ein surjektiver Ringhomo-
morphismus.

Ein Nullteiler in A ist ein Element a € A, so dass ein b € A existiert mit b # 0 und
ab=0.

Beispiel: Ist £ > 1 und ! > 1, so existieren fiir n = k! Nullteiler im Ring Z/nZ, denn
es gilt
(k+nZ)(+nZ)=0inZ/nZ

und beide Faktoren sind # 0.

Definition 2.1 Ein kommutativer Ring mit 1, der keine Nullteiler enthilt, heifst
Integrititsring.

Beispiel: Z, jeder Korper & und jeder Polynomring k[z1, ..., z,] tiber einem Korper
k sind Beispiele fiir Integritdtsringe.

Wir benétigen nun noch einige Tatsachen {iber Ideale. Jedes a € A definiert ein
sogenanntes Hauptideal (a) = aA = {ab: b€ A}.

Ist jedes Ideal a C A ein Hauptideal, so heifst A Hauptidealring. Ein Ideal p # Ain A
heifit Primideal, falls gilt: Ist ab € p fiir e und b in A4, so gilt a € p oder b € p. Also ist
p C A genau dann ein Primideal, wenn A/p nullteilerfrei ist.

Beispiel: Ist p eine Primzahl, so ist das von p erzeugte Hauptideal (p) in Z ein
Primideal. Ferner ist (0) C Z ein Primideal.

Ein Ideal m C A heifit maximales Ideal, falls m # A ist und falls fiir jedes Ideal
mCa % A schon m = a folgt. Ein Ideal m C A ist genau dann ein maximales Ideal,

wenn A/m ein Korper ist.

Beispiel: Ist p eine Primzahl, so ist (p) C Z ein maximales Ideal. Das Nullideal ist
nicht maximal in Z.

Ist f : A — B ein Ringhomomorphismus, und b € B ein Ideal, so ist f~!(b) C A ein
Ideal. Ist b ein Primideal, so ist auch f~1(b) ein Primideal.
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Definition 2.2 i) Es sei I eine beliebige Indexmenge und (a;);c; eine Familie
von Elementen aus A. Ein Ideal a heifst erzeugt von (a});c;, wir schreiben

a = (a;)ier, falls alle a; € a sind und falls sich jedes x € aals =z =
T Qqy + ...+ x5, a4, schreiben ldsst mit geeigneten Indizes 41,...,9, € I und
Elementen z;,,...,z;, € A.

ii) Ein Ideal @ C A heifst endlich erzeugt, falls es endlich viele Elemente
at,...,0m,m € agibtmita = (ai,...,am).

Definition 2.3 Ein Ring A heif3t noethersch, falls jedes Ideal endlich erzeugt ist.

Lemma 2.4 Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
i) A ist noethersch.

ii) Jede aufsteigende Kette von Idealen a; C a3 C ... C a; C ... in A wird stati-
ondr, d.h. es gibt ein ng mit a,,, = a, fiir alle n = ny.

iii) Jede nicht-leere Menge von Idealen besitzt ein maximales Element beziiglich
der Inklusion.

Beispiel: Jeder Hauptidealring ist noethersch, insbesondere ist Z noethersch.

Lemma 2.5 Ist A ein noetherscher Ring und a C A ein Ideal, so ist A/a ein noether-
scher Ring.

Beweis : Es sei 7 : A — A/a die kanonische Abbildung. Ist b C A/a ein Ideal, so ist
7n1(b) C A ein Ideal. Nach Voraussetzung ist 7—!(b) endlich erzeugt, also 7~ (b) =
(a1,...,an) fur geeignete a1,...,a, € A. Man rechnet leicht nach, dass dann b =
(m(a1),...,m(an)) gilt. Also ist b endlich erzeugt. O

Definition 2.6 Sei A ein Ring. Ein A—Modul M ist eine Menge mit einer Ver-
kniipfung + und einer Abbildung (skalare Multiplikation)
AxX M — M,
(a,m) — am
so dass folgende Bedingungen gelten:
i) (M,+) ist eine abelsche Gruppe.

ii) a(x +y) =ax+ayfirac A,x,y e M
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iii) (a+b)x =ax+bxfira,be A,z e M
iv) (ab)x = a(bx) fura,b e A,z € M
v) lz =z flirx € M.
Beispiele:
i) Jedes Ideal a C A ist ein A—Modul. Insbesondere ist A selbst ein A—Modul.
ii) Ist A = k ein Korper, so sind die A—Moduln genau die k—Vektorrdume.

iii) Die Z—Moduln sind genau die abelschen Gruppen, wobei wir auf einer abel-
schen Gruppe die skalare Multiplikation mit Z so definieren:

a+...+a ,fallsm >0
—_———

m—mal
ma = 0 Jfallsm =0
—a—...—a ,fallsm<0
~————
(—m)—mal

Eine Abbildung f : M — N zwischen zwei A—Moduln heifst Homomorphismus von
A—Moduln, falls

flz+y)=f(z)+ f(y) und
flaz) = af(x)

furallea € A, z,y € M gilt.

Eine Teilmenge N C M heifst Untermodul, falls IV eine Untergruppe von M ist, die
abgeschlossen unter der A—Multiplikation ist.

Beispiel: Ist f : M — N ein Homomorphismus, so ist Kern f = {x € M : f(z) = 0}
ein Untermodul von M und Bild f = {y € N :es gibtein x € M mit f(z) = y} ein
Untermodul von N.

Ist N C M ein Untermodul, so existiert die Faktorgruppe M/N. Auf dieser konnen
wir durch
Ax M/N — M/N

(a,x+ N)—ax+ N
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eine skalare Multiplikation definieren, die M/N zu einem A—Modul macht. Die
nattirliche Abbildung
m: M — M/N

r—x+N
ist ein surjektiver Homomorphismus von A—Moduln mit kern 7 = N.

Ein A—Modul M heifst endlich erzeugt, falls es Elemente x4, . . ., z,, in M gibt, so dass
sich jedes = € M als Linearkombination

n
Xr = E a;T;
=1

mit geeigneten aj,...,a, € A darstellen ldsst. Die Koeffizienten a4, ...,a, sind
natiirlich im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt.

Ist I eine beliebige Indexmenge und ist M; fiir alle ¢ € I ein A—Modul, so wird die
direkte Summe

S Mi = {(mz’)iej tm; € Mi,fast alle m; = O}

i€l
der abelschen Gruppen M; zusammen mit der skalaren Multiplikation

a(mi)ier = (ami)ier
ein A—Modul. Wir nennen einen A—Modul M, der isomorph zu & A fiir eine belie-
iel

bige Indexmenge I ist, einen freien A—Modul. Ist I eine endliche Menge mit n Ele-
menten, soist M ~ A® ... d A = A™. In diesem Fall gibt es ein Erzeugendensystem
Z1,...,Tn von M,sodassjedes x € M eine Darstellung der Form z = a1z1+ - -+anxy,
mit eindeutig bestimmten a4, . .., a,, besitzt.

Proposition 2.7 Sei M ein A—Modul. M ist genau dann endlich erzeugt, wenn M iso-
morph zu einem Quotienten von A" fiir ein n > 0 ist, d.h. wenn es einen surjektiven
A—Modul-Homomorphismus ¢ : A" — M gibt.

Beweis : , = Essei zy,...,x, ein Erzeugendensystem von M. Wir definieren einen
A—Modul-Homomorphismus

p: A" > M
durch ¢(a1,...,a,) = a121 + ... + apx,. Dann ist ¢ surjektiv, also folgt

M ~ A™/Kern .
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,<=":5eip: A" — M ein surjektiver A—Modul-Homomorphismus. Wir bezeichnen
mite; = (0...010...0) den i—ten Einheitsvektor in A”. Da ¢ surjektiv ist, wird M
von ¢(e1),...,p(e,) erzeugt. O

Jetzt konnen wir eine wichtige Tatsache zeigen, die der Schliissel zum Hilbertschen
Basissatz ist.

Satz 2.8 Sei A ein noetherscher Ring und M ein endlich erzeugter A—Modul. Dann
ist jeder Untermodul von M ebenfalls endlich erzeugt.

Beweis : Da M endlich erzeugt ist, gibt es nach Proposition 2.7 einen surjektiven
Homomorphismus ¢ : A" — M fiir ein n > 0. Sei N C M ein Untermodul. Dann ist
¢~ }(N) ein Untermodul von A" und ¢~ (V) — N ist ebenfalls surjektiv. Ist o~ (N)
endlich erzeugt, so ist also auch N endlich erzeugt. Daher geniigt es zu zeigen, dass
jeder Untermodul von A" endlich erzeugt ist. Dies beweisen wir mit Induktion nach
n.

Fiir n = 1 sind die Untermoduln von A gerade die Ideale in A. Diese sind endlich
erzeugt, da A ein noetherscher Ring ist. Die Behauptung gelte also fiir ein n > 1. Wir
betrachten den surjektiven Homomorphismus

g AV An
(a1y..yany1) — (a1,...,an)
und den injektiven Homomorphismus

P A— APTL

Dann ist offenbar Kern ¢ = Bild . Also ist die kurze exakte Sequenz
0— AL An+l 2, 4qn

exakt.
Sei N C A""! ein Untermodul. Nach Induktionsvoraussetzung ist ¢~'(N) als
Untermodul von A und (V) als Untermodul von A™ endlich erzeugt.

Wir wihlen ein Erzeugendensystem 1, . .., z,, von )~} (N) und Elemente y1, . .., y5 €
N, so dass ¢(y1), ..., ¢(ys) ein Erzeugendensystem von (V) ist. Jetzt sei x € N ein
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beliebiges Element. Dann ist ¢(x) € ¢(N), also von der Form ¢(z) = bio(y1) + ... +
bsp(ys) fur by,...,bs € A. Daherist 2’ = 2 — (byy1 + ... + bsys) in Kern ¢ = Bild ¢
enthalten, also gilt 2’ = ¢(2"”) fiir ein 2"/ € A. Da 2’ in N liegt, liegt 2" € ~!(N).
Somit ist 2" von der Form 2" = a2y + ... + a,z, fiir a1, ..., a, € A. Insgesamt folgt

T = aﬂ/}(xl) +...+ arw(xr) + blyl +...+ bsys-

Dabher ist ¥(z1),...,¢(x), y1, .- ., ys ein Erzeugendensystem von N, d.h. N ist end-
lich erzeugt.
O

Ein A—Modul, der die Eigenschaft hat, dass alle seine Untermoduln endlich erzeugte
A—Moduln sind, heifst noetherscher A—Modul.

Satz 2.8 ldsst sich also auch so umformulieren: Ein endlich erzeugter Modul tiber
einem noetherschen Ring A ist noethersch. Insbesondere ist ein noetherscher Ring A
auch als Modul iiber sich selbst noethersch.

Jetzt konnen wir den Hilbertschen Basissatz beweisen.

Satz 2.9 (Hilbert’scher Basissatz)
Ist A ein noetherscher Ring, so ist auch der Polynomring A[X] noethersch.

Beweis : Es sei a C A[X] ein Ideal. Wir wollen zeigen, dass a endlich erzeugt ist. Dafiir
kénnen wir a # 0 annehmen. Nun betrachten wir die Menge aller Leitkoeffizienten
von Elementen in a:

b={acA:a#0undaX" +a, 1 X" ' +...+ap€a}uU{0}.

b ist ein Ideal in A, also nach Voraussetzung endlich erzeugt. Ist b = (ay, ..., ay,,) mit
a; # 0 aus A, so gibt es fiir alle i ein Polynom: f;(X) € a, dessen Leitkoeffizient a; ist.
Wir bezeichnen den Grad von f;(X) mit r;. Wir betrachten das Ideal o’ = (f1,..., fin)
in A[X]. Offenbar ist a’ C a.

Es sei r das Minimum der Grade r1,...,r,,. Ferner bezeichnen wir mit M den
A—Untermodul aller Polynome vom Grad < r — 1 in A[X]. Er wird erzeugt von den
Polynomen 1, z,22,...,2"~!. Wir zeigen nun a = o’ + (a N M). Die Inklusion , 2" ist
klar. Um ,C” zu zeigen, betrachten wir ein beliebiges Polynom f(X) = aX"+...4+aq
ina.Istn <r,soist f € M und wir sind fertig. Ist n = r, so schreiben wir den Leitko-
effizienten o € bals a = c1a1 +. . . +¢pan, flr geeignete ¢y, . . ., ¢, € A. Das Polynom

hi(X) = > ;X" " fi liegt in o’. Wir betrachten ¢;(X) = f(X) — h1(X) € a. Der
i=1
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Koeffizient vor X™ von g1(X) ist « — >_ ¢;a; = 0, also hat g1 einen Grad < n — 1. Ist

grad (g1) < r,soliegt g1 inanN M ur:alwir erhalten f € o’ + (a N M). Andernfalls
wiederholen wir das obige Verfahren mit g;(X) und konstruieren ein Polynom
ho(X) € o/, so dass der Grad von g1 (X) — h1(X) echt kleiner als der Grad von g1 (X)
ist. Nach endlich vielen Schritten erhalten wir so ein Polynom in a N M, und es folgt
fed+(anM).

Nun ist (a N M) als Untermodul des endlich erzeugten A—Moduls M nach Satz
2.8 selbst ein endlich erzeugter A—Modul. Als Summe von zwei endlich erzeugten
A—Moduln ist somit a endlich erzeugt. O

Korollar 2.10 Ist A ein noetherscher Ring, so ist fiir jedes n > 1 der Polynomring
A[Xy, ..., X,] noethersch.

Beweis : Das folgt mit Induktion aus Satz 29, da A[Xp,...,X,] =
(A[Xq, ..., X—1])[X,] gilt. O
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