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Zusammenfassung

In der vorliegenden Bachelorarbeit wurde ein Modell fiir die raumlich und zeitlich aufge-
l6ste Elektronendichteverteilung in einem gepulsten induktiv gekoppelten Plasma erstellt.
Experimentell war es, bedingt durch den gepulsten Betrieb und die Wahl der Diagnostik-
methode im Experiment ,,Prometheus®, nur moglich iiber die Zeit und den Ort gemittelte
Elektronendichten zu messen.

Um nun den rdaumlichen Verlauf der Elektronendichte zu bestimmen, wurde die rdumliche
Elektronendichteverteilung durch eine ambipolare homogene Diffusion beschrieben. Die
daraus resultierende Differentialgleichung wurde mithilfe von sphérischen Koordinaten
unter Annahme von Azimutal- und Polarwinkelsymmetrie gelost.

Der zeitliche Elektronendichteverlauf wurde durch die, fiir diesen Elektronendichtebereich
giiltige, Proportionalitidt zwischen elektrischer Leistung im Plasma und Elektronendichte
berechnet. Die elektrische Leistung und deren zeitlicher Verlauf im Plasma lieB sich iiber
ein Photodiodensignal im experimentellen Aufbau ermitteln.

Das so ermittelte Modell wurde auf die gemessenen integrierten Elektronendichten des
Experiments ,,Prometheus* angewendet. Durch das Modell lie$ sich eine Aussage iiber die

tatsidchliche maximale Elektronendichte innerhalb des Entladungspulses treffen.
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1 Einfuhrung

Als Plasma (gr. pldsma, ,,formbarer Stoff**) bezeichnet man ein partiell oder vollsténdig
ionisiertes Gas, bestehend aus positiv geladenen lonen (gr. ion, ,,gehend*‘) und negativen
Elektronen (gr. elektron, ,,Bernstein‘‘). Untersucht wurde der Plasma-Zustand zuerst von
Irving Langmuir, der ihm auch seinen Namen gab. Die geladenen Teilchen entstehen
tiberwiegend durch IonisationsstoBe der Elektronen und Neutralgasteilchen. Um dem
Rekombinationsbestreben der geladenen Teilchen entgegenzuwirken, muss dem Plasma
kontinuierlich Energie zugefiihrt werden, die dem Potential entgegenwirkt. Die hierzu
notige Energie kann z.B. durch thermische Anregung (Erhitzen), Komprimierung (adiaba-
tische Zustandsidnderung) oder einen elektrischen Strom (Ohmsche Heizung) bereitgestellt
werden. Die Eigenschaften eines Plasmas sind dabei abhédngig von seiner Temperatur
bzw. seiner Teilchendichte. Eine Einteilung der bis heute bekannten Plasmen ist in Abb. 1
dargestellt.

Plasmen lassen sich in einer Vielzahl von Anwendungsgebieten finden. Dazu gehort z.B.
die Verwendung als Atzmittel in der Prozesstechnik zur Herstellung von Halbleitern.
Solche Plasmen werden auch als ,,Prozessplasmen‘ bezeichnet [GR98]. Ein weiteres An-
wendungsgebiet von Entladungsplasmen ist die Atomspektroskopie [Gey08]. Dabei regt
das Plasma die Atome der zu untersuchenden Substanz an. Diese angeregten Zustinde
emittieren elementspezifische Spektrallinien, die Riickschliisse auf die Substanzzusam-
mensetzung ermoglichen. Aulerdem wird das von Plasmen emittierte Licht, das durch
die Anregungsstofle von Elektronen mit Neutralgasteilchen entsteht, zum Beispiel in
Leuchtstoffrohren verwendet.

Die spannendste und fiir den weiteren technologischen Fortschritt viel versprechendste An-
wendung von Plasmen liegt jedoch in der Fusionsforschung. Dabei versucht man, dhnlich
den Vorgingen im Sonneninneren, Atomkerne zu fusionieren und die dabei freiwerdende
Bindungsenergie zu nutzen. Aufgrund der hierzu notwendigen hohen Temperaturen liegt
das zu fusionierende Medium in Form eines Plasmas vor. Mogliche Konzepte fiir die Be-
reitstellung der erforderlichen Einschlusszeiten bzw. Dichten sind die Trédgheitsfusion und

die Magnetfusion. Dabei beruht Erstere auf der hohen Komprimierung und den Teilchen-
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Abbildung 1.1: Typische Plasma-Parameter nach [IPP06]



einschluss durch Tréagheitseffekte und Zweitere auf dem Einschluss des Plasmas mithilfe
von Magnetfeldern. Entscheidende Fortschritte in der Fusionsforschung verspricht man
sich vom geplanten Fusionstestreaktor ITER. Sollte der Fusionsreaktor ITER es schaffen,
einen Energieiiberschuss herzustellen, wire es moglich, in Zukunft Atomkraftwerke durch
Fusionskraftwerke zu ersetzen, die sich sowohl durch eine wesentlich hohere Sicherheit
als auch strahlungsarme und regenerierbare Treibstoffe auszeichnen.

In der vorliegenden Bachelorarbeit wurde ein gepulstes induktiv angeregtes niederfre-
quentes Gasentladungsplasma untersucht. Solche Entladungsplasmen werden héufig in
der Halbleiterindustrie und in der Atomspektroskopie verwendet und ermoglichen eine
hohe Teilchendichte bei gleichzeitig relativ geringem Druck. Entladungsplasmen besit-
zen im Gegensatz zu z.B. den Plasmen der Fusionsforschung eine wesentlich geringere
Elektronentemperatur.

Der Vorteil von induktiv gekoppelten Plasmen liegt in der elektrodenlosen Anregung des
Plasmas, sodass Materialverunreinigungen durch Elektrodenabnutzung ausgeschlossen
werden konnen. Jedoch fiihrt die Anbringung der Spulen an das Entladungsgefall bzw. die
normalerweise verwendete Hochfrequenzanregung zu einer verminderten Energiedissi-
pation im Plasma, sodass die obere Teilchenzahldichte fiir induktive Plasmaentladungen
bei n, ~ 10'¥m =3 [LL94] liegt. Mit dem hier verwendeten Experiment wurden jedoch
von C. Teske und J. Jacoby [TJO8] Elektronendichten mit bis zu n, ~ 10*'m =3 gemessen,
die zumindest im Teilchendichtebereich von Fusionsexperimenten liegen. Erreicht wird
dies durch den gepulsten Betrieb der Plasmaentladung. Dabei treten im Gegensatz zum
Dauerbetrieb extrem hohe Leistungsdichten auf.

Aufgrund des gepulsten Betriebs der Entladung, stellt die gemessene Elektronendichte
eine zeitlich und raumlich gemittelte Grofe dar. Aufgabe dieser Bachelorarbeit war es
nun, aus den gemittelten Grolen, analytisch eine rdumliche und zeitliche Elektronendich-
teverteilung zu erstellen. Dazu wurden, mithilfe der homogenen Diffusionsgleichung und
einem gemessenen zeitlichen Intensitdtsverlauf, Riickschliisse auf die Elektronendichte als
Funktion der Zeit und der Raumkoordinaten gezogen. Somit kann eine Aussage iiber die
tatsidchliche maximale Elektronendichte wihrend des Entladungspulses getroffen werden.
In Kapitel 2 werden zunéchst die theoretischen Grundlagen zum Verstéindnis der induktiven
Plasmaentladung zusammengefasst. Den experimentellen Aufbau beschreibt Kapitel 3. Im
darauffolgenden Kapitel 4 wird die Modellierung der rdumlich und zeitlich aufgeldsten
Elektronendichte durchgefiihrt und auf gemessene Elektronendichten angewendet. Einen
Ausblick auf die noch weiteren Schritte und die Anwendung der gewonnenen Erkenntnisse
gibt Kapitel 5.
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2 Theorie der induktiven
Entladungsplasmen

Das folgende Kapitel soll die theoretischen Grundlagen fiir die Bestimmung der
raumlich und zeitlich aufgelosten Elektronendichte schaffen. Dabei erldutert Ka-
pitel 2.1 das Phinomen der elektromagnetischen Induktion im Allgemeinen.

In Kapitel 2.2 wird die Ziindbedingung fiir das vorliegende kugelsymmetrische
induktiv angeregte Plasma hergeleitet. Um die elektrischen Parameter im Plas-
ma zu bestimmen wird das Transformatormodell in Kapitel 2.3 vorgestellt. Die
Diffusion der Teilchen in einem Plasma wird in Kapitel 2.4 behandelt. Um die
Diffusionsgleichung in Kugelkoordinaten losen zu konnen, muss eine lineare parti-
elle Differentialgleichung zweiter Ordnung gelost werden. Eine Losungsmethode

des radialen Teils der Differentialgleichung wird in Kapitel 2.5 vorgestellt.

2.1 Prinzip der elektromagnetischen Induktion

Im Jahr 1831 entdeckte Michael Faraday, dass nicht nur elektrische Strome magnetische
Felder verursachen, sondern auch zeitlich verdnderliche Magnetfelder elektrische Wirbel-
felder zur Folge haben [Mes02]. Dieses Phinomen wird elektromagnetische Induktion (lat.

inducere = einfithren) genannt. Faraday entdeckte folgenden Zusammenhang:

, d [~ -
Uind:fE'd:?:—%/BdA (2.1)
A

C

Dabei ist ¢ = f A B - dA der magnetische Fluss durch eine Leiterschleife. Andert man
also das Magnetfeld durch eine Leiterschleife bzw. verdndert man die vom Magnetfeld
durchflossene Flidche, so wird eine Spannung in der Leiterschleife induziert, die bei Vor-

handensein eines Widerstands zu einem elektrischen Strom fiihrt. Aufgrund von V - B=0
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ist dabei die Wahl der Fliche A unerheblich [Gre08].

Man unterscheidet zwischen Bewegungsinduktion und Ruheinduktion [P105]. Erstere
kann iiber die Lorentzkraft F' = q- (U x B ) auf die Elektronen im Leiter erklért werden,
die durch die Bewegung der Leiterschleife relativ zum Permanentmagneten entsteht. Diese
Kraft fiihrt zu einer Trennung der Ladungen im Leiter und folglich zu einem elektrischen
Feld, dass die Ladungstrennung versucht zu kompensieren. Ruheinduktion tritt auf, wenn
das Magnetfeld durch die Leiterschleife zeitlich verdndert wird und somit eine magnetische
Flussdnderung auftritt, die wiederum eine elektrische Spannung zur Folge hat. Auf diesem
Prinzip basiert die Funktionsweise eines Transformators (s. Kap. 2.3).

Die Polung der induzierten Spannung bzw. die Richtung des resultierenden elektrischen
Stroms wird durch die Lenz’sche Regel bestimmt. Diese besagt, dass die entstehenden elek-
trischen Felder immer so gerichtet sind, dass sie ihrer Ursache entgegen-
wirken [PT05]. Dies ist eine unmittelbare Forderung aus der Energieerhaltung, da sonst
eine ,,Aufschaukelung* des Stroms stattfinden konnte. Die Lenz’sche Regel wird im Induk-
tionsgesetz durch das negative Vorzeichen beriicksichtigt.

Die vorhergehende Betrachtung hat eine Leiterschleife vorrausgesetzt, in der eine Spannung
induziert wird. Jedoch findet auch elektromagnetische Induktion statt, wenn anstatt einer
Leiterschleife ein beliebiger Integrationsweg auflerhalb eines Leiters verwendet wird. Dies
fithrt zu elektrischen Wirbelfeldern. In dieser Form wird das Faraday’sche Induktionsgesetz
auch als zweite Maxwell’sche Gleichung im Vakuum bezeichnet. Verwendet man den
Stoke’schen Integralsatz, so erhdlt man das Faraday’sche Induktionsgesetz in Differential-

form:

, 0B
VX FE= —E 2.2)

Das Phianomen der Induktion fiihrt auBerdem zu einem verzégerten Stromanstieg in Spulen.

In diesen wird beim Einschalten eines Stroms ein magnetisches Feld erzeugt, das wiederum
eine ihr entgegengerichtete Induktionsspannung (Lenz’sche Regel) zur Folge hat. Somit
wird also der Stromanstieg in der Spule reduziert und der Strom nimmt erst verzogert sein
Maximum an. In umgekehrter Reihenfolge findet beim Ausschalten ein Aufrechterhalten
des Stroms fiir kurze Zeit statt. Diese Erscheinungen werden auch als Selbstinduktion
bezeichnet. Quantifiziert wird die Selbstinduktion iiber folgende Gleichung [PT05]:

Upg = —L 1T (2.3)
Dabei wird L als (Eigen-)Induktivitit bezeichnet. Sie ist ein Parameter, der durch die

Bauweise der Spule bzw. Leiterschleife bestimmt wird. Fiir eine kreisformige Spulenkonfi-

12
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guration mit Radius o und Windungszahl N gilt nach [Jac99]:
L = porriC(N) (2.4)

Dabei ist C(N) eine Konstante, die abhidngig von der Windungszahl N ist.

Werden zwei Spulen vom gleichen magnetischen Fluss ® durchflossen, wie es z.B. in
einem Transformator geschieht, so wird durch die Flussinderung in der einen Spule
eine Spannung in der anderen Spule induziert. Diese Abhéngigkeit wird mithilfe der
Gegeninduktion M [St605] beschrieben. Fiir die Gegeninduktivitit M gilt nach [PT92]:

M =Fk+/Ly Ly (2.5)

Dabei ist L; die Eigeninduktivitidt der Spule ¢ und k£ der Kopplungsfaktor, also der Anteil

des magnetischen Flusses der ersten Spule, der die zweite Spule durchsetzt.

13



KAPITEL 2. THEORIE DER INDUKTIVEN ENTLADUNGSPLASMEN

2.2 Zundkriterium fur induktive Plasmaentladungen

Abbildung 2.1: Schema einer induktiven Plasmaentladung

Man spricht von einem Ziinden des Plasmas, wenn die Erzeugungsrate von freien Elektro-
nen den Verlust von Elektronen durch Rekombination bzw. durch Verlust an den Gefa$3-
winden iibersteigt. Mogliche Methoden zur Erzeugung von Entladungsplasmen sind unter
anderem die induktive und die kapazitive Anregung.

In dem in dieser Bachelorarbeit betrachteten Fall handelt es sich um eine induktive Plasma-
ziindung. Eine solche Entladung ist in Abb. 2.1 dargestellt. Dabei wird durch den zeitlich
verdnderlichen Strom durch die Induktionsspule ein zeitlich verinderliches Magnetfeld
aufgebaut, das nach Kap. 2.1 elektrische Wirbelfelder zur Folge hat. Nur wenn die in-
duzierten elektrischen Felder einen Grenzwert iiberschreiten, haben die beschleunigten
Elektronen geniigend Energie, um das Plasma aufrecht zu halten [TJOS].

Die Methode der induktiven Plasmaentladung hat den enormen Vorteil, dass durch die
elektrodenlose Bauweise, mogliches Sputtern, d.h. Materialauflosung in den Elektroden
verhindert wird. Allerdings findet aus dem gleichen Grund auch keine Sekundérelektronene-
mission aus dem Elektrodenmaterial statt. Die freien Elektronen werden fast ausschlielich
in IonisationsstoBBen produziert. Somit ist es schwieriger die Bedingung fiir eine Plas-
maziindung zu erreichen und das bekannte Paschen-Gesetz fiir Gleichstromentladungen
[Kih52] kann nicht verwendet werden.

Ist die Rekombinationsrate im Vergleich zu den GefaBwandeffekten vernachlissigbar, so
findet ein Transport an Elektronen ndherungsweise nur durch Diffusion statt [Tes]. Zum

Zeitpunkt der Initiierung des Plasmas ist die Elektronendichte ndherungsweise konstant,

14



2.2. ZUNDKRITERIUM

sodass die zeitlich homogene Diffusionsgleichung gilt (vgl. Kap. 2.4). Lost man diese
mithilfe von Bessel-Funktionen unter der Annahme einer verschwindenden externen Elek-
tronenquelle und unter Beriicksichtigung eines kugelsymmetrischen Volumens mit Axial-
und Azimutalsymmetrie, so erhélt man fiir den Elektronendichteverlauf (ausfiihrlichere

Herleitung s. Kap. 4):

]2 sin(kr) cos(kr) 9 Vi
ne(r) = — (A . - B . mit &~ = 5 (2.6)

Da die Elektronendichte in den GefaBwinden verschwindet (n.(r — 79) = 0) und die

Elektronendichte in der Mitte der Kugel den Maximalwert n. o annehmen soll, folgt:

sin(kr)
kr

(2.7)

ne(r) = neg

Aufgrund von der oben gestellten Bedingung einer verschwindenden Elektronendichte
in den GefiBwianden, muss zusitzlich k£ = % gelten. Definiert man nun die mittlere
Diffusionslinge als A = ** mit dem GefdBradius 79, so erhélt man einen Zusammenhang

zwischen StoBfrequenz v;, und der zugrundeliegenden Geometrie:

D,

Viz (Bina) = 1z (2.8)

Die Ionisationsfrequenz ist dabei eine Funktion der induzierten elektrischen Feldstérke.
Analog zur Herleitung des Paschengesetzes fiir Gleichstromentladungen [Kih52], lésst

sich die Kollisionsfrequenz v;, durch die Ionisationsrate X;, beschreiben:
Vi (Eind) =Ny Xzz (Eznd) (29)

Nach [LL94] lasst sich die Ionisationsrate X;, durch eine Arrheniusfunktion
Caop
Xi. = Xpe Bina nihern. Dabei ist (5 eine gasabhingige Konstante, die experimentell

bestimmt werden muss. Somit ldsst sich mit Gl. 2.8 und 2.9 insgesamt folgern:

_Cop D
Bind — — 2 2.10
¢ ‘ Ng X(] A2 ( )
ng X

9 so erhilt man das fiir die Plasma-

Definiert man sich eine zweite Konstante C'; p = 5

15



KAPITEL 2. THEORIE DER INDUKTIVEN ENTLADUNGSPLASMEN

zlindung notwendige induzierte elektrische Feld:

Cop

Bina = P
a In (CypA?)

(2.11)
Fiir den maximalen Umfang im Plasma gilt mit der oben genannten Definition [ = 272 A.
Die resultierende induzierte Spannung durch das elektrische Feld lisst sich mithilfe der

Integration entlang des Umfangs berechnen:

Uing = / Ejpg - ds =212\ Ejpy (2.12)
l

Mit den Uberlegungen aus Kap. 2.1 erhilt man die Bedingung fiir eine Plasmaziindung in

Abhingigkeit von der mittleren Diffusionsldnge A und der Induktivitit L:

CgpA

ATNATY) (2.13)

Beriicksichtigt man nun noch die Korrelation zwischen der Induktivitit der eng an das
Glasgefal anliegenden Induktionsspulen L und dem Entladungsradius ry bzw. der mittleren
Diffusionslidnge A wie in Gl. 2.4, so erhélt man nach Zusammenfassen der Konstanten in

_ 1 _ Cy .
Al = 2 bzw. AQ = LorC(N) -

: Asp
[=— 2.14
In (A pr3) (2.14)

Physikalisch besagt Gl. 2.14, dass die fiir eine Plasmaziindung notwendige Stromanstiegs-
rate antiproportional zum GefidBradius ist. Somit ist also eine moglichst groe Entladungs-

sphére zu bevorzugen, um die notige Stromanstiegsrate moglichst gering zu halten.
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2.3. TRANSFORMATORTHEORIE

2.3 Transformatortheorie

Eine Plasmaentladung besitzt einen stark nicht linearen Charakter. Somit ist eine Aus-
sage iliber den Strom- bzw. Spannungsverlauf im Plasma und die im Plasma dissipierte
Leistung nicht trivial. Jedoch vereinfacht sich der Sachverhalt durch die Betrachtung des
Plasmas als sekundérseitige niederohmige Last mit Windungszahl Npj,sm, = 1 eines realen
Transformators mit Luftkern (s. Abb. 2.2) [P792]. Ein realer Transformator zeichnet sich
durch eine verminderte Durchdringung der magnetischen Fliisse in den beiden Spulen
aus. Dies wird durch einen Kopplungsfaktor k? € [0, 1] beriicksichtigt. Damit gilt fiir die
Gegeninduktivitit:

M? = k*LyL, (2.15)

Mithilfe der Eigenschaften des Systems aus primirseitigem Schaltkreis und sekundérsei-

R, Ip(t)
1,(?) ]
+
L, Lp Rp
Uy (1)
n +
_M]p(t) Mlo(t)

Abbildung 2.2: Schaltschema der Plasmaentladung im Transformatormodell

tigem Plasma, R (ohmscher Widerstand), L (Eigeninduktivitit), M (Gegeninduktivitit)
und w (Anregungsfrequenz), lassen sich Aussagen iiber den im Plasma induzierten Strom
I,, und die im Plasma dissipierte Leistung Ppjasm, treffen. Mithilfe der 2. Kirchhoff’schen

Regel lasst sich folgendes Differentialgleichungssystem aufstellen:

U()(L‘) +Ug, + UL, + Uy =0 (2.16)
URP+ULP+UM:0 2.17)

Durch das ohmsche Gesetz Ur = R I bzw. der Definition der Induktivititen bzw. Ge-
geninduktivititen U = —LIund Uy = -MI ergibt sich folgendes gekoppeltes Dif-

ferentialgleichungssystem. Dabei geht man von einer sinusformigen Eingangsspannung
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aus:

Lolo(t) + MI,(t) + Rolo(t) = Upsin(wt) (2.18)
LyL,(t) + MIy(t) + R,1,(t) = 0 (2.19)

Dieses DGL-System lésst sich per Laplace-Transformation l6sen [Tes]. Dadurch erhilt
man den elektrischen Strom im Plasma in Abhingigkeit vom Eingangsstrom [, der

Gegeninduktivitit M, dem Plasmawiderstand 1, und der Induktivitidt des Plasmas L,:

WM ) (2.20)

() = ——
p(w) R, + iwL, "

Abbildung 2.3: Vereinfachtes Ersatzschaltbild des Transformators

Da L, und 12, unbekannte Grofen sind, transformiert man den oben genannten Schaltkreis
in einen dquivalenten geradlinigen Schaltkreis wie in Abb. 2.3 dargestellt. Somit hat man
einen RL-Kreis mit dem Ersatzwiderstand R, und der Ersatzinduktivitit L.. Fiir diese gilt
nach [PT92] mit w << v:

2

M
Re:R0+W2Rp ’Z ’2
p

2

"1 Z)?

2.21)

L.=Lo— w’L (2.22)

Dabei ist Z, die komplexe Impedanz im Plasma. Geht man nun noch von geringen ohm-

schen Verlusten im Schaltkreis und im Plasma gegeniiber den entsprechenden Impedanzen

18
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aus, ergibt sich mit Gl. 2.15:

w2]€2L0Lp

(B} +w?L3) (2.23)
~ Lo(1 — k%)

w2l€2L0Lp

(RZ2+w?L2)

L
~ Ry + Ryk* 2 224
Lp

= Ro+ R)k*N§

Le=1Lo—L,

R.=Ro+ R,

Dabei wurde in GI. 2.24 davon ausgegangen, dass die Eigeninduktivitit proportional zum

Quadrat der Windungszahl ist. Somit ergeben sich folgende Widerstinde im Schaltkreis:

wL, = wLy(1 — k%) (2.25)
R. = Ry + K*N;R, (2.26)

Setzt man die gewonnenen Zusammenhénge in Gl. 2.20 ein, so erhélt man mit den gemach-

ten Nédherungen fiir den Strom im Plasma:

I, = kNyl (2.27)

Analog zu den vorhergehenden Uberlegungen erhilt man auch eine Abhiingigkeit der im

Plasma induzierten Spannung vom Kopplungsfaktor £:

k

Somit ist, wie erwartet, der elektrische Strom im Plasma um den Faktor k kleiner als der
urspriinglich angelegte Strom in den Spulen. Auch die Spannung ist analog um den Faktor
k kleiner als im Fall eines idealen Transformators.

Diese Betrachtungsweise des Transformatormodells hat jedoch bei der Verwendung von
HF-Plasmen oberhalb von w = 100kHz seine Grenzen [Tes]. Dort treten nicht mehr
vernachlissigbare parasitire Spulenkapazititen auf. Deshalb wird eine induktive Plasma-
kopplung immer schwieriger, da die Verschiebungsstrome iiber die parasitidren Spulenka-

pazititen mit steigender Anregungsfrequenz zunehmen.
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KAPITEL 2. THEORIE DER INDUKTIVEN ENTLADUNGSPLASMEN

2.4 Diffusion in einem induktiv gekoppelten Plasma

StoBen zwei Teilchen in einem Plasma zusammen, so fiihrt das zu einer kleinen Anderung
des Impulses der Teilchen [GR98]. Betrachtet man nun eine Vielzahl dieser St68e iiber
eine lingere Zeit, so erkennt man, dass das Teilchen deutlich von seiner urspriinglichen
Bahn abgelenkt wurde. Liegt nun ein inhomogenes Plasma vor, so wird ein Teilchen im
Raumbereich mit niedrigerer Teilchendichte weniger oft abgelenkt werden als ein Teil-
chen im dichteren Raumbereich. Somit wird sich ein Gradient einstellen vom dichteren
Bereich in den weniger dichten Bereich. Diesen Vorgang nennt man Diffusion (s. Abb. 2.4).
Diffusion ist zunichst einmal ein zufilliger Vorgang. Liegen nun jedoch noch elektroma-
gnetische Felder an, die auf die geladenen Teilchen eine Kraft wirken lassen, so muss dies

beriicksichtigt werden. Fiir die Bewegung der Teilchen im Plasma gilt im Gleichgewicht

Dichtegragienten

Abbildung 2.4: Schematischer Vorgang einer freien Diffusion in einem Plasma, d.h. ohne
externe elektromagnetische Felder

die makroskopische Gleichgewichtsbewegungsgleichung [LL.94] mit vernachlidssigbarer
Beschleunigung- bzw. Trigheitskraft der Teilchen:

qn (E + U X é) —Vp—mnv,i =0 (2.29)

Dabei ist g die Ladung eines Teilchen, n die Teilchendichte, E und B das elektrische
bzw. magnetische angelegte Feld,  die Driftgeschwindigkeit der Teilchen, p der Druck im
Plasma und v,,, die Impulsiibertragungsfrequenz.

Betrachtet wird hier der Fall mit einem verschwindenden Magnetfeld B = 0. Da sich
durch die Induktionsspulen jedoch ein magnetisches Feld bildet, stellt dies eine sehr
grobe, jedoch notwendige, Nidherung dar, da sich sonst eine nicht einfach zu behandelnde
partielle Differentialgleichung fiir die Teilchendichte ergibt. Geht man nun von einem

isothermischen Plasma (Vp = £T'Vn) aus, so erhilt man fiir die Driftgeschwindigkeit der
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2.4. DIFFUSION IN EINEM PLASMA

Teilchen bzw. mit I’ = n @ den Fluss der Teilchen:

. E kT
r="=_ % vy
MUy,  MVUpy (2.30)
= iunﬁ — DVn
Dabei wurde die Mobilitit ;1 = % und die Diffusionskonstante D = -~ eingefiihrt. Das

positive Vorzeichen gilt fiir positive Ionen und das negative entsprechend fiir Elektronen.
Damit die Gesamtladung iiberall im Plasma erhalten bleibt, muss der Fluss der Elektronen
aus einem Gebiet immer gleich dem Fluss der Ionen aus diesem Gebiet sein (1:e = ﬂ)
[LL94]. Dies gilt auch, wenn lonisationsprozesse stattfinden, da gleich viele Ladungen bei-
der Arten gebildet werden. Desweiteren geht man davon aus, dass gleich viele Elektronen
wie lonen vorliegen (n. = n; = n).

Elektronen sind jedoch viel leichter und besitzen somit weniger Trigheit als die schwereren
Ionen. Daher wird sich am Anfang ein elektrisches Feld einstellen, welches dem Prozess

entgegenwirkt. Dieses ldsst sich aus den oben genannten Vorrausetzungen ableiten:

r.=T; (2.31)
umE — D;Vn = —uenﬁ — D.,Vn (2.32)
- Dz - De
— F = —@ (2.33)
2% + He T

Dieses Ergebnis ldsst sich jedoch wieder in eine der beiden ,,Fluss-Gleichungen® (betrachtet

wird hier die Ionen-Gleichung) einsetzen, sodass man erhilt:

,uiDe + ,ueDi
———Vn
[ + fle (2.34)
=-D,Vn

[ =

Dabei wurde die ambipolare Diffusionskonstante D, = '“DTIﬁ—D eingefiihrt. Dieses
Gesetz nennt man auch das Fick’sche Gesetz, jedoch mit der ambipolaren Diffusionskon-
stante. Den so erhaltenen Teilchenfluss kann man nun in die Kontinuitdtsgleichung [LL94]

einsetzen, sodass man erhilt:

on =

- T=G -1 2.
e +V G (2.35)
on

— —-D,V’n=G-1L 2.
5 Vn (2.36)
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Dabei ist man sowohl von einer konstanten Mobilitit als auch einer konstanten Diffu-
sionskonstante ausgegangen. G bzw. L ist die Teilchengewinnungs- bzw. Teilchenver-
nichtungsrate. Geht man nun davon aus, dass Elektronen (bzw. auch Ionen) nur durch
Ionisationsstofle gewonnen werden und jeder dieser Sto3e auch genau ein Elektron aus dem
neutralen Gasatom herausschlégt, so kann man G = v;,n setzen, wobei v;, die lonisations-
frequenz ist. Gleichzeitig geht man von keiner Rekombination bzw. sonstigen Verlusten
an Teilchen aus, sodass L = 0 gilt. Betrachtet wird weiterhin der Gleichgewichtszustand,
also eine zeitlich konstante Elektronendichte %—7; = 0. Dies zusammengefasst fiihrt zur

homogenen Diffusionsgleichung fiir Elektronen bzw. lonen:

V2n + Z—n —0 (2.37)

Zusammen mit gegebenen Randbedingungen lésst sich die homogene Diffusionsgleichung

entsprechend der vorliegenden Geometrie 16sen.
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2.5 Bessel’sche Differentialgleichung und ihre
Losung

:ﬂ% + m% + (2= 1)y =0 (2.38)
Die Bessel’sche Differentialgleichung (Gl. 2.38), benannt nach Friedrich Wilhelm Bessel,
ist eine in der Physik und in anderen Naturwissenschaften hdufig vorkommende lineare
Differentialgleichung zweiter Ordnung. In der Physik tritt sie hidufig in Zusammenhang
mit zylindrischen Randwertproblemen wie z.B. bei Losung der Laplace-Gleichung in
Zylinderkorrdinaten [Jac99] auf. Aber auch Probleme mit sphirischen Randbedingungen,
wie z.B. Schwingungen einer kreisformigen Membran [Gre03] oder die hier vorliegende
Diffusion von Elektronen in einem sphérischen Entladungsgefil3, lassen sich durch die
Bessel-Differentialgleichung beschreiben.
Losen ldsst sich die Bessel’sche Differentialgleichung durch einen Potenzreihenansatz
1

[BDO5]. In dem vorliegenden Fall ist besonders der Fall fiir ein halbzahliges v = 3

interessant: o 5 .
x2a—xz+xa—i+<2—1>y:0 (2.39)

Dabei gibt die Konstante v die Ordnung der Differentialgleichung an. Macht man nun
einen Potenzreihenansatz nach [BDO5] y = agz” + Zfbozl a,x" " und setzt dies ein, ergibt

sich:

1 1
(7’2 — Z) (l(]l?r + |:(7n + 1)2 — Z:| CLIZCT+1

= 1
+ Z (|:(T +n)2 — Z:| Qp, + an_2> IT—’_TL = 0
n=2

Damit die Gleichung erfiillt ist, miissen alle Summanden einzeln verschwinden. Da die

(2.40)

a,, zuniichst beliebig sind, kann man aq = 1 wihlen. Deshalb miissen jedoch 72 — }l =0
bzw. r| = —|—% und ry = —% gelten, damit der erste Summand verschwindet. Betrachtet
man zunéchst nur den Fall r; = +% fiihrt diese Bedingung dazu, dass a; = 0 sein muss,
damit auch der zweite Summand verschwindet. Betrachtet man nun das Verschwinden des

Summenterms, so erhilt man die Rekursionsformel fiir die a,,

Ap—2

D (2.41)

ap, = —
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bzw. mitn = 2mund m = 1,2, 3...

A2m—2
w=—-—— 242
2 om(2m + 1) (242)
Die a,, mit ungeradem Index verschwinden nach oben erhaltener Bedingung. Diese Rekur-
sionsformel lisst sich durch as,, = ((;2—_?1‘1)? [BDOS] darstellen. Fiihrt man diese Ergebnisse

zusammen, so erhélt man fiir die erste Losung der Differentialgleichung:

1)m 2m—+1

e (D)
y(z) =72y L (2.43)
! mzo (2m + 1)!

Dies ist jedoch genau die Reihendarstellung von sin(x). Definiert man nun

Jijg = (%)1/2 Y1, so erhilt man:

9\ /2
J =(— ' 2.44
o) = () s .44
Diese Gleichung wird als Bessel-Funktion 1. Art der Ordnung v = % bezeichnet.

Betrachtet man nun den Fall fiir 7, = —%, ergibt sich ein Unterschied in der Berechnung
von a;. Danun (r + 1)? — 1/4 = 0 gilt, ist die Wahl von sowohl qy als auch a; beliebig.
Damit sind die ungeraden Koeffizienten nicht zwingend null. Es lassen sich mit dhnlichen

Uberlegungen wie oben folgende Rekursionsformeln berechnen [BDO5]:

—1)"a
oy, = % (2.45)
_ (D)'"a
Qon+1 = m (2.46)
Mit den Reihendarstellungen fiir sin(x) bzw. cos(x) ergibt sich fiir ys:
cos(z) sin(x)
y2(7) = a0—75~ + a1 (2.47)

Fiir die zweite notige unabhingige Losung der Differentialgleichung wihlt man fiir ge-

wohnlich ag = (%)1/2 und a; = 0, sodass

9\ 1/2
Jl/g(:p):<—) cos(x) (2.48)

T

gilt. Fiir ganzzahlige Ordnungen der Bessel’schen Differentialgleichung ist es iiblich
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o 5 10 15 20
X

Abbildung 2.5: Qualitativer Verlauf der Losung der Bessel’schen Differentialgleichung
der Ordnung v = %

die zweite Losung als Neumann-Funktion NV, (x) bzw. Bessel-Funktion zweiter Art zu
definieren. Fiir die Ordnung v = 3 ergibt sich Ny 5(z) = —J_y 2(x).

Die allgemeine Losung der Bessel’schen Differentialgleichung der Ordnung v = % ergibt
sich nun als Superposition der einzelnen Losungen mit den durch die Randbedingungen zu

bestimmenden Konstanten A und B:

Yy = AJl/Q(I) — BNl/Q(ZE)
9 1/2 9 1/2 (2.49)
=A (—) sin(x) — B (—) cos()

™ ™

Fiir Probleme, die einer sphirischen Geometrie zugrundeliegen, ist es sinnvoll, sphdrische

Bessel- bzw. Neumann-Funktionen zu definieren:

1/2

jo(@Z(%) Jiya2(x) (2.50)
1/2

no(x)=<%> Ny jo(z) 2.51)

Somit ergibt sich fiir die Losung der Bessel-Differentialgleichung:

op\ /2 9.\ /2
y=A <%) Jo(x) — B (_x) no(x) (2.52)

™

Der qualitative Verlauf der Losung der Bessel’schen Differentialgleichung der Ordnung
V= % ist in Abb. 2.5 dargestellt.

Entsprechend dem vorhergehenden Vorgehen lésst sich die Bessel’sche Differentialglei-
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chung auch fiir ganzzahlige Ordnungen 16sen. Allerdings sind dort die beiden Losungen

J,(z) und J_,(x) nicht linear unabhingig voneinander. Somit muss noch eine zweite

Losung gesucht werden, die durch die Neumann-Funktionen N, (z) = 22 Cossigj(zgjf”(m)

gefunden wird. Daraus folgt auch, dass wie oben schon erwéhnt fiir v = %

Nijo(x) = —J_1/2(x) gilt. Somit ergibt sich fiir die allgemeine Losung der Bessel’schen

Differentialgleichung der Ordnung v:

y=AJ,(r) — BN,(z) (2.53)
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3 Experimenteller Aufbau

In diesem Kapitel soll der fiir die experimentellen Messungen benutzte Aufbau
vorgestellt werden. Kapitel 3.1 stellt dabei den Aufbau des eigentlichen Entla-
dungsgefifles dar und beschreibt die Bereitstellung der fiir die Ziindung des
Plasmas notwendigen elektrischen Energie.

Das Kapitel 3.2 soll erldutern, welcher Diagnostikaufbau verwendet wurde, um
die Messungen der Hg-Linie bzw. des gesamten Linienspektrums des Plasmas

durchzufiihren.

3.1 EntladungsgefaB

Fiir die Messungen der integrierten Elektronendichten wurde das Plasma-Experiment
,Prometheus* genutzt [TJO8]. Es handelt sich dabei um ein gepulstes induktiv gekoppeltes
LF-Plasma, das in einem kugelférmigen Pyrex-Glasgefidll geziindet wird, sodass sich ein
sphérisches Entladungsplasma bilden kann. Der Glaskolben hat einen Auflendurchmesser
von d = 200 mm. Die Wahl des Materials ldsst das Glasgefdll undurchdringbar fiir hoch-
energetische VUV-Strahlung im Wellenlidngenbereich von unter 350 nm werden, sodass die
Strahlenbelastung verringert wird. Die Wahl eines sphérischen Entladungsgefif3es hat den
Vorteil eines moglichst groen Plasmavolumens bei verhiltnisméBig kleiner Oberflidche.
Desweiteren ist so, eine effizientere Leistungseinkopplung in das Plasma zu erreichen als
z.B. in einem zylinderférmigen Glasgefal3. Fiir die Anbringung des Druckmessgerites
bzw. zur Befiillung des Glaskolbens mit dem Entladungsgas, besitzt der Glaskolben oben
und unten jeweils eine Offnung, die mit einem CF45-Flansch versehen ist. An die untere
Offnung ist ein Haarnadelventil montiert, mit dem sich der benétigte Gasdruck innerhalb
des GefiBes justieren ldsst. Den notigen Unterdruck liefert eine Turbomolekularpumpe,
die einen Druckbereich von bis zu 10~8 mbar herstellen kann. Der Druck wird mit einem

Breitband-Manometer beobachtet. Dies ist notwendig, da der Gasdruck im Rezipienten fiir
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Abbildung 3.1: Vorderansicht des experimentellen Aufbaus

die Messung konstant sein soll, um eine moglichst genaue Elektronendichtemessung zu
erhalten.

Als Gas fiir die Entladung wird ein Gemisch aus 98% Argon und 2% Wasserstoff benutzt.
Wasserstoff wird verwendet, da sich mittels der Stark-Verbreiterung der Hg-Linie unter
anderem die Elektronendichte bestimmen lédsst. Die Verwendung von zusétzlich 2% Argon
liegt in der niedrigen Ziindspannung des Edelgases begriindet. Diese Gasmischung findet
in der Industrie unter anderem Anwendung als Schwei3gas.

Fiir die Herstellung der niederfrequenten elektrischen Leistung, die das Plasma anregen
soll, wird ein Serienresonanzkreis (Abb. 3.2), bestehend aus Induktivitit, Kapazitit und
parasitdrem ohmschen Widerstand benutzt, der in dem hier beschriebenen Fall, mit einer
Gleichspannung von bis zu 5 kV betrieben wird.

Der Schwingkreis verwendet als Induktionsspule vier Spulensegmente aus Kupferband mit
einem Querschnitt von 20 x 2 mm. Aus den Materialeigenschaften folgt eine Induktivitit
von Ly = 2 uH . Die Metallbleche werden moglichst eng, kreisformig um den Rezipenten
befestigt, um eine moglichst gute Leistungseinkopplung in das Plasma zu erhalten. Im
vorliegenden Experiment ist dies erstaunlich gut gelungen, sodass eine Kopplungseftizienz
von 80% erreicht wurde [TJOS8].

Die fiir den Resonanzkreis notwendige Kapazitit wird von zwei Kondensatoren mit jeweils
C = 6 uF bereitgestellt, die parallel geschaltet sind. Somit ergibt sich eine Gesamtkapa-
zitdat von Cy = 12 uF . Die maximal erlaubte Ladespannung der Kondensatoren betriagt
U =~ 5kV, sodass sich eine maximal gespeicherte Energie von W, = 150 J ergibt. Bei den

hier vorliegenden Messungen wurden die Kondensatoren mit einer Spannung im Bereich
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Ry, M’=k’L/L,

1 1

Abbildung 3.2: Schaltbild der elektrischen Komponenten

zwischen Uy = 2,25kV bis Unax = 5kV geladen. Somit ergibt sich eine elektrische
Energie von Wy min = 30,38 J bis Wemax = 150 J, die in den Kondensatoren gespei-
chert wird. Mittels der Schwingkreistheorie ergibt sich fiir die Eigenkreisfrequenz des
Schwingkreises:

1
vy = —— ~ 30kHz 3.1
0= o VIO 3-1)

Aufgrund des ohmschen Widerstands der Schaltung wird der Schwingkreis unterkritisch
gedampft. Dies ermoglicht auch eine fiir die Ziindung des Plasmas notige hohe Stroman-
stiegsrate von bis zu ~ 1.8 kA/is. Diese Stromanstiegsrate ist jedoch unmittelbar nach dem
Einschalten maximal, was fiir die aktiven Bauelemente eine massive Belastung darstellt.
Daher wird fiir die Schaltung des Schwingkreises ein Ignitron verwendet.

Ein Ignitron ist ein Schalter, der fiir hohe Spannungen geeignet ist. Es besteht aus einem
Quecksilberbad, in das ein spitzer Halbleiterstift eingelassen ist. Bekommt der Halbleiter-
stift nun einen ausreichend grofen positiven Stromimpuls, so bildet sich im Quecksilberbad
ein Kathodenspot, aus dem Elektronen austreten. In diesem Experiment wird dieser po-
sitive Stromimpuls iiber einen getriggerten Taster gegeben. Die emittierten Elektronen
konnen nun aufgrund des entstandenen Quecksilberdampfes eine Bogenentladung zwi-
schen Quecksilberbad und gegeniiberliegender Anode ziinden. Das Ignitron ist nun solange
im leitenden Zustand, bis eine gewisse Mindestspannung unterschritten wird. Vorteile die-
ses Schalters sind die relativ lange Lebensdauer aufgrund der verlustlosen Regenerierung
des Quecksilbers nach dem Ausschalten. Nachteile des Ignitrons sind unter anderem der

hohe Anteil von fliissigem Quecksilber, was in Europa nicht mehr erlaubt ist. Deshalb
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werden Ignitrons nach und nach durch Halbleiterschalter, wie z. B. Thyristoren, ersetzt
[TISWO09].
Die Pulsdauer fiir eine Plasmaentladung betridgt 7 = 120 ps. Somit ergibt sich eine

theoretische mittlere Leistung von P ~ 1 MW, die in das Plasma deponiert werden kann.
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3.2 Diagnostik

Um die Elektronendichte bestimmen zu konnen wird eine spektroskopische Diagnostik
verwendet. Dazu wird die Stark-Verbreiterung der Hg-Linie (A, ~ 486 nm) untersucht.
Diese ist ein MaB fiir die Elektronendichte im Plasma [Gri64]. Aufgrund der experimen-
tellen Vorraussetzungen lédsst sich die Elektronendichte jedoch nur zeitlich bzw. rdaumlich

integriert messen. Fiir die Messung der Emissionsspektren des Plasmas wird ein Gitter-

Monochromator benutzt, an das eine CCD-Kamera angeschlossen ist. Ein Monochromator

1 “
=

T 7

Abbildung 3.3: Optischer Aufbau eines Gittermonochromators: (a) Eingangsspalt, (b)
Hohlspiegel, (c) Reflexionsgitter und (d) Ausgangsspalt

dient dazu, einzelne Wellenldngen aus einem breiten Spektrum von Wellenldngen herauszu-
filtern. Der optische Aufbau des Monochromators ist in Abb. 3.3 dargestellt. Grundlegend
besteht er aus einem Eintrittsspalt, einem optischen Element wie z.B. einem Spiegel oder
einer Linse, einem dispergierenden Element, wie z.B. einem Gitter oder einem Prisma,
wiederum einem optischen Element und abschlieend aus einem Austrittsspalt bzw. in
diesem Fall aus einer Kamera [Pet]. Das vom Plasma emittierte Licht wird iiber einen
Lichtwellenleiter in den Monochromator gefiihrt. Dabei ist auf eine moglichst verlust-
arme Kopplung des Leiters an das Glasgefdl zu achten. Das Licht wird nun, nachdem
es den Eintrittsspalt passiert hat, durch den anschlieBenden Spiegel parallelisiert. Dies
ist wichtig, damit durch das Gitter eine rdumliche Trennung der Spektrallinien in der
Ebene des Ausgangsspalts bzw. der Kamera erreicht werden kann. Die parallelen Strahlen
werden nun durch das Gitter in einzelne Wellenldngen zerlegt, die jeweils unter einem
anderem Austrittswinkel erscheinen. Diese Spektrallinien werden anschlieBend mithilfe
der CCD-Kamera aufgenommen. Die Kamera selbst wird mithilfe einer Photodiode und
eines Phototriggers gesteuert, sodass nur im Moment der Entladung ein Intensitétsbild

aufgenommen wird. Ein exemplarisches empfangenes Signal der Photodiode wihrend
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einer Entladung ist in Abb. 4.1 dargestellt. Durch das Drehen des Gitters ldsst sich nun
eine Intensitédtsverteilung in Abhéingigkeit von der jeweiligen Wellenldnge bestimmen.
CCD steht fiir ,,charged coupled devices* und bezieht sich auf die Arbeitsweise von den in
der Kamera eingebauten Sensoren [G6h02]. Diese Sensoren sind Halbleiterbauelemente
aus Silizium, die aus vielen einzelnen Photodioden bestehen, die in Form einer Matrix
oder einer Zeile angeordnet sind. Durch die p-Dotierung des Halbleitermaterials bekommt
der Sensor viele positive Elektronenldcher. Mithilfe des inneren photoelektrischen Effekts
lasst sich nun die Energie der eingestrahlten Photonen in elektrische Ladungen tiberfiihren.
Die so entstandenen Elektronen werden durch die angelegte Spannung zunéchst in einem
Potentialtopf gesammelt. Diese gefiillten Potentialtopfe werden nun von Photodiode zu
Photodiode durchgereicht, bis sie an einer Ecke des CCDs in einen Verstéirker gelangen
und somit ein elektrisches Signal entsteht. Die Art des Durchreichens gibt dem CCD
seinen Namen. Dabei werden zunéchst die Photodioden einer Zeile ausgelesen, bevor die
nichste Zeile begonnen wird. Somit lédsst sich nur das Gesamtbild darstellen und nicht nur
ein Element der Matrix oder der Zeile. Die Aufnahme der von der Kamera empfangenen
Signale iibernimmt ein LabView-Programm. Um die gewonnenen Daten zu quantifizieren
und eine Aussage iiber die Verbeiterung der Hg-Linie zu treffen, wird das Programm Origin
benutzt. Eine so gewonnene spektrale Intensititsverteilung ist in Abb. 3.4 dargestellt. In
dieser wird nur der fiir die Messung interessante Wellenldngenbereich von 485, 4 nm-
486, 6 nm betrachtet. Mithilfe eines ,,Lorentz-Fits“ wird die Breite der H g-Linie berechnet.
Diese Linienbreite wird nun mit den Werten in der Literatur [Gri64] verglichen, um Werte
fiir die gemittelte Elektronendichte zu erhalten.

Im vorliegenden Aufbau wird ein Monochromator der Firma ,,Princeton Instruments*
verwendet [Pria], der einen Scanbereich von 0-1400 nm besitzt. Die Gitterkonstante des
eingebauten Reflexionsgitters betrdagt 2400 1/mm. Die fokale Linge des Monochromators
betrigt [ = 500 mm. Die bei der Messung eingestellte Spaltbreite betrdgt b = 50 pm. Laut
Hersteller ergibt sich somit eine maximale Auflosung von ca. As = 0.45 A.

Die verwendete CCD-Kamera ist ebenfalls von ,,Princeton Instruments* [Prib]. Sie ver-
wendet einen CCD-Sensor, der aus 1024 x 256 Photodioden mit einer Grof3e von jeweils
26 x 26 um besteht.
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Abbildung 3.4: Spektrale Intensitétsverteilung bei U = 4, 75 kV und p = 25 Pa des
(a) gesamten Spektrums bzw. (b) der Hg-Linie mit Lorentz-Fit
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4 Raumliche und zeitliche
Elektronendichteverteilung

In diesem Kapitel wird ein Modell fiir die zeitlich und rdumlich aufgeloste Elek-
tronendichteverteilung in einem induktiv gekoppelten Entladungsplasma erstellt.
Dazu wird in Kapitel 4.1 mithilfe der ambipolaren homogenen Diffusionsglei-
chung die radiale Abhdngigkeit der Elektronendichte ermittelt.

In Kapitel 4.2 wird die Proportionalitiit zwischen elektrischer Leistung im Plasma
und der Elektronendichte genutzt, um den zeitlichen Verlauf der Elektronendich-
te zu modellieren. Anschlieffend wird in Kapitel 4.3 das erstellte Modell auf

gemessene Elektronendichten des Experiments ,, Prometheus angewendet.

4.1 Ortsauflosung

In Kapitel 2.4 wurde die homogene Diffusionsgleichung (Gl. 2.37) hergeleitet. Diese
beschreibt den rdumlichen Charakter der Elektronendichte. Sie ist eine homogene Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung. Die Aufgabe besteht nun darin, die Diffusionsgleichung
unter gewissen Vorrausetzungen zu losen. Vergleicht man die Diffusionsgleichung mit
der Helmholtz-Differentialgleichung fiir die Fourier-analysierte kugelsymmetrische Wel-
lengleichung in [Jac99], so kann man die homogene Diffusionsgleichung durch &* = =
auf die Helmholtz-Differentialgleichung zuriickfithren. Ein moglicher Losungsweg ist in
[Jac99] dargestellt. An diesem wird sich im Folgenden orientiert.

Aufgrund der vorliegenden kugelsymmetrischen Geometrie wird ein sphérisches Koordi-
natensystem verwendet. In sphirischen Koordinaten besitzt der Laplace-Operator VZ®

folgende Form:
4.1)

-~ )t —— 2 (o) 2
v (r®) + ringag (0 2 sin’ 6 D2

1 02 1 0 0P 1 0°d
r Or? 00
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Beschrinkt man sich nun in erster Niherung auf einen axial- und polarsymmetrischen

Elektronendichteverlauf, also n, = n.(r), so folgt:

o (rne) + k*n. =0 4.2)
Durch Ersetzen mit n.(r) = "e—\/(;) bzw. x = kr folgt:
d*n, 1dn, 1

- 1——)a.=0 4.3

dx2+xdx+( 4:762)” “3)

Ein Vergleich mit Gl. 2.38 in Kap. 2.5 zeigt, dass dies genau die Bessel’sche Differential-

gleichung mit v = % ist. Somit ergeben sich folgende Losungen fiir 72,

fle(l') = AJUQ(I’) — BNl/Q(fE) (44)

— e

bzw. nach Resubstitution mit n, = v bzw. x = kr:

Jipllr) o Nigs(kr)
NG r

Dabei ist J; /o die Bessel-Funktion erster Art und N, , die Bessel-Funktion zweiter Art

ne(r) = A 4.5)

bzw. die Neumann-Funktion. Setzt man nun die Bessel-Funktionen erster bzw. zweiter Art

aus Kap. 2.5 ein, so ergibt sich fiir die radiale Elektronendichte:

no(r) = 1/ — (A sintkr) _ M) (4.6)

T r

Die Konstanten A und B lassen sich nun iiber Einarbeitung der Randbedingungen bestim-
men. Man trifft nun die Annahme, dass die Elektronendichte im Zentrum des Plasmas
maximal ist. Somit muss also gelten n.(r — 0) = n. . Damit dies zu keiner Singularitit
fithrt, muss B = 0 sein, und somit der zweite Term verschwinden. Desweiteren lésst sich
aus lim (#) = 1 folgern, dass l% (Smg—m) = k gilt. Damit ergibt sich also

z—0

A=/ =neo “.7)
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4.1. ORTSAUFLOSUNG

bzw.

sin(kr)
kr

ne(r) = neg (4.8)

Die zweite Randbedingung liefert eine verschwindende Elektronendichte am Glasgefal.
Dies ist eine nicht triviale Forderung, da dies eine unendlich grof3e Geschwindigkeit der

Elektronen am Rand vorraussetzt [LL94]. Somit muss also n.(ry) = 0 gelten und damit:
sin(krg) =0 4.9)

Um diese Gleichung zu erfiillen, muss kg = Z 7 mit Z € Z gelten. Da keine Elektronen
aus dem Glasgefi austreten konnen, muss Z = 1 erfiillt sein, sodass k = % gelten muss.

Somit ergibt sich also insgesamt fiir die zeitlich konstante Elektronendichteverteilung:

M (4.10)

Ne(7) = Neo o p_—

Integriert man nun GI. 4.10 iiber das Entladungsgefil, so erhélt man die rdumlich gemittelte

Elektronendichte (ausfiihrlichere Rechnung s. Anhang A.1):

1 31,
<m>mm=v/mmw:7“ 4.11)
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4.2 Zeitauflosung

Da es sich um eine gepulste Plasmaentladung handelt, die durch einen Resonanzkreis
angeregt wird, ist die elektrische Leistung im Resonanzkreis nicht unmittelbar nach dem
Einschalten maximal. Viel mehr hat die elektrische Wechselstromleistung einen sinus-
formigen zeitlichen Verlauf, dem aufgrund der Dampfung durch das Plasma, noch eine
abfallende Exponentialfunktion iiberlagert ist. Um einen qualitativen Verlauf der Leistung
im Plasma zu erhalten, betrachtet man das elektrische Signal der Photodiode, das die
Intensitét des emittierten Lichts darstellt. Ein solcher Verlauf ist in Abb. 4.1 dargestellt.
Die elektrische Leistung ist proportional zur Lichtintensitit. Somit ldsst sich aus der ge-
messenen Intensititsverteilung der zeitliche Verlauf der elektrischen Leistung bestimmen.
Dazu werden die gemessenen Daten gefittet. Dabei wurde davon ausgegegangen, dass die
Leistung aus einem Wirk-, einem Blind- und einem ,,Afterglow*-Anteil besteht, denen
eine exponentielle Ddmpfung tiberlagert ist. Als ,,Afterglow-Effekt* bezeichnet man die
Tatsache, dass das Plasma selbst nach Ausschalten des elektrischen Stroms eine gewisse

Zeit nachbrennt. Somit erhilt man folgenden zeitlichen Leistungsverlauf:

W (t) = A't’e B | C) cos®(wt) + Cysin(wt) cos(wt) +  Cy
» - =~ 4.12)

TV TV
Wirkleistung Blindleistung »Afterglow*

~ A't?e P (Cy cos®(wt) + Co)

Dabei sind A’, B und die C; Fit-Konstanten. Der Vergleich mit den Messdaten ergibt, dass
Cs =~ 2C = (' ist. Desweitern lésst sich der Blindleistungsanteil aufgrund der hohen

Anregungsfrequenz von f =~ 30 kHz vernachléssigen (sin(wt) cos(wt) = 0):
W(t) = A'Ct?e B (cos*(wt) +2) (4.13)

Die Elektronendichte im Plasma ist nun fiir den betrachteten Dichtebereich proportional
zur Leistung, die im Plasma deponiert wird [LL94]. Da die sowohl raumlich als auch
zeitlich gemittelte Elektronendichte gesucht wird, muss nun noch die gemittelte riumliche

Elektronendichte (Gl. 4.11) beriicksichtigt werden, sodass sich ergibt:

Ne(t) ~< e >rgumiicn W (t) (4.14)
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8000 + Yy

U() [V] 4 I()

Fast Diode Signal

t [ps]

Abbildung 4.1: Diodensignal im Vergleich zur Spannung und Stromstédrke des Resonanz-
kreises

Damit ergibt sich also fiir die zeitliche Elektronendichte, wenn A’ mit der Proportionali-

tatskonstante zu A zusammengefasst wird:

ne(t) = %ACRQ@_& (cos*(wt) +2) (4.15)

Da A eine einfache Proportionalititskonstante ist, wird sie auf A = 1 festgesetzt. Um nun
mithilfe der gemessenen gemittelten Elektronendichte die Konstanten in der Elektronen-

dichte zu erhalten, wird iiber die zeitliche Elektronendichte gemittelt:

1
< nu(rt) > = E/ne(t)dt

At
3ne
— 712,00 (A/tzeBt cosQ(wt)dt+2/t26_Btdt
T
t

T

(4.16)

Dabei ist At die Pulsdauer der Entladung. Da nun die Elektronendichte nach der Entla-
dungsdauer At nahezu verschwindet, konnen die Obergrenzen der Integrale ins Unendliche
verschoben werden. Die Integrale lassen sich nun mithilfe von partiellen Integrationen be-
rechnen, ndheres sieche Anhang A.2. Mit diesen Berechnungen ergibt sich fiir die Konstante
K:

1
K =n.,C = EB3 <ne > (4.17)
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Dabei ist B wie oben beschrieben eine Fit-Konstante, die fiir die Ddmpfung des zeitlichen

Verlaufs der Elektronendichte verantwortlich ist. Eine abfallende Exponentialfunktion fallt

1
B

kann man ndherungsweise die fiinffache Relaxationszeit mit der Pulsdauer At ~ 120 us

nach der fiinf-fachen Relaxationszeit 7 =  auf unter 1% des Ausganswertes ab. Somit

gleichsetzen, sodass sich fiir die Abklingkonstante B ~ 2—14 1/us ergibt. Setzt man nun
Gl. 4.17 in GI. 4.15 ein, so erhilt man den zeitlichen Verlauf der Elektronendichte:

1_.
ne(t) = gB3At < ne > tPe” P (cos®(wt) + 2) (4.18)

Geht man nun von der Linearitét in der Orts- bzw. Zeitabhingigkeit der Lésung aus, so
kann man den raumlichen (GI. 4.10) bzw. den zeitlichen (GlI. 4.18) Elektronendichteverlauf
durch Multiplikation zur ortlich- und zeitlichaufgeldsten Elektronendichte in Abhédngigkeit

von der gemessenen gemittelten Elektronendichte zusammenfiigen:

Te,070 sin (7"10T> 2 —B 2
ne(r,t) = — Ct?e™ 7" (cos®(wt) + 2) (4.19)
T r
L3 2_—Bt 2 sin <%T>
ne(r,t) = 1—53 At < ng > mrot’e " (cos®(wt) + 2) — (4.20)
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4.3 Anwendung des Modells auf ein induktiv
gekoppeltes Plasma

Mithilfe von GI. 4.20 Iésst sich sowohl der rdumliche radiale als auch der zeitliche Verlauf
der Elektronendichte berechnen. Die gemittelten Elektronendichtewerte wurden iiber die
Diagnostik aus Kapitel 3 bestimmt. Abb. 4.2 zeigt die gemessenen gemittelten Werte in Ab-

héngigkeit von der Kondensatorspannung UU und dem Gasdruck p im Glaskolben. Aus die-

(a) Draufsicht (b) Seitlich

U kV]

p [Pa]

Abbildung 4.2: Gemessene integrierte Elektronendichten

sen Werten ergibt sich eine maximale gemittelte Elektronendichte von n, & 1,42-10%! 1/m?
bei U = 5kV und p = 25 Pa . Weiterhin ist klar erkennbar, dass die Elektronendichte
proportional zur Kondensatorspannung und somit proportional zur elektrischen Leistung
im Plasma ist. Desweiteren lasst sich ein Elektronendichtemaximum bei ca. p = 16 —20 Pa
feststellen. Dies ist in Ubereinstimmung mit vorhergehenden Messungen [TJ08], bei denen
ein maximaler Kopplungsfaktor zwischen p; = 10 Pa und p, = 20 Pa gemessen wurde.
Die gemessenen Werte lassen sich nun mithilfe der GI. 4.20 analysieren. Die Abbildun-
gen 4.3(a)-4.3(f) zeigen den somit berechneten zeitlichen Verlauf fiir eine Spannung von
U = 5kV und p = 18 Pa. Dabei wurde wie in Kap. 4 l1m (M) = ;o genihert. In
den Abbildungen erkennt man, dass die Randbedlngungen ne(ro) = 0 und n.(0) = ne,
wie gefordert, erfiillt sind. Zwischen diesen beiden Werten nimmt die maximale Elek-
tronendichte mit grofer werdendem radialen Abstand ab. Auch dies erscheint sinnvoll,
da aus den Randbedingungen eine maximale Elektronendichte in der Mitte des Entla-
dungsgefilles gefordert wurde. Der Verlauf der Elektronendichte dhnelt dem Diodensignal.
Dies ldsst sich auf die geforderte Abhéngigkeit der Elektronendichte von der elektrischen

Leistung im Plasma zuriickfiihren. Die berechnete maximale erreichte Elektronendichte
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Abbildung 4.3: Berechneter zeitlicher Verlauf der Elektronendichte bei U=5kV und
p=18Pa bei verschiedenen Radien
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Ne = 7,6-10*! m=3 wird bei U = 5kV und p = 25 Pa erreicht. Allerdings ist die Elektro-
nendichte nur fiir ca. ¢ ~ 5 us oberhalb von n, = 7 - 10%! 1/m3. Weiterhin ersichtlich ist,
dass die maximale Elektronendichte erst nach ca. t,,,x ~ 46 us erreicht wird.

Den rdumlichen Verlauf der Elektronendichte zu verschiedenen Zeiten zeigt Abb. 4.4. Hier
sind klar die Charakteristiken der sphérischen Bessel-Funktionen zu sehen. Desweiteren ist
deutlich die hohere Elektronendichte beim niedrigeren Druck und der htheren Spannung
zu erkennen. Begriindet ist dies durch die hohere Anregungsenergie und dem fiir die
Kopplung giinstigeren Druckbereich. Abbildungen 4.5(a) - 4.5(f) zeigen noch einmal die
radiale Elektronendichteverteilung bei U = 5kV und p = 10 Pa zu verschiedenen Zeiten
dreidimensional. Diese sind wie erwartet sphérisch verteilte Elektronendichten, die zur

Mitte des Entladungsgefifles ansteigen.
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Abbildung 4.4: Berechneter rdumlicher Verlauf der Elektronendichte zu verschiedenen
Zeiten bei (a) U = 4kV und p = 25Pa und (b) U =4,5kV und p = 8Pa
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Elektronendichteverlauf beit = 0 us 10% Elektronendichteverlauf bei t = 20 us 102
X X
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Abbildung 4.5: Berechneter raumlicher Verlauf der Elektronendichte beir U=5kV und
p=10a zu verschiedenen Zeiten
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5 Ausblick

Der Aufbau des Experiments ,,Prometheus* liefert durch die getroffene Wahl der Diagnos-
tikmethode nur iiber die Zeit und den Ort integrierte Groen. Mithilfe der vorliegenden
Bachelorarbeit wurde nun ein Modell iiber die ortliche und zeitliche Elektronendichte
basierend auf einer ambipolaren Diffusion und dem zeitlichen Verlauf der elektrisch einge-
speisten Leistung erstellt. Um das Modell zu iiberpriifen, wird im Nachfolgeexperiment
,Prometheus II*“ (s. Abb. 5.1) ein Linsensystem verwendet, das eine ortsabhéngige Elektro-
nendichtemessung ermoglicht. Desweiteren wurde das eingebaute Ignitron durch
einen Thyristoren-Schalter ersetzt [TISWO09]. Dieser ist sowohl 6konomischer als auch
reproduzierbarer als ein Ignitron, da Ignitrons wegen ihres hohen Quecksilberanteils nicht
mehr hergestellt werden diirfen. Erste noch unvollstidndige Ergebnisse liefern eine recht
gute Ubereinstimmung mit den vorhergesagten Elektronendichten des Modells.

Desweiteren war die Vorraussetzung der Azimutal- bzw. Polarsymmetrie eine recht grobe
Niaherung. Gerade die Annahme einer Polarsymmetrie ist eigentlich so nicht tragbar, da
sich durch die induktive Ziindmethode ein magnetisches Feld entlang der Spulenachse
bildet. Das so entstandene magnetische Feld hat Auswirkungen auf die Diffusion der
Elektronen. Es findet eine veridnderte Diffusionsbewegung senkrecht zur axialen Richtung
statt. Diese fiihrt zu einer verstirkten Bewegung der Elektronen parallel zum magnetischen
Feld, was wiederum zu einer verinderten Rekombination der Elektronen und Ionen zu
Neutralgasteilchen fiihrt. Somit wére die ortliche Elektronendichteverteilung nicht wie
hier vorgestellt sphirisch, sondern hitte eine ellipsoide Form. Beriicksichtigt wird die
verdanderte Diffusion durch ein Trennen der axialen und der senkrecht zur Achse gerichteten
Bewegung. Dazu verwendet man zwei verschiedene Diffusionskonstanten D und D).

Jedoch ist die daraus resultierende Diffusionsgleichung (Gl. 5.1) nicht analytisch zu 16sen.

Pn,  0°’n. 9%n,
D D e = 1
L<0$2+8y2>+ 1552 + vizne =0 (5.1)

Zwar lasst sich die Gleichung im kartesischen Koordinatensystem durch Separation der

Variablen 16sen. Allerdings ist es schwierig die sphérischen Randbedingungen in die
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Abbildung 5.1: Vorderansicht des Experiments ,,Prometheus I1*

gewonnene Gleichung einzubauen.

Deshalb miissen Verfahren der Numerischen Mathematik angewendet werden. Eine mog-
liche Losungsmethode wire die Methode der finiten Elemente. Diese diskretisiert den
Raum zwischen den Randbedingungen durch Polygone und berechnet die Ableitungen
zwischen den Polygonen ausgehend von den gestellten Randbedingungen. Somit entsteht

ein lineares Gleichungssystem aus vielen einzelnen Gleichungen.
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A Wichtige Integralrechnungen

A.1 Raumliche Mittelung der raumlichen
Elektronendichte n.(r)

70

4
ZVW dr

r=0

/ dr rsin (lr)
To

1
< Me >riumlich = V/ne(r)dv
1%

ne,UTO . m
rsm\| —r
s To

4716707“0

471@707"0

Vv

4ne oo o

%

3
4ne oy

TV
. 371670

T2

A.2 Integralrechnungen

part. Integration

mit Kugelvolumen

4
V = §7T7”8

Fiir die zeitliche Auflosung der Elektronendichte ist folgendes Integral zu 16sen:

“+o00

/ t2e B! cos? (wt) dt

t=0

(A.1)

49



KAPITEL A. WICHTIGE INTEGRALRECHNUNGEN

Um dieses Integral mittels ,,Partieller Integration* 16sen zu kénnen, miissen zunichst

mehrere Integrale gelost werden:

T Eogt T
/te‘Btdt pagtint [——e‘Bt} +—/e_Btdt
B _ B
t=0 \—;O/ t=0
120 (A.2)
_ L [ th} +oo
BQ t=0
1
- B
“+o0 +o0 [ee)
/ 12e— Bt gy P [—ﬁe—Bt} +z te Bt
B o B
t=0 t=0
=0
+o0o
- B B o B
—_——— t=0
=0
2
R

w

t=0 ~~

+oo
t.Int. 1 2 Bt oo
/ e Bsin (wt) cos (wt) dt "="" | == cos? (wt) e~

t=0
“+o00

+o0
/ e B cos? (wt) dt — / e~ Blsin (wt) cos (wt)
=0 t=0

= — — = [ e Plcos® (wt)dt

(A4)
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+0o0

i [ 1 e
/ e Bl cos? (wt) dt pagtnt [——e_Bt cos (wt) sin (wt)}
w t=0
t:0 . ~~ g
-0
1T
+ = / e Btsin (wt) (B cos (wt) + wsin (wt)) dt
w
=0
B +00 +o0o
= — / e~ Bl sin (wt) cos (wt) dt + / e~ Blsin? (wt) dt
w N——
t=0 t=0 1—cos?(wt)
BT 1
_Bt - —Bt]t>®
= = 0 £ dt — —
5, | ¢ sin (wt) cos (wt) 5B e ]t:O
t=0
1 B[
= o3 + w0 e~ Bl sin (wt) cos (wt) dt
t=0
1 B B? ;
mit Gl.A.4 _ Bt 2
= ﬁ+4_u12_4_u)2 e COS (Ldt)dt

t=0

- (” 1%)2)

(A.5)
i tInt 1 e
/te‘Bt cos? (wt)dt T=" [——e‘Btt cos” (wt)]
w =0
=0 ~ 4
—0
1T
+ = / e Bt cos (wt) (cos (wt) — Bt cos (wt) — wt sin (wt)) dt
w
=0
1 B[
= = / e Bt cos® (wt) dt — — / te P cos? (wt) dt
w w
t=0 t=0
+oo
- /teBt sin (wt) cos (wt) dt
=0
2 o0
A~ 14 L)Q - — / te B! cos? (wt) dt
4Bw 1+ (ﬁ) 2w
2w t=0
(A.6)
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+oo

mo [t o

/te_Bt cos® (wt) dt it {—G_Bt cos (wt) sin (wt)
w t=0
t=0 ~ g

52

mit G1.A.6,A4.4,A.2

~
1
l / e Pl sin (wt) (— Bt cos (wt) + cos (wt) — wtsin (wt)) dt
w

=0

+o0o
B
—/te‘Bt sin (wt) cos (wt) dt
w

t=0
+00 +0
1
—/e_Bt sin (wt) cos (wt) dt + /te_Btsin2 (wt)
w ——
t=0 t=0 1—cos2(wt)
“+oo
— | te Bsin (wt) cos (wt) dt
= (wt) cos (w1)
t=0
“+oo +0o0
1 1
— e~ Blgin wt coswtdt + — / te Bldt
2w 2
t=0 t=0

(A7)
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Nun lésst sich das urspriinglich zu 16sende Integral berechnen:

+oo
. [ 1 I
/tze_Bt cos? (wt) dt partnt [—th_Bt cos (wt) sin (wt)]
w
t=0 Na ~ t:()/
=0
1 o
- = / e P sin (wt) cos (wt) (—BE* + 2t) dt + / e B2 sin? (wt) dt
w ——
t=0 t=0 =1—cos?(wt)
+o00
mitGlLA.3 1 1 Bt .
=" giTg, [ ¢ sin (wt) cos (wt) dt
=0
e, 1 1 1 +oo
partnt -5 5 |:——€_Bt cos wt (275 — BtQ)}
B 2w Lw =0
~
1T
+ - / e B cos (wt) (cos (wt) (—4Bt + B*t* + 2) — wsin (wt) (2t — Bt?) )
w
=0
+o0o
1 1 2 2,2
= g [ o8’ (W) (4Bt + B*t* 4 2) dt
=0
1
+ 0 / (2t — Bt?) sin (wt) cos (wt) dt
w
=0
+oo
1 1 2 2,2
= B g | s @) (—4Bt + B** + 2) dt
=0
o1 B[
_ b ~Bt .2 o ~Bt .2
= Hi g | ¢ cos (wt) dt + 2 /te cos” (wt) dt
=0 =0
B
- i t2e P! cos? (wt) dt
w
=0
1 o1 B
~Bt 2 ~Bt .2
= —— == t)dt + — t t)dt
1+(£)2(B3 2w2/e cos” (wt) + e 7" cos” (wt) >
2 t=0 t=0

(A.8)
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Mit den GI. A.5 und A.7 folgt:

+o00o 9 )
_ 1 1 1 (2) B (2
t2e7 Pt cos? (w)dt = ———— | == — 2w + 2w
/ BB (G ey
(A.9)

Da nun aber B << w? gilt, folgt (%)2 ~ 0. Damit ergibt sich fiir das Integral:

+oo

1
/ t2e B cos? (wt) dt ~ 78 (A.10)
t=0
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