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ZUSAMMENFASSUNG. — Die Vorlesung Elementare Zahlentheorie behandelt Primzahlen, Arith-
metik in Restklassen, das quadratische Reziprozitétsgesetz, quadratische Formen und quadra-
tische Zahlkorper.

INHALTSVERZEICHNIS

Einfiihrung
Literatur

Teil 1. Arithmetik in Z
1. Die Peanoaxiome
Arithmetik der Teilbarkeit
Kongruenzen
Primzahlen
Die Sétze von Tschebyscheff zur Primzahlverteilung
Das abc der Arithmetik
Zahlentheoretische Funktionen
Kettenbriiche

© NS TE WD

Teil 2. Arithmetik in Restklassenringen
9. Der Chinesische Restsatz
10. Einheiten in Restklassenringen
11. Arithmetik in der Kryptographie und Primzahltests
12.  Quadratische Reste
13. Primzahlen in arithmetischen Folgen
14. Diophantische Gleichungen in endlichen Koérpern

Teil 3. Arithmetik in quadratischen ZahlkSrpern
15.  Gaufische ganze Zahlen
16. Quadratische Zahlkérper
17. Ganzzahlige bindre quadratische Formen
18. Die Pell-Gleichung und Kettenbriiche
19. Die Einheitengruppe quadratischer Zahlkorper

10
10
12
21
27
43
50
56
63

76
76
80
90
106
122
136

148
148
158
170
180
187
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EINFUHRUNG

Elementare Zahlentheorie kommt ohne Primzahlen nicht aus. Sie sind gewissermafen die
Atome, die unteilbaren Bestandteile der multiplikativen Arithmetik'.

Definition 0.1. Eine Primzahl ist eine ganze Zahl p > 1, die nur durch 1 und p teilbar

ist.

Mathematische Laien fragen oft, warum 1 keine Primzahl ist, hat doch auch 1 nur die Teiler
1 und sich selbst. Die 1 bildet zusammen mit —1 die Einheitengruppe Z* = {1,—1} im Ring
Z der ganzen Zahlen. Aussagen iiber eindeutige Faktorisierung wie der noch zu besprechende
Fundamentalsatz der Arithmetik sind stets nur eindeutig bis auf Multiplikation mit Einheiten.
Daher sind 1 und —1 keine Primzahlen, es sind Einheiten.

0.1. Unendlich viele Primzahlen. Seit mehr als 2000 Jahren weifs man, daf es unendlich
viele Primzahlen gibt. Der Beweis von Euklid? hierfiir gehort unbedingt zur Allgemeinbildung.

Theorem 0.2 (Euklid). Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Erster Beweis nach Fuklid, ca. 8.Jhdt v. Chr. Man mache sich zuerst klar, daf jede ganze Zahl
n > 1 durch eine Primzahl teilbar ist. Entweder ist n selbst Primzahl oder aber n = ab mit
ganzen Zahlen a,b > 1. Also ist 1 < a = n/b < n und man verfahrt weiter mit a. Die Teiler von
a sind namlich auch Teiler von n. Nach endlich® vielen Schritten findet man einen Primteiler.
Jetzt nehmen wir an, dakt es eine endliche Liste aller Primzahlen gibt. Diese Liste sei p1, .. ., p,.

Dann ist

N:pl-...-pr—f—l (01)
eine ganze Zahl > 1 und hat daher einen Primteiler £. Wir behaupten nun, daf ¢ nicht in der
Liste vorkommen kann. In der Tat geht die Division N/ ohne Rest auf. Aber fiir allei = 1,...,r
gilt

N=1+p;- Hpj,

J#i

so dak die Division von N durch p; den Rest 1 1aft. Die Primzahl ¢ war also noch nicht auf
unserer Liste. Widerspruch. O

Euklids Beweis ist dufserst elegant, weil er durch den Trick (0.1) geschickt die definierende
Eigenschaft von Primzahlen gegen die multiplikative Struktur (das Produkt) und die additive
Struktur (plus 1) ausspielt.

Aber das Ergebnis ist zu wichtig, um nur einmal bewiesen zu werden. In der Hoffnung, daf uns
ein weiterer Beweis mehr iiber Primzahlen erzéhlt, fiihren wir einen zweiten. Ein guter Beweis
zeigt namlich nicht nur, daf etwas wahr ist, sondern hebt wichtige Eigenschaften hervor und
wirft neue Fragen auf.

Zweiter Beweis nach Euler (1737).* Nach dem Fundamentalsatz der Arithmetik hat jede na-
tiirliche Zahl n eine eindeutige Faktorisierung in Primzahlen. Wir fassen die Primfaktoren zur
gleichen Primzahl zusammen und erhalten

— m
n=p -...-pTT

mit eindeutigen Primzahlen p; und eindeutigen Exponenten m; > 1. Die Zahl n = 1 gehort zum
leeren Produkt mit » = 0 Faktoren.

'Fiir die Belange der Einfiihrung gehen wir davon aus, da$ einige Begriffe, die spéter genauer studiert werden,
bereits bekannt sind ist. Teilbarkeit ist einer davon.

2Euklid von Alexandria, griechischer Mathematiker, wahrscheinlich aus dem 3. Jahrhundert v. Chr.

3Eigentlich verwendet man hier schon das subtile Induktionsaxiom!

4Leonhard Euler (1707-1783), Schweizer Mathematiker.


https://de.wikipedia.org/wiki/Euklid
https://de.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler
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Dann erinnern wir uns noch an die geometrische Reihe fiir [¢| < 1

1
—— =1+t+2+ .
i =2
m>0
Nehmen wir wieder an, wir hétten eine vollstdndige endliche Liste p1,...,p, aller Primzahlen.

Dann konnen wir rechnen

T

1 a 11
H —_ = H <1 +—+ o +.. ) (ausmultiplizieren)

Pl Y0 T s i P
- Z Z Z - (Fundamentalsatz)
mis0 om0 Pl T a1

und die letzte Summe, die harmonische Reihe, divergiert (Analysis 1) im Widerspruch zur End-
lichkeit des ersten Produkts. O

Eulers Beweis beruht auf der feineren Aussage des Fundamentalsatzes der Arithmetik im Ge-
gensatz zu Euklids Beweis, der nur die Existenz von Primfaktoren bendtigt. Aufterdem betont
Eulers Ansatz die Analysis. Zahlentheorie steht als mathematische Dispziplin ganz oben in der
Nahrungspyramide und bedient sich aller zur Verfligung stehender Methoden. Interessanterweise
kénnen auch viele Gebiete zur Zahlentheorie beisteuern. In Wahrheit ist diese Beziehung natiir-
lich wechselseitig. Die angewandten Methoden beeinflussen auch die zahlentheoretischen Fragen,
die gestellt und beantwortet werden koénnen.

Um zu illustrieren, daf man in der Zahlentheorie nicht vor iiberraschenden Anwendungen
aus den verschiedensten Gebieten der Mathematik sicher ist, beweisen wir die Unendlichkeit der
Menge der Primzahlen mit (unanschaulichen aber formal korrekten) topologischen Methoden
ein drittes Mal.

Dritter Beweis nach Furstenberg (1955).° Auf der Menge der ganzen Zahlen Z definieren wir
eine Topologie, und zwar die grébste Topologie, in der alle Kongruenzklassen offen sind. Eine
Teilmenge U C Z ist demnach offen, wenn fiir jedes a € U ein m € Z, m # 0 existiert mit

B (a) :==a+mZ C U.
Die Mengen B,,(a) spielen die Rolle von kleinen (je grofer m) Béllen um die Punkte a. Man
iiberlege sich, daf diese Definition eine Topologie auf Z beschreibt. Es gilt nun:

e Jede nichtleere offene Menge in Z ist unendlich.
e Jede Menge der Form B,(m) ist offen und abgeschlossen.

Den zweiten Punkt sieht man wegen

a+m—1

=z\ |J Bim

b=a+1

Nehmen wir nun an, wir hétten eine vollstdndige endliche Liste p1,...,p, aller Primzahlen.
Weil jede ganze Zahl aufser -1 durch mindestens eine Primzahl teilbar ist, erhalten wir

z\ | Bo(pi) = {1, -1},
1=1

Diese Menge ist offen als Komplement von endlich vielen abgeschlossenen Mengen. Andererseits
kann sie nicht offen sein, denn sie hat nur zwei Elemente. Widerspruch. U

SHillel Furstenberg, israelischer Mathematiker, Abel-Preis 2020.


https://en.wikipedia.org/wiki/Hillel_Furstenberg
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0.2. Primzahlliicken. Nachdem man nun weifs, dafs es unendlich viele Primzahlen gibt, mochte
man etwas iiber die Regelméfigkeit oder Zufélligkeit ihres Auftretens in der Folge aller natiirli-
chen Zahlen wissen. Beginnen wir elementar. Sei dazu

Pn
die n-te Primzahl. Also

yal :27 p2:37 p3:57 p4:77 p5:117 p6:137"'7p25:977"'
Es féllt auf, dak die Primzahlen anteilsméfig immer weniger werden. Die Wahrscheinlichkeit fiir

n, nicht durch eine der Primzahlen p < n teilbar zu sein, ist heuristisch — wir nehmen an, daf
durch p teilbar sein fir verschiedene Primzahlen unabhéngige Zufallsvariablen sind — gegeben

durch
1
P(n ist Primzahl) = H <1 - > )

p<n p

und das konvergiert gegen 0, wie wir durch eine Variante zur Rechnung aus obigem Beweis Eulers
sehen. Vorsicht: dies ist nur eine Heuristik!

Proposition 0.3. Es gibt beliebig lange Liicken in der Folge der Primzahlen (pn)nen. Mit
anderen Worten

limsup (pi+1 — pi) = oo.
(]

Beweis. Sei n > 2 eine ganze Zahl. Das Intervall n! 4+ 2,...,n! + n ist garantiert frei von Prim-
zahlen, denn fiir 2 < k < n gilt
nl+k=k(n-...-(k+1)-(k—1)-...-1+1),

somit ist k ein Teiler, der von 1 und n!+ k verschieden ist. Wenn p,,, die grofte Primzahl < n!+41
ist, dann gilt

Pm41 —Pm > (N 4+n+1) = (n!+1) =n.
Mit einer divergenten Teilfolge haben die Differenzen p; 1 — p; den lim sup unendlich. U

Es ist eine groke Uberraschung aus dem Jahr 2013, daf man auch etwas iiber kleine Liicken
sagen kann. Das urspriingliche Problem ist das der Zwillingsprimzahlen. Die Primzahlen 2 und
3 sind die einzigen Primzahlen, die sich nur um 1 unterscheiden. Klar, von aufeinanderfolgenden
Zahlen ist stets eine gerade. Gerade Zahlen sind durch 2 teilbar, also nur dann Primzahl, wenn
es sich bereits um 2 handelt.

Definition 0.4. Ein Primzahlzwilling ist ein Paar aufeinanderfolgender Primzahlen, die
sich um genau 2 unterscheiden.

Die Primzahlzwillingsvermutung besagt, dals es unendlich viele Primzahlzwillinge
(3,5), (5,7), (11,13), (17,19), (29,31), (41,43), (71,73),...

geben soll. Das weift nach meinem Wissen bis heute keiner (Stand 2022). Aber wir haben das
folgende Theorem nach Vorarbeiten von Zhang.

Theorem 0.5 (Maynard, Tao 2013). Es gibt unendlich viele i mit p;+1 — p; < 600. Mit
andern Worten
liminf (p;4+1 — pi) < 600.

Das ist nun aber wirklich zu schwer fiir elementare Zahlentheorie. Der qualitative Sprung der
durch Zhang und das Theorem von Maynard und Tao gemacht wurde, besteht in der Endlichkeit
des liminf. Vorher war nicht bekannt, daf es eine feste Schranke C' und unendlich oft eine
Primzahlliicke hochstens der Lénge C' gibt (egal wie grof man C' angesetzt hétte). Nun ist
C <600, nach einem Polymath-Projekt sogar C' < 246. Allerdings ist es bis zu C' = 2, also der
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Primzahlzwillingsvermutung noch ein weiter Weg, der vermutlich mit den bekannten Methoden
nicht gegangen werden kann.

0.3. Primzahlverteilung. Der Primzahlsatz bestimmt die Asymptotik der Primzahlzéhlfunk-
tion
m(x) := #{p < x ; p Primzahl}.

Dies ist eine Treppenfunktion, die jedesmal, wenn = p eine Primzahl ist, spontan um 1 ansteigt.

ABBILDUNG 1. Die Primzahlzdhlfunktion ()

Schon 1793 hat der 15-jihrige Gauk® (und unabhiingig davon Legendre”) die Vermutung ge-
aufert, die Primzahlzéhlfunktion verhielte sich fiir z — oo wie z/ In(x) beziehungsweise genauer

wie der Integrallogarithmus
T
1
Lite) = [t
D=,

Wir schreiben f(x) ~ g(z), wenn sich die Funktion f(x) asymptotisch fiir x — oo wie die
Funktion g(z) verhélt. Das bedeutet, dafs der Quotient den folgenden Limes hat:

Der Primzahlsatz bestitigt die Vermutung zur Asymptotik der Primzahlzdhlfunktion (wegen
Li(z) ~ x/In(x) ist es egal, welche Asymptotik man beweist).

Theorem 0.6 (Primzahlsatz, Hadamard” und de La Vallée Poussin” 1896). Es gilt asym-

ptotisch fiir x — oo
(2) ~
w(x) ~ —.
Inz

%Jacques Hadamard (1865-1963), franzosischer Mathematiker.
bCharles-Jean de La Vallée Poussin (1866-1962), belgischer Mathematiker.

Aus dem Primzahlsatz folgt eine weitere Heuristik fiir die ,Wahrscheinlichkeit” einer natiirli-
chen Zahl n, eine Primzahl zu sein. Dazu sei z gegeben und n mit z < n < 2z eine beliebige

6Johann Carl Friedrich GauR (1777-1855), deutscher Mathematiker, Astronom, Geodét und Physiker.
7 Adrien-Marie Legendre (1752-1833), franzésischer Mathematiker.


https://de.wikipedia.org/wiki/Jacques_Hadamard
https://de.wikipedia.org/wiki/Charles-Jean_de_La_Vallee_Poussin
https://de.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gauss
https://de.wikipedia.org/wiki/Adrien-Marie_Legendre

6 JAKOB STIX

150 -

100

50

200 400 600 800 1000

ABBILDUNG 2. Die vorgeschlagenen Approximationen der Primzahlzdhlfunktion
7(x), in grin durch z/In(z) und in blau die bessere Approximation durch Li(z).

natiirliche Zahl. Als Wahrscheinlichkeit schatzen wir den Anteil der Primzahlen im Intervall
(z,2x], also fir z — oo und z < n < 2z

m(2z) — 7(x) - 2x/In(2z) — x/In(x)
2r —x x
1 In(@)-I(2) 1 1
" In(z) In(z)+In(2)  In(z)  In(n)’

P(n € (x,2z] ist Primzahl) =

Interessanterweise weist Kulers Beweis fiir unendlich viele Primzahlen den Weg zum Prim-
zahlsatz, auf welchem unabhéngig voneinander Hadamard und de La Vallée Poussin den Beweis
im Jahre 1896 fithren konnten. Die Riemannsche Zetafunktion ist definiert als

) =3
n>1

zumindest als Funktion einer komplexen Variablen s mit $(s) > 1, denn dort konvergiert die
angegebene Summe absolut auf kompakten Teilmengen (Vergleich mit geometrischer Reihe). Der
Fundamentalsatz der Arithmetik fithrt (genau wie im obigen Beweis) zum Eulerprodukt

o=

p

Die Unendlichkeit der Menge der Primzahlen ist {iber Eulers Beweis direkt mit einer funktionen-
theoretischen Eigenschaft von ((s) verbunden, nédmlich einem Pol bei s = 1. Dies zeigt bereits
die enge Verzahnung von ((s) und der Asymptotik der Primzahlen. Wie genau die Riemannsche
Zetafunktion es anstellt, mit seinen Nullstellen die Primzahlen zu zéhlen, werden wir hier nicht
besprechen.

Ein elementarer Beweis fiir den Primzahlsatz wurde 1949 von Atle Selberg® und Paul Erdss
erdacht. Dabei bezieht sich elementar darauf, daft der Beweis ohne Methoden der Funktionen-
theorie auskommt, kompliziert ist er trotzdem.

9

8Atle Selberg (1917-2007), norwegisch-US-amerikanischer Mathematiker.
9Paul Erdss (1913-1996), ungarischer Mathematiker.


https://de.wikipedia.org/wiki/Atle_Selberg
https://de.wikipedia.org/wiki/Paul_Erdos
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0.4. Diophantische Gleichungen. Diophantische Gleichungen sind Gleichungen polynomialer
Art, die man in ganzen Zahlen zu lésen versucht. Die bekannteste darunter ist sicher fiir eine
feste natiirliche Zahl n die Gleichung
X’I’L + Yn — Z’n’

von der der grofie Amateurmathematiker Fermat'" behauptete, daf es fiir n > 3 nur die trivialen
ganzzahligen Losungen (z,y, z) mit zyz = 0 geben kann. Seit etwa 1995 wissen wir dank Andrew
Wiles (und Richard Taylor und vielen anderen Mathematikern), daff der Jurist Fermat recht
hatte. Dieser Fermat’sche Grofse Satz spielt in der Entwicklung der modernen Algebra und
Zahlentheorie eine bedeutende Rolle, nicht so sehr aus Interesse an der Aussage, sondern vielmehr
als Testfrage, die iiber die Stérke der entwickelten Methoden Auskunft geben kann.

Fermat selbst bewies nachweislich den Fall n = 4 mit der von ihm entwickelten Methode des
unendlichen Abstiegs. Offensichtlich reicht dazu der stérkere Satz 0.7. Die grundsétzliche Idee
des unendlichen Abstiegs ist die folgende. Wir nehmen eine Lésung an und konstruieren daraus
eine kleinere Losung. Was genau kleiner bedeutet, mufs man erklédren, jedenfalls mufs dies so
beschaffen sein, daf es nur endlich viele kleinere Losungen geben kann und man daher nicht
unendlich oft absteigen kann.

Satz 0.7 (Fermat). Die Gleichung X*+Y* = Z?% hat keine ganzzahligen Lisungen x,y,z €
Z aufer den trivialen mit x = 0 oder y = 0 oder z = 0.

Beweis. Sei x,y, z eine nichttriviale Losung. Dann behaupten wir, dafs es eine nichttriviale Lo-
sung ',y 2’ gibt mit
2] < Izl
Das geht offensichtlich (hier geht implizit wieder das Induktionsaxiom der natiirlichen Zahlen
ein) nur endlich oft.
Schritt 0: Indem wir notfalls z durch —z ersetzen, diirfen wir z > 0 annehmen. Dann gilt auch

z = /xt +y* > max{z? 4}

Schritt 1: Wir dirfen annehmen, daf je zwei der drei Zahlen x, y und z teilerfremd sind.
Sei ndmlich d = ggT(z,y), dann gilt
dh |zt 4yt = 22,
also d? | z. Wir setzen 2’ = x/d, y = y/d und 2’ = z/d?, was wegen
2 4 4 4 4
2 _ i)2zi:m +y:<§) <y>:,4 "
‘ <d2 R a) T\a) Y

zu einer weiteren nichttrivialen ganzzahligen Losung fithrt. Wenn d > 1, dann ist die neue Losung
kleiner. Daher nehmen wir an, daf d = 1 gilt. Somit sind  und y schon einmal teilerfremd.

Angenomen z und (wegen Symmetrie ohne Einschrdnkung) y haben einen echten gemeinsamen
Teiler > 1, somit auch einen gemeinsamen Primteiler p. Dann teilt p auch z* = 22 — y* und
somit ist p Teiler von x. Dann sind aber  und y nicht teilerfremd. Widerspruch.

Schritt 2: Es sind nicht beide x und y ungerade.
Quadrate gerader Zahlen n = 2m sind durch 4 teilbar:
n? = 4m?,
wahrend Quadrate ungerader Zahlen n = 2m + 1 den Rest 1 bei Division durch 4 lassen:
n?=2m+1)> =4m(m +1) + 1.
Wiren x und y ungerade, so auch 22 = 2n + 1 und y? = 2m + 1, und somit laRt
2=t 4yt =2n+ 12+ 2m+1)2=4(nn+1)+m(m+1)) +2

10pierre de Fermat (1607-1665), franzosischer Mathematiker und Jurist.


https://de.wikipedia.org/wiki/Pierre_de_Fermat
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den Rest 2 bei Division durch 4. Widerspruch.
Wir nehmen daher an, daft « gerade, y ungerade und folglich z auch ungerade ist.

Schritt 8: Faktorisieren. Wir schreiben

at =2yt =GPz +9)

und studieren die Faktoren. Aus Schritt 0 folgt, dak beide Faktoren z +4? > 0 sind. Wir berech-
nen nun den ggT der Faktoren. Beide sind gerade, daher (nach dem Euklidischen Algorithmus)

2| ggT(z — y°, 2+ y°) = geT (22,2 + y°) | geT(22,22 + 2y°) = ggT(22,2y°) = 2.

Da in der Primfaktorzerlegung von x* alle Primzahlen in Vielfachen von 4 vorkommen, diese
aber jeweils nur einen der beiden Faktoren z 4 y? teilen konnen (bis auf die 2), muf es ganze
Zahlen A (ungerade) und B geben mit

2 4 2 4
Joz—ym = 24 o z+yr = 24
I: { Z+ y2 _ 8B4 oder II: { 5 y2 _ 8B4

Hierbei ist z£y? > 0 wichtig, denn sonst konnte jeweils noch ein Minuszeichen in den Gleichungen
auftreten.
Im Fall I bekommen wir

y? = (8B* — 24%)/2 = 4B* — A%,
was bei Division durch 4 den Rest 3 lafst. Widerspruch. Es gilt also der Fall II.
Schritt 4: Nochmals faktorisieren! Aus II bekommen wir 8 B* + 4% = z = 2A4* — y? oder
AB* = (A% — y)(A2 +y).
Wieder sind beide Faktoren A% 4y > 0 wegen
At =y? 4B > o2
Und wieder sind beide Faktoren gerade und
2 | geT (A% —y, A* +y) | 288T(A%y) = 2,

denn jeder Primteiler, der in  und A? aufgeht, geht auch in z = 24* — 42 auf. Wir schliefen
wie vorher auf ganze Zahlen C' und D mit

A2 —y = 204
A2+y = 2D

(wieder sind keine Vorzeichen nétig!), woraus wegen
A*=cC'+ D!

eine neue Losung 2’ = C, v’ = D und 2’ = A der urspriinglichen Gleichung wird. Diese Losung
ist nichttrivial, denn wegen B* = (CD)* und 2* = 16(AB)* folgt

ACD =0 =— AB=0 = z =0,
Widerspruch. Auferdem ist die neue Losung kleiner, denn

2| = |A* +4B%| > |AY] > |4

mit Gleichheit nur bei B = 0, was wir bereits ausgeschlossen haben. Damit ist die kleinere

Losung gefunden und der Beweis erbracht. O

Der Beweis von Satz 0.7 sieht aus wie eine Ansammlung von Tricks (und die Feinheiten der
Teilbarkeitsargumente werden wir erst noch begriinden miissen), die man allerdings systemati-
sieren kann (nicht in dieser Vorlesung). Das systematische Studium diophantischer Gleichungen
ist ein weites Feld der Zahlentheorie mit Ausrichtung auf arithmetische algebraische Geometrie.
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0.5. Zahlentheorie iiber endlichen Korpern. Aufgrund struktureller Ahnlichkeiten kann
man Zahlentheorie nicht nur mit ganzen Zahlen sondern auch mit Polynomen betreiben. Den
ganzen Zahlen am &hnlichsten sind dabei Polynome mit Koeffizienten in einem endlichen Korper,
etwa in [F), fiir eine Primzahl p. Man spricht vom geometrischen Fall und kann in der Tat
erstaunlich viel geometrische Intuition benutzten.

Die strukturelle Ahnlichkeit beginnt damit, daR Z und F,[T] beides Hauptidealringe sind. Die
,Primzahlen“ unter den Polynomen sind die irreduziblen Polynome, und diese kann man iiber
einem endlichen Korper exakt zahlen; ein Indiz, daf im geometrischen Fall vieles leichter ist als
im arithmetischen Fall der ganzen Zahlen Z.

Der geometrische Fall findet iiber die Theorie der Funktionenkoérper Anwendungen in der
Kryptographie und Codierungstheorie. Diese Anwendungen sind Jahrzehnte!! nach den ersten
Schritten auf diesem Gebiet entstanden, ein starkes Pliadoyer fiir freie Grundlagenforschung.
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Teil 1. Arithmetik in Z
1. DIE PEANOAXIOME

Jeder weik hoffentlich, was die natiirlichen und die ganzen Zahlen sind. Schlieklich gilt nach
einem Ausspruch Kroneckers'? ,Die ganzen Zahlen hat der liecbe Gott gemacht, alles andere ist
Menschenwerk®. Wir skizzieren kurz die axiomatische Einfiihrung.

Axiom 1 (Peanoaxiome). Die natiirlichen Zahlen sind ein Modell fiir das folgende Axiomen-
system.

(1) Es gibt eine Menge N, genannt die natiirlichen Zahlen, und ein Element 1 € N, Eins
genannt.

(2) Jedes n € N hat einen Nachfolger in N, den wir mit N(n) bezeichnen. Die Funktion
N:N—=N

hat die folgenden Eigenschaften:

(i)  Die 1 ist kein Nachfolger: fiir alle n € N gilt N(n) # 1.

(i)  Fir alle n,m € N folgt aus N(n) = N(m) bereits n = m.
(3) Vollstandige Induktion: Jede Teilmenge M C N mit

(i) 1€ M und

(i)  wenn m € M, dann auch N(m) € M

ist bereits ganz N.

Aus den Peanoaxiomen lassen sich Addition und Multiplikation rekursiv (nutzt das Indukti-
onsaxiom!) definieren:

n+1:= N(n),
n+ N(m) := N(n+m),
n-1:=mn,

n-N(m):=n-m+n.
Die ganzen Zahlen Z sind definiert als Aquivalenzklassen von Paaren (n,m) € N x N mit
(n,m) ~ (n',m') : <= n+m'=m+n.

Die Klasse von (n,m) sei mit [(n,m)] bezeichnet und der Gewohnheit folgend sei abkiirzend

n=[(n+1,1))
0 = [(n,n)],
—n=[(1,n+1).

Dann gilt N < Z mit n — n und Addition und Multiplikation lassen sich wie gewohnt auf Z
ausdehnen. Dafs die so definierten Strukturen assoziativ, distributiv, kommutativ etc. sind, hat
zum Gliick schon einmal jemand {iberpriift. Wir gewinnen nichts daraus und beenden damit den
axiomatischen Exkurs. Nur noch eins: es gibt eine Anordnung auf Z

n<m :<= m+(—n) €N

Dann gilt der wichtige folgende Satz.

Satz 1.1. Jede nichtleere Teilmenge von N hat ein kleinstes Element.

Beweis. Sei A C N eine Teilmenge ohne kleinstes Element. Sei M die Menge der m € N, so dafs
{neN; n<m}CN\A

12 eopold Kronecker (1823-1891), deutscher Mathematiker.
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Dann gilt 1 € M, denn sonst wiare 1 € A ein kleinstes Element. Weiter gilt mit m € M auch
m + 1 € M, denn ansonsten wiare m + 1 € A ein kleinstes Element. Nach dem Prinzip der
vollstandigen Induktion gilt dann M = N und A = (). Widerspruch. O

Wir haben Satz 1.1 bereits im Einleitungskapitel versteckt benutzt: zum Beispiel in Satz 0.7
in der Methode des unendlichen Abstiegs. Sei nédmlich M die Menge der |z| der nichttrivialen
Losungen. Dann hat diese Menge ein kleinstes Element, was im Beweis ad absurdum gefiihrt
wird, indem ein noch kleineres |z| erzeugt wird.

Notation 1.2. Wir bezeichnen natirlich weiter die natiirlichen Zahlen mit
N=1{1,2,3,4,5,...}.

Es bezeichne weiter Ng = NU {0} und Z die ganzen Zahlen. Ob die 0 zu den natiirlichen Zahlen
gehort oder nicht, ist reine Konvention. Es tut nichts zur Sache.
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2. ARITHMETIK DER TEILBARKEIT

2.1. Teilbarkeit in ganzen Zahlen. Nicht jede Division in Z geht auf, wie man in der Grund-
schule sagt. Dies fiihrt zur Definition der Teilbarkeit.

Definition 2.1. Die ganze Zahl a € Z teilt b € Z, wenn es ein x € Z gibt mit b = az. Wir
schreiben dann
alb,
nennen a einen Teiler von b und b ein Vielfaches von a.
Hier sind die einfachen formalen Eigenschaften der Teilbarkeitsrelation.

Proposition 2.2. Die Teilerrelation hat die folgenden Eigenschaften. Seien a,b,c,t,b; und
t; ganze Zahlen (firi=1,...,n), und t # 0. Dann gilt:
(1) 0]a, dann a =0,

(2) al|0undl|a fir jedes a,

(83) a|bundb|c, danna|ec,

(4) alb, dann a | be,

(5) at|bt <= alb,

(6) a|b <= a|-b <= —alb,

(7) al|b; firi=1,...,n, dann a| Y 1 t;b;,

(8) a|b, dann b=0 oder |a|] < |b],

(9) a|bundb|a, dann a = £b.

Beweis. Der Beweis ist eine einfache Ubung. Sie sollten die Beweise selbst ausarbeiten und nur
zur Not hier nachschauen.

(1) Wenn 0 | a, dann gibt esz € Zmita=0-2=0. (2) Esgilt a-0=0und 1-a = a fiir
jedes a € Z. (3) Wenn a | b und b | ¢, dann gibt es z,y € Z mit b = ax und ¢ = by, also gilt
auch ¢ = by = a(zry) und somit a | ¢. (4) Weil offensichtlich b | be folgt die Ausssage sofort aus
Aussage (3). Fiir (5) iiberlegen wir

at | bt <= Jx€Z: bt=atr < Jx€Z: b=ar <> a|b.

(6) ist eine formale Folgerung aus (4) und (5) jeweils fiir t = —1.
(7) Nach Voraussetzung gibt es y; € Z mit b; = az;. Dann ist mit

n
Tr = E ti.CCi
i=1

wegen des Distributivgesetzes auch a ein Teiler von ax = > t;(ax;) = > 1 tib;.

(8) Sei b = ax mit x € Z. Wenn x = 0, dann ist b = 0. Andernfalls ist |x| > 1 und daher
[b] = la| - |2 > [a].

(9) Wenn weder a noch b gleich 0 ist, dann folgt aus (8) |a| < |b| < |a| und daher a = +b.
Andernfalls, wenn oBdA a = 0, dann ist auch b = 0 wegen (1). Wieder gilt a = +b. O

Korollar 2.3. Sein # 0 eine ganze Zahl. Dann hat n nur endlich viele Teiler.

Beweis. Nach Proposition 2.2 (8) sind die Teiler von n in {d ; —|n| < d < |n|} enthalten und
das ist eine endliche Menge. O

Dieses offensichtliche Korollar macht die folgende Definition wohldefiniert, denn sie garantiert
die Existenz des Maximums.
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Definition 2.4. Der grofite gemeinsame Teiler (ggT) von a,b € Z ist die natiirliche
Zahl

d=max{t; t|aundt|b},
wenn a # 0 oder b # 0 gilt, oder 0, wenn a = b = 0. Der grofite gemeinsame Teiler ist
wohldefiniert, denn {t ; ¢ | a und ¢ | b} ist bei a # 0 oder b # 0 eine endliche nicht-leere
Menge (sie enthélt 1) nach Korollar 2.3 und besitzt daher ein Maximum. Wir schreiben
(a,5) 1= ggT(a,) = d
fiir den groften gemeinsamen Teiler d von a und b.

Allgemeiner ist fiir aq,...,a, € Z der grofite gemeinsame Teiler 0, wenn alle a; = 0, und
sonst

(a1,...,an) =ggT(a1,...,an) :=max{t €Z; t|a; firalei=1,...,n}.

Proposition 2.5. Der ggT erfillt die folgenden formalen Eigenschaften. Fir alle a,b,n € Z
gilt:

(1) (a,b) = (b,a),

(2) (a’ b) = (CL, *b);

(3) (0,b) = [b],

0 (D)= o=

Beweis. (1) Die Definition des ggT ist symmetrisch, (2) folgt aus Proposition 2.2 (6), und (3)
aus Proposition 2.2 (2), weil |b| nach Proposition 2.2 (8) der grofste Teiler von b ist.
(4) Wenn d | a und d | b, dann gilt auch d | b — na nach Proposition 2.2 (7). Und wenn d | a
und d | b — na, dann gilt mit demselben Argument auch
d|(b—na)—(—n)a=0.
Damit sind (a,b) und (a,b — na) gleich als Maximum derselben Menge gemeinsamer Teiler. [

2.2. Der Euklidische Algorithmus. Eine fundamentale arithmetische Eigenschaft der ganzen
Zahlen ist die Division mit Rest.

Satz 2.6. Seien a,b € Z und a # 0. Dann gibt es eindeutig q,r € Z mit

(1) b=qa+r,

(i) 0<r<|al.

Wir bezeichnen q als das Ergebnis der Ganzzahldivision von b durch a und r als den Rest
bei dieser Ganzzahldivision.

Beweis. Die Teilmenge % C Z definiert durch
H#=1{b—na; ne€Zund b—na>0}

ist nicht leer'®. In der Tat ist b — ba € Z oder b+ ba = b — (—b)a € %, denn andernfalls wire
b—ba <0 und b+ ba < 0, also ware das Produkt echt positiv:

0 < (b—ba)(b+ba) =b*(1 —a)(1+a) =b*(1 —d?).

Weil b2 stets positiv ist, folgt 1 —a? > 0, und damit —1 < a < 1, ein Widerspruch zu a # 0.

Wir setzen r = min % und ¢ = (b —1)/a, was wegen r € Z eine ganze Zahl ist. Es gilt dann
b= qa+rund r > 0. Angenommen r > |a|, dann wire 0 < r —|a| = b— (¢=£1)a (mit Vorzeichen
je nach Vorzeichen von a), somit r — |a| € Z ein Widerspruch zur Minimalitét von r. Dies zeigt
die Existenz.

13Ein klarerer Beweis benutzt Analysis: mittels des Archimedischen Prinzips zeigt man, daf fiir a > 0 bei
n < 0 (und fiir a < 0 bei n > 0) die Zahlen b — na > 0 werden. Der im Text angegebene Beweis bleibt innerhalb
der ganzen Zahlen.
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Zur Eindeutigkeit nehmen wir an, es gabe auch noch ¢/,r’ € Z mit den geforderten Eigen-
schaften. Dann ist oBdA 7' > r und dann

r'—r=(b-qa) - (b-qa)=(¢-q)a,
also a ein Teiler von 7' — r. Wenn 7’ = r, so folgt auch ¢’ = ¢. Sei also 7’ # r, dann gilt nach
Proposition 2.2 (8)
la| < |7 —r| =1 —r <+ <]al,
Widerspruch. O

Bemerkung 2.7. Division mit Rest etabliert auf dem Ring Z die Struktur eines euklidischen
Rings. Solche sind Hauptidealringe. Jedes Ideal von Z ist also ein Hauptideal. Diese wichtige
arithmetische Eigenschaft ist vom algebraischen Standpunkt dquivalent zum Fundamentalsatz
der Arithmetik, dem wir in Theorem 4.8 begegnen.

Die euklidische Struktur bringt zusétzliche algorithmische Vorteile, wie wir gleich sehen: auf
Satz 2.6 und Proposition 2.5 (4) beruht die effektive schnelle Berechnung des ggT. Nach Propo-
sition 2.5 (2) diirfen wir uns auf den ggT von natiirlichen Zahlen beschrénken.

Satz 2.8 (Euklidischer Algorithmus). Seien b > a > 0 und b # 0 ganze Zahlen. Dann
berechnet der folgende Algorithmus den grofsten gemeinsamen Teiler (a,b):

= |STOP: (a,b) =b |

La;ﬁO

Division mit Rest: b = qa + r ‘

‘b::aunda::r‘

Beweis. Der Algorithmus ist wohldefiniert, denn Division mit Rest fiihrt zu 0 < r < a, so daf
die neuen Werte fiir a, b wieder die oBdA-Annahme b > a > 0 erfiillen.

Der Algorithmus terminiert, denn im Iterationsschritt gilt b + a > a + r > 0. Die Summe
wird also stets kleiner. Da es nur endlich viele natiirliche Zahlen unterhalb einer gegebenen gibt,
muf nach endlich vielen Schritten die Abbruchbedingung des Algorithmus erreicht werden.

Der Algorithmus ist korrekt, das heifst, er berechnet, was er zu berechnen vorgibt. Das folgt
sofort aus Proposition 2.5. O

Bemerkung 2.9. In [Wolll] findet man eine Laufzeitabschiatzung fiir den Euklidischen Algo-
rithmus mit einer Laufzeit, die logarithmisch in den Eingabedaten ist. Das ist recht gut. Man
vergleiche mit dem naiven Durchprobieren aller Zahlen d < min{|al, |b|} als Teiler von a und b.

Lemma 2.10 (Lemma von Bézout®). Sei a,b € Z und d = (a,b). Dann gibt es x,y € Z mit
d = za + yb.

9Etienne Bézout (1730-1783), franzdsischer Mathematiker.

Beweis. Indem wir notfalls a oder b durch sein negatives —a oder —b ersetzen und eventuell a
mit b tauschen, diirfen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dafs b > a > 0b
gilt.

Sei (a;, b;) die Folge der Paare aus dem Euklidischen Algorithmus zu den Startwerten ag = a
und by = b. Seien weiter

r1=1und y; =0,
zg=0und yp = 1.
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Wir berechnen dann rekursiv, solange a; > 0 gilt, aus der Division mit Rest b; = g;a; + r;, wobei
0<r; <ay:
aiy1 = b; — qia;
bit1 = a;
Tiyl = Ti—1 — Gi—1T; (i>1)
Yi+1 = Yi—1 — 4i—1Yi-
Wir zeigen dann per Induktion, daf fiir alle ¢ > 0 gilt:
b; = x;a + y;b.
Fir ¢ = 0 (bzw. @ = 1) folgt dies aus den Startwerten und byg = b (bzw. by = a9 = a). Fir
i+ 1> 2 gilt dann
Tit1a + Yir1b = (i1 — gi—17:i)a + (Yi-1 — ¢i—19i)b
= (i—1a0 + yi-1b) — gi—1(wia + y;b)
=bi—1 — qi—1bi = bi—1 — gi—10;—1 = a; = bi41.
Wenn der Algorithmus nach n Schritten bei (a,, b,) abbricht, dann gilt a,, = 0 und
d = (a,b) = (ap,bp) = ... = (an,bn) = (0,by,) = by, = xna + ynb.
Dies beweist das Lemma von Bézout konstruktiv: moégliche Koeffizienten x, y der Z-Linearkombi-

nation d = za+yb, werden vom Euklidischen Algorithmus in der obigen Form mitberechnet. [J

Bemerkung 2.11. Wir kénnen die Formeln aus dem Beweis des Lemma 2.10 kompakter in der
folgenden Weise in Matrixform schreiben. Wir fassen die Zwischenschritte a;, b; fir 0 < i < n,
sowie ¢; fir 0 <7 <n—1und z;,y; fir 0 <i < n+ 1 zu Vektoren und Matrizen in R? bzw.
Ms(R) zusammen (genauer in Z2 und Ma(Z)), indem wir setzen:

vz(Z) 0<i<n,

Ai:(_fi é) 0<i<n-—1,
Mi:<xi+1 yi+1> 0<i<n.
X Yi

Danngiltv():((;)undMg:((l) ?),undfﬁralleogign—lgilt

o (ar )\ _  bi—qag N\ [ —q 1 ai \ _ o4
= () = () = (3 6) (i) =
(i amiv Yi—qyin )\ _ ( —¢ 1 M
M1+1 - < Tip1 Yit1 > - < 1 0 >Mz - AzMz-
Per Induktion nach i folgt fiir alle 1 <i <n
Mi = Ai—l L A() und v; = MZ"U().
Mit d = ggT(a,b) und Abbruch des euklidischen Algorithmus nach n Schritten folgt

0 * * a *
(i) === 0 ) (5)= (ot )

also wieder die den ggT darstellende Linearkombination d = x,a + ynb.

Das Lemma von Bézout hat eine Reihe von Korollaren. Zuerst stellen wir fest, daf fiir eine
Menge von Zahlen der vom Absolutbetrag her grofite gemeinsame Teiler auch der beziiglich
Teilbarkeit grofite gemeinsame Teiler ist.
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Korollar 2.12. Seien a,b,t € Z und d = (a,b). Dann gilt
tlaundt|b < t|d.

Beweis. Wenn t | d, dann gilt wegen d | @ und d | b aus Proposition 2.2 (3) schon ¢ | @ und ¢ | b.
Sei umgekehrt ¢ | @ und ¢ | b. Nach Lemma 2.10 wihlen wir x,y € Z mit d = ax + by. Dann
folgt aus Proposition 2.2 (7) schon t | ax + by = d. O

Bemerkung 2.13. Die Charakterisierung des gg'T als beziiglich Teilbarkeit grofter gemeinsamer
Teiler nach Korollar 2.12 fiihrt zusammen mit der Transitivitéit des Teilens nach Proposition 2.2
(3) fir ganze Zahlen aq,...,a, € Z zu

(a1,...,ap) = (a1,...,an-2,(an-1,0a,)) = <a1, (ag, ey Upe2, (Qp—1,ap) ... ))
Die zweite Gleichung folgt per Induktion aus der ersten. Die erste Gleichung ist bei a, = 0
trivial und folgt bei a,, # 0 aus Korollar 2.12, weil damit
(a1,...,ap) =max{t € Z; t|aq; firallei=1,...,n}
=max{t€Z; t|a;firallei=1,....,n—2und t| (ap—1,an)}
=(a1,...,an—2,(an—1,an)).

Iteriertes Anwenden des Euklidischen Algorithmus fiihrt somit zu einer algorithmischen Bestim-
mung des ggTs von mehr als zwei ganzen Zahlen.
Genauso zeigt man, daf gilt

t](ar,...,an) < furallei=1,...,n: t|a.

Korollar 2.14. Seien a,b,t € Z und t # 0. Dann gilt
(ta,tb) = |t| - (a,b).

Beweis. Wegen t | ta und ¢ | tb folgt ¢ | ggT(ta, tb) aus Korollar 2.12. Daher gibt es e € Z mit
ggT(ta,tb) = [t| - e.

Aus te | ta und te | tb folgt nach Proposition 2.2 (5) bereits e | a und e | b, also aus Korollar 2.12
auch e | ggT(a,b) =: d. Damit gilt e < d, und es reicht zu zeigen, daf td ein gemeinsamer Teiler
von ta und tb ist. Das ist offensichtlich. (]

Bemerkung 2.15. Alternativ kann man Korollar 2.14 auch dadurch beweisen, daff man den
euklidischen Algorithmus mit den Startwerten a,b und den Startwerten ta, tb vergleicht.

2.3. Kleinstes gemeinsames Vielfaches. In die im Vergleich zum ggT entgegengesetzte Rich-
tung bewegt sich das kleinste gemeinsame Vielfache.

Definition 2.16. Das kleinste gemeinsame Vielfache (kgV) ganzer Zahlen a,b # 0 ist
die natiirliche Zahl
D=min{T €Z; T>0unda|T und b|T}.

Wir schreiben [a, b] = kgV(a, ) fiir das kleinste gemeinsame Vielfache von a und b.
Allgemeiner ist fiir aq,...,a, € Z, alle a; # 0, das kleinste gemeinsame Vielfache

[a1,...,a,) =kgV(a1,...,ap) =min{T' € Z ; T >0und a; | T fiir allet =1,...,n}.

Das kgV ist wohldefiniert, weil die Menge der positiven gemeinsamen Vielfachen nicht leer
ist: sie enthélt |ab|, oder bei mehreren Zahlen

lay « ... apl,

und weil nach Satz 1.1 jede nichtleere Menge natiirlicher Zahlen ein Minimum hat.
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Wie beim ggT hat das kgV zunéchst eine Definition (als Minimum) iiber die Anordnung.
Aber auch hier gilt, dafs das kgV auch minimal ist beziiglich Teilbarkeit.

Proposition 2.17. Seien a,b # 0 ganze Zahlen. Dann ist jedes gemeinsame Vielfache von
a und b ein Vielfaches des kgV(a,b).

Beweis. Sei D = [a,b] und sei a | T und b | T. Wir teilen T durch D mit Rest und erhalten
T=¢qD+rmit 0<r < Dund g€ Z. Dann ist a | r =T — ¢D und genauso b | 7. Damit kann
D nur dann minimal unter den positiven gemeinsamen Vielfachen sein, wenn r = 0. Dann ist
aber T' = gD ein Vielfaches von D wie behauptet. O

Korollar 2.18. Seien a,b,t # 0 ganze Zahlen. Dann gilt
[at, bt] = [a,b] - |t].

Beweis. Ohne Einschrinkung ist ¢ > 0. Ansonsten ersetzen wir ¢t durch —t.

Sei D = [a,b]. Aus a | D und b | D folgt wegen Proposition 2.2 (5) auch at | Dt und bt | Dt.
Daher ist Dt = [a, b]t ein gemeinsames Vielfaches von at und bt.

Sei nun 7" > 0 ein gemeinsames Vielfaches von at und bt. Da ¢ | at | T, gibt es © € Z mit
T = xt. Aus at | T = tx folgt a | x wegen Proposition 2.2 (5), und genauso folgt b | . Daher ist
x ein gemeinsames Vielfaches von a und b, also D < x. Folglich ist auch

Dt<azt=T,
und somit ist Dt das kleinste gemeinsame Vielfache von at und bt. Das war zu zeigen. (]

2.4. Teilerfremde Zahlen. Wenn ganze Zahlen nur die offensichtlichen gemeinsamen Teiler
41 haben, dann nennen wir sie teilerfremd.

Definition 2.19. Zwei ganze Zahlen a,b € Z heifen teilerfremd, wenn (a,b) = 1.

Lemma 2.20. Seien a,b € Z, nicht beide 0, und sei d = ggT(a,b). Dann gibt es o, 5 € Z
mil

a=da, b=4dp
und o und B sind teilerfremd: (o, f) = 1.

Beweis. Der ggT d teilt a und b, also gibt es @ und 8 mit a = da und b = df. Aus Korollar 2.14
folgt sofort («, 5) = é(a, b) = 1, somit sind a und S teilerfremd. O

Proposition 2.21. Seien a, b, c ganze Zahlen und a und b teilerfremd. Dann gilt

albc=alec

Beweis. Nach Lemma 2.10 wahlen wir x,y € Z mit 1 = ax + by. Weiter sei bc = za. Dann gilt

a | a(ex + zy) = c(ax + by) = c. O

Lemma 2.22. Seien a,b # 0 teilerfremde ganze Zahlen und sei m € 7 ein gemeinsames
Vielfaches: a | m und b | m. Dann gilt

ab | m.

Beweis. Nach Lemma 2.10 wahlen wir x,y € Z mit 1 = az 4 by. Auferdem seien u,v € Z mit
m = au = bv. Dann folgt

m =m- (ax + by) = m(azx) + m(by) = (bv)(azx) + (au)(by) = ab(va + uy),

somit wird m von ab geteilt. U
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Korollar 2.23. Seien a,b # 0 teilerfremde ganze Zahlen. Dann gilt
kgV(a,b) = |ab|.

Beweis. Das folgt aus Lemma 2.22, der Definition des kgV sowie Proposition 2.2 (8). O

Satz 2.24. Seien a,b # 0 ganze Zahlen. Dann gilt
88T (a,b) - kgV(a,b) = |abl.

Beweis. Seit # 0. Dann gilt der Satz wegen Korollar 2.14 und Korollar 2.18 fiir a, b genau dann,
wenn er fiir ta, tb gilt: beide Seiten skalieren sich mit [¢|%.

Sei d = (a,b) und seien «, € Z mit a = da und b = df wie in Lemma 2.20 also mit
(ar, B) = 1. Es reicht demnach, den Satz fiir die teilerfremden o und g zu beweisen. Dieser Fall
ist nichts anderes als Korollar 2.23. O

2.5. Lineare Gleichungen. Wir sind nun in der Lage, eine lineare diophantische Gleichung zu
diskutieren. Bei diophantischen Gleichungen interessiert man sich fiir (in einem gewissen Sinne)
ganzzahlige Losungen der Gleichungen.

Satz 2.25. Seien a,b,c € Z.
(1)  Die Gleichung in den Variablen X,Y

c=aX +bY (2.1)

hat genau dann eine Losung x,y € Z, wenn c ein Vielfaches von d = ggT(a,b) ist.
(2)  Wenn c=dy gilt und d = ua + vb eine Z-Linearkombination wie in Lemma 2.10 ist,
dann erhdlt man mit xo = uy und yo = vy eine ganzzahlige Losung von (2.1).
(8) Seien a = da und b = df wie in Lemma 2.20, und sei xg,yo € Z eine Losung von
(2.1). Dann ist die Menge aller Losungen gegeben durch

{(z,y) ; © =x0+nB,y =yo — n« fir einn € Z}.

Beweis. (1) Wenn x,y € Z eine Losung ist, dann gilt d | ax + by = ¢. Die Umkehrung folgt aus
Behauptung (2) und damit der trivialen Rechnung
¢ =dvy = (ua + vb)y = a(uy) + b(vy) = axo + byp.

(3) Sei z,y eine weitere ganzzahlige Losung neben z, 9. Dann gilt

1 1
o — 7o) = Salx — 7o) = o ) = Blu — ).
Aus Korollar 2.14 folgt («, ) = 1. Nach Proposition 2.21 folgt daher
« ’ Yo — VY,

somit gibt es n € Z mit yo—y = na. Daraus folgt sofort x—xzg = nS. Dies zeigt, dafs alle Losungen
die angegebene Form haben. Umgekehrt, wenn wir durch x = zg + nf und y = yg — na ganze
Zahlen x,y definieren, dann 16sen auch diese die Gleichung ¢ = a X 4+ bY’, wie man durch leichtes
Nachrechnen verifiziert. O

Bemerkung 2.26. Die ganzen Zahlen der Form ax+by mit z,y € Z sind das von a und b erzeugte
Ideal (a,b) C Z. Dies sind genau die Zahlen ¢, fiir die ¢ = aX + bY Losungen aus Z besitzt. Wir
haben also gezeigt, dafs

(a,0) = (d)
als Ideale, wenn d = (a,b) der ggT ist. Weil Z ein Hauptidealring ist, gibt es a priori ein ¢ € Z
mit (a,b) = (t) als Ideale. Es folgt sofort aus Proposition 2.2 (7), daf d | t, und aus Lemma 2.10,
dak d € (a,b) = (t), also t | d. Zusammengenommen folgt d = £t oder eben (d) = (t) = (a,b).
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UBUNGSAUFGABEN ZU §2

Ubungsaufgabe 2.1. Es seien m,n € Z. Zeigen Sie:

(1) 6 (n®—n).

(2) 7| (10m+n) < 7|(m — 2n).
(3) Ist n ungerade, so ist 8 | n? — 1.
(4) 56" +4.

Ubungsaufgabe 2.2. Berechnen Sie den groRten gemeinsamen Teiler d von 1604 und 2015 und
finden Sie x,y € Z, so daf gilt:
1604z + 2015y = d.

Ubungsaufgabe 2.3. Berechnen Sie den gréften gemeinsamen Teiler d von 420, 315 und 234 und
finden Sie z,y, 2z € Z, so dafl gilt:

420z + 315y + 234z = d.

Ubungsaufgabe 2.4. Seien a,b € Z mit ggT(a,b) = 1. Zeigen Sie, dak auch ggT(a + b,ab) = 1
gilt.
Ubungsaufgabe 2.5. Die Fibonacci-Folge (an)nen ist rekursiv definiert durch

a1 =1, ag =1 und anio = any1 + a, flir alle n € N.

(1) Zeigen Sie, dafs ggT (an+1,a,) =1 fiir alle n € N gilt.
(2) Wie viele Divisionen mit Rest muss man beim euklidischen Algorithmus zur Bestimmung
von ggT(ap+1,a,) =1 durchfithren?

Ubungsaufgabe 2.6. Es seien a,b,c € Z und d := ggT(a,b). Zeigen Sie:
(1) geT(§. 3) = 1.
(2) Ist a | cund b | ¢ so ist: C”Fb|c.
Ubungsaufgabe 2.7 (Unendlich viele Primzahlen). Seien @ € N, a > 1 und fiir n € N sei
A, =a> +1.

Seien m,n € N mit m > n.
(1) Zeigen Sie, daf gilt A, | A, — 2.
(2) Berechnen Sie ggT(A,,, Ay).
(3) Folgern Sie, dafs es unendlich viele Primzahlen gibt.
Hinweis: Betrachten Sie die Menge {22° + 1| k € N}.

Ubungsaufgabe 2.8.
(1) Bestimmen Sie alle Losungen (z,y) € Z? der linearen diophantischen Gleichung
6x — 9y = 15.
(2) (a) Begriinden Sie, warum die lineare diophantische Gleichung
20 =3y +62=95

eine Losung (x,v,2) € Z3 besitzt, und finden Sie eine Losung (zo, yo, 20)-
(b) Bestimmen Sie nun alle Lésungen. Gehen Sie dazu wie folgt vor. Uberlegen Sie sich
Bedingungen an A;, Ay, A, damit

r=x0+ Az, y=y0+ Ay und z = 20+ A,
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eine Losung ist. Versuchen Sie schlieflich A;, Ay, und A, in Abhéngigkeit zweier
Parameter darzustellen d.h. finden Sie eine Parametrisierung der Form

Ay

Ay = sv 4+ tu fiir t,s € Z und v,u € Z>.

A,
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3. KONGRUENZEN

3.1. Arithmetik modulo m. Die arithmetischen Eigenschaften der Teilbarkeit lassen sich ein-
facher mit dem Kalkiil der Kongruenzrechnung gebrauchen.

Definition 3.1. Sei m # 0 eine ganze Zahl. Die Zahlen a,b € Z sind kongruent modulo
m, wenn
m|a—b.
Wir schreiben dann
a=b (modm)
oder auch einfacher
a=b(m).
Die Zahl m heift manchmal der Modulus der Kongruenz a = b. Teilbarkeit m | a wird
zu
a=0 (modm).

Bemerkung 3.2. Fiir alle a,b,m € Z und m # 0 gilt wegen ma = (—m)(—z) die Aquivalenz
mla—b <= —m|a—b.

Daher gilt a = b (mod m) genau dann, wenn a = b (mod |m|) gilt. Wir kénnen daher bei
Kongruenzrechnungen stets vom Modulus m verlangen, daf m > 1 gilt. Es funktioniert aber
auch mit negativem Modulus m.

Bemerkung 3.3. Sei m > 1 eine ganze Zahl. Die Kongruenzrelation = (mod m) ist eine Aqui-
valenzrelation, denn es gilt fiir alle a,b,c € Z

i) a=a,

(i) a=b = b=aq,

(ili) a=bundb=c = a=c

Das folgt aus m | (a—a), und m | (a—b) <= m | (b—a), und wenn m | (a—b) und m | (b—rc),
dann auch

m|(a—>b)+(b—c)=(a—c).

Die Kongruenzrelation = (mod m) hat die folgenden arithmetischen Eigenschaften. Diese
flihren zum Kalkiil der Kongruenzrechnung.

Proposition 3.4. Sei m > 1 und seien a,a’,b,b' € Z mit a = a’ und b = V' (mod m).
Dann gilt auch

(1) a+b=d 4+ (modm),

(2) a—-b=d -V (mod m),

(3) a-b=d -V (mod m).

(4) Fir allen € Ny gilt ™ = o™ (mod m).

Beweis. Nach Voraussetzung teilt m sowohl a — @’ als auch b — b'. Damit gilt auch
m|(a—d)E£(b-V)=(a£b)—(d £b),
und
m|alb-V)+b(a—d)=a-b—ad V.
Eigenschaft (4) folgt per Induktion nach n aus (3). O

Bemerkung 3.5. Die Division ist nicht so unproblematisch: es gilt 2-3 = 2 -8 (mod 10), aber
trotzdem 3 # 8 (mod 10).
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Proposition 3.6. Seim > 1 und a,b,t € Z mit t # 0.
(1) at =0bt (mod mt) ist dquivalent zu a = b (mod m).
(2) Wenn (t,m) =1, dann ist at = bt (mod m) dquivalent zu a =b (mod m).

=

Beweis. Aussage (1) folgt aus Proposition 2.2 (5) mit
mt | at —bt =t(a—b) <= m|a—b.
Aussage (2) folgt wegen (m,t) = 1 mit Proposition 2.21 aus
m|tla—b) <= m| (a—Db). O

Wir 16sen nun eine lineare Kongruenz-Gleichung.

Satz 3.7. Seim > 1 und a,c € Z.
(1)  Die Gleichung in der Variablen X

aX =c (mod m) (3.1)

hat genau dann eine ganzzahlige Losung x € Z, wenn d := (a,m) | c.

(2) Wenn d | c gilt und u,v,y € Z mit d = ua + vm und ¢ = dry sind, dann ist ro9 = wy
eine ganzzahlige Losung von (3.1).

(3) Seim = du mit p € Z. Dann gibt es ein bis auf Kongruenz modulo p eindeutiges
€ € Z mit a€ = ¢ (mod m).

Beweis. Ganzzahlige Losungen von (3.1) entsprechen eineindeutig den ganzzahligen Losungen
der Gleichung a X + mY = c¢. Damit folgen die Aussagen sofort aus Satz 2.25. O

Korollar 3.8. Set m > 1 und a,c € Z. Wenn a und m teilerfremd sind, dann ¢ibt es bis
auf Kongruenz modulo m ein eindeutiges x € Z mit

ar =c¢ (mod m).

Beweis. Das folgt sofort aus Satz 3.7. O

Bemerkung 3.9. Sei m > 1 fixiert. Zu (b,m) = 1 gibt es nach Korollar 3.8 ein ' mit bb' = 1
(mod m), und dieses b’ ist eindeutig bis auf Kongruenz modulo m. Wir setzen

% :=abl (mod m).

Dies ist wohldefiniert als Aquivalenzklasse modulo m und vertriglich mit den {iblichen arithme-
tischen Operationen Addition und Multiplikation. Wenn (¢,m) =1 und ¢/ =1 (mod m), dann
ist modulo m

e wohldefiniert (a/b modulo m héngt nur ab von a/b € Q als Bruch):

ac _ ac(b'd) = (ab')(cd) = ab' = 4 (mod m).
be b
e Addition:
d db
S oy dd = (ac+ db) (V) = act (mod m),
b ¢ be
was der Addition der Briiche entspricht.
e Multiplikation:
@ d_ (ab') - (dd) = (ad)(b') = ad (mod m)
b ¢ N ~ b ’

was der Multiplikation der Briiche entspricht.
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Wir bemerken, daff sowohl Addition als auch Multiplikation den Bereich der Briiche, deren
Nenner teilerfremd zu m sind, nicht verlassen. Von nun an erlauben wir also auch solche Briiche
in Kongruenzgleichungen.

Bemerkung 3.10. Sei m > 1. Division mit Rest zeigt, daf jedes a € Z zu genau einem r € Z
mit 0 < 7 < m — 1 kongruent ist modulo m. Es gibt namlich ¢,r € Z mit a = gm + r, wobei
0 <7 <m-—1,und daher a = r (mod m). Angenommen, es gibe r und s mit dieser Eigenschaft,
oBdA r > s. Dann folgt aus r =a =s (mod m), dak m | r —s. Aber 0 <r—s<r<m-—1
erzwingt r = s.

Definition 3.11. Sei m > 0 eine natiirliche Zahl. Ein vollstindiges Restsystem modulo
m ist eine Menge ganzer Zahlen a1, ..., a,, so dafs jede ganze Zahl x € Z zu genau einer der
Zahlen ay, ..., a, modulo m kongruent ist.

Ein vollstandiges Restsystem modulo m besteht stets aus genau m Elementen.

Beispiel 3.12. Die (alte) ISBN-10-Codierung der Biicher hat 10 Stellen, wobei die 10. Stelle eine
Priifziffer ist, die abweichend vom Rest auch den Wert X annehmen kann. Ein solcher Code ist
also eine Ziffernfolge

a = (alaa2a s 7a10)
mit Ziffern a; € {0,1,...,9} fir allei =1,...,9 und ajg € {0,1,...,9} U{X}. Es werden nun
nur solche ISBN-10 Codes verwendet, bei denen als Kontrollsumme

10
Zi-ai =0 (mod 11)
i=1

herauskommt. Dabei ist X als 10 zu werten (und das erklart iiber das rémische Zahlsymbol fiir
10 auch die Wahl von X). Weil 10 - a9 = —ajo (mod 11) kann mit

9
ajg = Zz ~a; (mod 11)
i=1

durch Wahl des Représentanten modulo 11 im Intervall [0, 10] die Priifziffer a9 aus den restlichen
Ziffern berechnet werden.

Der ISBN-10-Code erkennt nun die zwei héufigsten menschlichen Fehler. Sei zuerst nur eine
Ziffer fehlerhaft, etwa an der Stelle j, also statt a eine Ziffernfolge

b= (b1,...,b10)
mit b; = a; fiir alle i # j und b; # a;. Wenn b als ISBN-10-Code gepriift wird, dann ist
10 10
Zi : bl E](b] - aj) +ZZ s ay E](b] - aj) ?é 0 (Il’lOd 11),
i=1 i=1

denn als Primzahl teilt 11 das Produkt j(b; — a;) nicht, da die Faktoren 1 < j < 10 und
—10 < bj — a; <10 mit b; — a; # 0 nicht von 11 geteilt werden.

Als zweites nehmen wir an, dafs der fehlerhafte Code b an genau zwei Stellen j # k die Ziffern
vertauscht hat. Wenn dann b als ISBN-10-Code gepriift wird, dann ist

10 10

ZZblEj(b]—aJ)—f-k(bk—ak)-FZlCLl

i=1 i=1
= jlag —aj) + k(aj —ag) = (j — k)(ar —aj) Z0 (mod 11)

mit im Wesentlichen dem gleichen Argument.
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3.2. Teilbarkeitsregeln. Die traditionelle Darstellung einer natiirlichen Zahl n im Zehnersys-
tem als Ziffernfolge

n = (a4, aq-1, - --,a1,a0)10
mit Ziffern a; € {0,...,9} fiir alle 0 < i < d bedeutet

d
n = Z ail(]i.
=0

Die Quersumme von n ist definiert als

d
Q(n) = Z a;
i=0
und die alternierende Quersumme als
d
An) =Y (—1)'a;
i=0

Bemerkung 3.13. Da 10 =1 (mod 9), folgt

d d d
n= Zail()i = Zaili = Zai =Q(n) (mod)9),
i=0 i=0 i=0

und damit gilt 9 |n <= 9| Q(n). Da 10 = —1 (mod 11), folgt
d

d
n= Zailoi = Zai(fl)i = A(n) (mod 11),
=0

=0
und damit gilt 11 | n <= 11| A(n).

Sei b > 2 eine natiirliche Zahl. Dann kénnen wir n € N auch eindeutig im Zahlsystem zur
Basis b als Ziffernfolge

n = (ad, @Gg—1,---,01,a0)p (3.2)
mit Ziffern a; € {0,...,b— 1} fiir alle 0 <14 < d darstellen, wobei (3.2) bedeutet

d
n= g a;b".
=0

Die b-Quersumme von n = (ag, a4—1, - - -, a1, ag)p ist definiert als

d
Qv(n) = Z a;
i=0

und die alternierende b-Quersumme als

Proposition 3.14. Sei b > 2 eine natirliche Zahl, und sei n € N. Die (alternierende)
Quersumme erfillt die folgende Kongruenz.

(1) n=Qun) (modb—1).

(2) n=Ay(n) (mod b+ 1).
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Beweis. Dab=1 (mod b — 1), folgt

d d d
n= Zaibi = Zaili = Zai =Qp(n) (modb—1).
1=0 =0 1=0

Da b= —1 (mod b+ 1), folgt
d

d
n= Zaibi = Zai(—l)i = Ap(n) (mod b+ 1). O
=0 1=0

Korollar 3.15. Sei b > 2 eine natirliche Zahl, und set n € N. Es gelten die folgenden
Teilbarkeitsregeln.

(1) Seid ein Teiler von b— 1. Dann ist

d|n < d|Qsn).
(2) Seid ein Teiler von b+ 1. Dann ist

d|ln <= d|Qyn).

Beweis. Zuerst kann man wegen Proposition 2.2 (3) annehmen, daf d = b £ 1 ist. Dann folgt
die Aussage sofort aus Proposition 3.14. O

Beispiel 3.16. Als Anwendung erhélt man eine Teilbarkeitsregel zu gleichzeitig 7, 11 und 13. Es
gilt namlich
1001 =7-11-13
und daher gilt fir p € {7,11,13} und n € N
pln < p| Aio(n).

Die Darstellung von n im 1000-er System erfordert keine Rechnung. Dies bedeutet nur, dafs im
Zehnersystem von rechts beginnend jeweils drei Ziffern zu einem Block zusammengefafst werden.
Diese mufs man nun alternierend aufsummieren und erhélt so eine Priifzahl fiir Teilbarkeit durch
1000 + 1 oder eben alle Teiler von 1001.

UBUNGSAUFGABEN ZU §3

Ubungsaufgabe 3.1 (Zahlentheorie fiir Abergldubische). Zeigen Sie, daf es jedes Jahr hochstens
drei und mindestens einen Freitag den Dreizehnten gibt. Zeigen Sie, ohne dem Kalender direkt
zu entnehmen, dafs die obere Schranke scharf ist, indem Sie davon ausgehen, daf der 16. April
2015 ein Donnerstag ist.

Ubungsaufgabe 3.2. Es sei n € N.

(1) Zeigen Sie: 2471 4+ 337+2 = 0 mod 11.
(2) Zeigen Sie: 7" = 18n? — 12n + 1 mod 27.

Ubungsaufgabe 3.3 (Zahlentheorie im Kartenspiel). Ein Satz Spielkarten besteht aus 52Karten.
Um sie zu mischen, wird der Kartenstapel zunéchst halbiert. Die obere Héilfte geht in die linke
Hand und die untere in die rechte. Danach werden die Karten, von der linken Seite beginnend,
abwechselnd von den beiden Hénden losgelassen (d.h. zuerst die unterste Karte von der linken
Hand, dann die von der rechten Hand, dann die zweitunterste von der linken Hand usw.), so
daf sie gleichméfig ineinander verzahnen. Nummeriert man also die Karten mit 1,2,3,...,52,
so lautet die Reihenfolge der Karten nach der Mischung

27,1,28,2,...,51,25,52, 26.
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Mit anderen Worten: Ist f(n) die Position der n-ten Karte nach der Mischung, so ist

| 2n, falls n < 26,
fn) = { 2(n —26) — 1, falls n > 26.
(1) Zeigen Sie: nach geeigneter Anzahl N > 0 von Wiederholungen dieses Prozesses sind die
Karten wieder genau in der urspriinglichen Reihenfolge.
(2) Bestimmen Sie, ob es moglich ist, durch geeignete Anzahl von Wiederholungen dieses
Prozesses den Kartenstapel in der genau umgekehrten Reihenfolge zu bekommen.

Hinweis: Rechnen Sie modulo 53.

Ubungsaufgabe 3.4. Bestimmen Sie alle Losungen z,y € Z folgender Kongruenzensysteme:

(1) { 9r+8y = 13 mod 20
6z+7y = 12 mod 20
2) { r+2y = 4 mod]15
5r+T7y = 10 mod 15

Hinweis: Wenden Sie den Gauf-Algorithmus an. Beachten Sie dabei, dafi die Zeilen der erwei-
terten Matriz nicht mit manchen ganzen Zahlen multipliziert bzw. durch manche ganze Zahlen
dividiert werden diirfen!

Ubungsaufgabe 3.5. Sei (a,b,c) ein Pythagordisches Tripel, d.h. ein Tripel natiirlicher Zahlen,
welches die Gleichung
a? + 0% =¢?
erfiillt. Zeigen Sie, daf gilt: 12 | ab und 60 | abc.
Ubungsaufgabe 3.6. Der EAN-Code (Strichcode) arbeitet mit 13 Ziffern

a = (al,...,alg)
aus {0,1,...,9}. Giiltige Code-Worter erfiillen die Priifbedingung
a1 +3as+az3+3as4+...+3a12 +a13=0 (mod 10)

(1) Zeigen Sie, daf immer erkannt werden kann, daf kein korrekter EAN-Code vorliegt, wenn
wir uns bei der Eingabe einer EAN an genau einer Stelle vertan haben.
(2) Welche Ziffernvertauschungen kénnen erkannt werden (und welche nicht)?
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4. PRIMZAHLEN

4.1. Das Sieb des Eratosthenes. Wir haben bereits definiert, was eine Primzahl ist. Mit
Teilbarkeit in ganzen Zahlen miissen wir genauer Folgendes definieren.

Definition 4.1. Eine Primzahl ist eine ganze Zahl p > 1, die nur durch +1 und =+p teilbar

ist.

Wie findet man heraus, ob ein n € N Primzahl ist? Der naive Primzahltest nach Definition
(und Proposition 2.2 (8)) probiert alle 1 < d < n als Teiler von n. Wenn kein solches d teilt,
dann ist n Primzahl. Etwas besser ist das folgende semi-naive Kriterium, nach dem man nur die
Primzahlen 1 < d < y/n testen muf.

Proposition 4.2. Ist n > 1 keine Primzahl, dann gibt es einen Teilerp | n mit 1 <p < +/n
und p ist Primzahl.

Beweis. Sei n keine Primzahl. Weil eine ganze Zahl nur endlich viele Teiler hat, gibt es einen
kleinsten von 1 verschiedenen Teiler p | n. Weil Teiler von p auch Teiler von n sind, folgt aus
der Minimalitat, dafs p eine Primzahl ist.

Es gibt nun eine ganze Zahl m > 1 mit n = pm. Aufgrund der Minimalitéit von p folgt p < m
und daher p? < pm = n, woraus die gesuchte Abschitzung p < /n folgt. O

Bemerkung 4.3. Es reicht somit aus, nur die Primzahlen 1 < p < /n auf p | n zu testen.
Wenn keine dieser Primzahlen n teilt, dann ist n selbst Primzahl. Darauf beruht das Sieb
des Eratosthenes'?, mittels dessen man rekursiv die Primzahlen aus den natiirlichen Zahlen
aussiebt. Wir konstruieren eine Folge (5;)i>0 von Teilmengen S; C N und die Folge (p;);>1 der
Grofe nach aufsteigend angeordneten Primzahlen rekursiv wie folgt. Als Startwert setzen wir

So =N\ {1}.
Seien S; und p1,...,p; bereits konstruiert, dann ist

Pi+1 := min S;,
Sit1:= 5 \ piy1N.

Dabei haben wir mit der Menge S; bereits die Vielfachen der Primzahlen p; = 2,...,p; ausge-
siebt. Es gilt genauer:

(a)  p; ist Primzahl und {p1,...,p;} enthélt genau die Primzahlen < p; der Grofe nach ge-
ordnet:

p1=2<py<...<p.

(b) S; besteht genau aus den n € N, deren Primteiler samtlich > p; sind.
(¢)  Sein € Nund seii grofs genug, so dak p;+1 > y/n. Dann ist n Primzahl genau dann, wenn
n € {p1,...,pi} oder n € S;.

Beweis. Wir zeigen dies per Induktion nach ¢. Fiir ¢ = 1 gilt py = 2 und P; = {p1} und S; sind
genau die ungeraden Zahlen.

Gelten die Behauptungen bis 4, so enthélt S; genau die Zahlen mit Primteilern > p; und
P1,--.,p; sind die ersten ¢ Primzahlen der Gréfte nach. Damit ist die kleinste Zahl in S; die
néchste Primzahl p; 1. Diese ist sicher in S; und da alle n € S; nur durch Primteiler > p; teilbar
sind, ist jedenfalls p;11 < n fiir alle diese Zahlen. Dies zeigt (a) fiir i+ 1. (b) fiir i+ 1 folgt sofort,
da nun aus 5; alle Vielfache der néachsten Primzahl p;,, entfernt werden.

Beweisen wir nun (c). Wenn n Primzahl ist, dann ist n € {p1,...,p;}, wenn n < p; nach (a),
und n € S;, wenn n > p; nach (b).

14Eratosthenes7 3. Jahrhundert v. Chr., griechischer Gelehrter.
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Andersherum, wenn n € {p1,...,p;}, dann ist n Primzahl nach (a), und wenn n € S;, dann
hat n nur Primfaktoren > p;, also > p;11 > y/n. Nach Proposition 4.2 geht das nur, wenn n
Primzahl ist. O

4.2. Eindeutige Primfaktorzerlegung. Wir beginnen mit einer Dichotomie.

Lemma 4.4. Sei p eine Primzahl und n € Z. Dann gilt genau eine der beiden folgenden
Aussagen:

(i)  p teilt n,

(i)  p und n sind teilerfremd.

Beweis. Der ggT(p,n) ist als positiver Teiler von p entweder 1, dann sind p und n teilerfremd,
oder p, dann wird n von p geteilt. O

Satz 4.5. Eine ganze Zahl p > 1 ist eine Primzahl genau dann, wenn fir alle a,b € Z gilt

plab=p|a oderp|b.

Beweis. Sei zuerst p eine Primzahl und p | ab fiir ganze Zahlen a,b. Wir wenden Lemma 4.4 auf
p und a an. Wenn p | a gilt, sind wir fertig. Andernfalls ist (p,a) = 1, und aus Proposition 2.21
und p | ab folgt schon p | b. Dies zeigt die eine Richtung.

Fiir die umgekehrte Richtung nehmen wir an p = ab mit a,b € Z. Dann gilt p | ab, also nach
Voraussetzung oBdA p | a, d.h. es gibt u € Z mit a = pu. Dann ist

p = ab = pub,

also ub = 1. Als Teiler von 1 gilt fiir b dann 0 < [b| < 1, d.h. b = £1 und folglich a = £+p. Somit
ist p eine Primzahl. 0O

Bemerkung 4.6. Der Begriff der Teilbarkeit ist auch in einem beliebigen Integritétsring R sinn-
voll. Ein Element m € R, das selbst keine Einheit und bis auf Einheiten nur durch 1 und sich
selbst teilbar ist, nennt man irreduzibel. Per Definition sind also die Primzahlen die positiven
irreduziblen Elemente von Z.

Ein Element 7 € R wird Primelement genannt, wenn es keine Einheit ist und die Eigenschaft
aus Satz 4.5 besitzt: fir alle a,b € R mit 7 | ab folgt 7 | @ oder 7 | b. Wir haben damit gerade
bewiesen, daf Primzahlen genau die Primelemente aus Z sind. Hier geht bereits das Lemma von
Bézout ein und nicht nur unmittelbar die Definition einer Primzahl.

Proposition 4.7. Seien p,q Primzahlen. Dann sind dquivalent
(a) p=q,

(b) pla,

(c) (pg)#1

Zwei Primzahlen sind also entweder gleich oder teilerfremd.

Beweis. Trivial ist (a) = (b) = (c). Nehmen wir daher (c¢) an und zeigen (a). Wenn (p, q) =
d # 1, dann ist d ein Teiler > 1 der Primzahlen p und ¢. Dies kann nur p = d = ¢ selbst sein,
und das zeigt (a). O

Wir zerlegen nun jede ganze Zahl # 0 auf eindeutige Weise in ein Vorzeichen und ein Produkt
von Primfaktoren. Das mit dem Vorzeichen ist trivial, daher beschrianken wir uns auf natiirliche
Zahlen.

Theorem 4.8 (Fundamentalsatz der Arithmetik). Sei n € N eine natirliche Zahl.
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(1)  Die Zahl n hat eine Primfaktorzerlegung: es gibt r > 0 und Primzahlen py,...,py
mat
N=DpP1 ... Dp.
(2) Die Primfaktorzerlegung ist eindeutig bis auf Permutation der Faktoren : sei eine
weitere Zerlequng mit s > 0 und Primzahlen qi,...,qs gegeben mit
n=4qi-... ¢Qs,
dann ist r = s und es gibt eine Permutation o mit g; = pg(;) fir allei=1,... 7.

Beweis. Wir beweisen zunéchst die Existenz einer Primfaktorzerlegung. Sei dazu
A = {n € N; n hat keine Primfaktorzerlegung}

die Menge der Gegenbeispiele. Wenn A # (), dann gibt es nach Satz 1.1 ein minimales Element
a € A, also ein minimales Gegenbeispiel.

Dieses a kann keine Primzahl sein, denn Primzahlen sind ihre eigene Primfaktorzerlegung.
Also gibt es z,y € Z mit a = xy und x,y > 1. Also folgt * = a/y < a und genauso y < a.
Aufgrund der Minimalitat folgt =,y ¢ A. Daher haben z und y eine Primfaktorzerlegung. Man
bekommt dann eine fiir ¢ = xy, indem man die fiir  mit der fiir y multipliziert.

Es bleibt die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung nachzuweisen. Dazu machen wir Induk-
tion nach der Lénge der minimalen Primfaktorzerlegung:
f(n) := min{r ; es gibt Primfaktorzerlegung n =p; -...-p,}.

Fiir £(n) = 0 bleibt nur n = 1. Da n = 1 keinen Primteiler hat (die Teiler sind < 1 und
Primzahlen > 2), hat 1 auch nur das leere Produkt als Primfaktorzerlegung.
Sei nun ¢(n) > 1 und fir alle natiirlichen Zahlen kleinerer Lange die Eindeutigkeit der Prim-

faktorzerlegung bereits gezeigt. Sei n = py - ... - p, eine Primfaktorzerlegung minimaler Lénge
und sei

n=4q-... gs
eine weitere Primfaktorzerlegung. Weil £(n) =7 > 1, gibt es ein p1 | n. Aus p1 | n=q1 ... qs

folgt durch iteriertes Anwenden von Satz 4.5, dak p; einen Faktor der alternativen Primfaktor-
zerlegung teilt. Es gibt somit ein j mit p; | ¢; und wegen Proposition 4.7 dann sogar p; = g;.
Teilen wir n durch p;, so erhalten wir zwei Primfaktorzerlegungen

S
Do pr = — = I «
Pro iy
Da offensichtlich die Lange mindestens (da definiert als die minimal mogliche Lange einer Fak-
torisierung) um 1 runtergeht
U(n/p1) < l(n) — 1,
haben wir nun per Induktionsvoraussetzung Eindeutigkeit der Faktorisierung bis auf Permuta-
tion der Faktoren fiir n/p;. Es folgt » — 1 = s — 1 sowie eine Permutation o mit ¢; = py(; fiir
alle 7 # j. Wir setzen noch o(j) = 1 und haben damit die Eindeutigkeit fiir die Faktorisierung
von n gezeigt. U

Bemerkung 4.9. Eine ganze Zahl n # 0 hat ein Vorzeichen
n

n|

sign(n) =

Fiir ganze Zahlen n, m ungleich 0 gilt

sign(nm) = sign(n)sign(m).
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Definition 4.10. Fiir eine ganze Zahl n € Z, n # 0, und eine Primzahl p definieren wir

vp(n) = Anzahl der Faktoren p in der Primfaktorzerlegung von |n|.

Proposition 4.11. Die Abbildung
vp 1 Z\ {0} = Ny
ist multiplikativ im logarithmischen Sinn: fir ganze Zahlen n, m verschieden von 0 gilt

vp(nm) = vp(n) + vp(m).

Beweis. Das folgt sofort aus der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung, weil daher die Primfak-
torzerlegung von nm das Produkt der Primfaktorzerlegungen von n und m ist. U

Proposition 4.12. Die Funktionen v, haben die folgenden Eigenschaften. Sein € Z, n # 0.
(1) wvp(n) >0 <= p|n.
(2) p™|n <= m < (n).
(8)  Die Primfaktorzerlegung von n schreibt sich kurz als
n = sign(n) - Hp”p(") = sign(n) - Hpvp(”)
p|n p
(4) Seim € Z, m # 0 und auch n+m # 0. Dann
wp(n+m) 2 min{uy (), up(m) .

Wenn vp(n) # vp(m), dann gilt Gleichheit.

Beweis. (1) und (3) folgen sofort aus der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung.

(2) Wenn p™ | n, dann ist n = p™x fiir ein « € Z und vy(n) = v, (p™)+vp(z) = m+vp(z) > m.
Umgekehrt, wenn v,(n) > m, dann kommt der Faktor p" in der Primfaktorzerlegung von n vor.

Fiir (4) folgt mit e = min{vy(n),vp(m)}, dak p® | n und p® | m. Daher gilt auch p® | n + m.
Wegen (2) haben wir dann v,(n +m) > e.

Nehmen wir nun an, dak oBdA e = v,(n) < vy(m). Wir fiihren vy(n + m) > e zu einem
Widerspruch, indem

P (n4+m) —m =n,

was (2) widerspricht. O

Korollar 4.13. Sei p eine Primzahl und n € Z, n # 0. Dann gilt

vp(n) = max{e € Ny ; p° | n}.

Beweis. Das ist eine Umformulierung von Proposition 4.12 (2). (]

Definition 4.14. Die Abbildung v, : Q% = Q \ 0 — Z definiert durch

0(3) = vp(@) — vy(b)

ist wohldefiniert und multiplikativ: fir alle z,y € Q* gilt

vp(zy) = vp(z) + vp(y).

Beweis. Wenn a/b = ¢/d, dann gilt ad = be und aus Proposition 4.11 folgt
vp(a) + vp(d) = vp(ad) = vp(be) = vp(b) + vp(c).
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Umstellen liefert v,(a) — vp(b) = vp(c) — vp(d) und damit die Wohldefiniertheit von v, auf
rationalen Zahlen # 0. Sei nun x = a/b und y = ¢/d. Dann ist

vp(zy) = vp(%) = vp(ac) — vp(bd) = (vp(a) — vp(b)) + (vp(c) — vp(d)) = vp(z) + vp(y). O

Bemerkung 4.15. Fiir eine rationale Zahl z gibt v,(x) den Exponenten von p im gekiirzten Bruch,
der z darstellt, an. Wenn v,(z) > 0, dann tritt p*»(*) im gekiirzten Zéhler auf, wenn v, (x) < 0
ist, dann tritt p~?»(*) im gekiirzten Nenner auf, und wenn vp(xz) = 0, dann tritt p weder im
gekiirzten Zahler noch Nenner auf.

Satz 4.16. Sein € N und a € Z, a # 0. Wenn es eine Primzahl p gibt, so daf

n )f 'Up(a)a
dann ist {/a keine rationale Zahl.

Beweis. Angenommen « = {/a wére rational. Dann ist o # 0 und

vp(a) = vp(a™) = nuy(a)

ist durch n teilbar, ein Widerspruch. ([

Korollar 4.17. Die Zahl \/2 ist irrational.

Beweis. Das folgt aus Satz 4.16 mit n = a = p = 2, weil v2(2) = 1 keine gerade Zahl ist. (]

Satz 4.18. FEs gilt die folgende Beschreibung der ganzen Zahlen innerhalb der rationalen
Zahlen:

Z={x€Q; x=0 oder z # 0 und fir alle Primzahlen p gilt vy,(z) > 0}.

Beweis. Nach Bemerkung 4.15 sind die x € Q* mit vy(z) > 0 fiir alle Primzahlen p genau
diejenigen rationalen Zahlen, bei denen im gekiirzeten Bruch in der Primfaktorzerlegung des
Nenners keine Primzahl auftritt. Der Nenner mufs daher = 1 sein und z demnach eine ganze
Zahl. O

Korollar 4.19. Sein € N und a € Z keine n-te Potenz in Z, d.h., die Gleichung a = X"
hat keine Losung x € Z. Dann ist /a keine rationale Zahl, d.h., die Gleichung a = X™ hat
auch keine Lisung x € Q.

Beweis. Angenommen a = z" mit x € Q. Wir miissen zeigen, dall = eine ganze Zahl ist. Sei p
eine beliebige Primzahl. Wegen
0 < vp(a) = nuy(a)
gilt vp(z) > 0, und nach Satz 4.18 folgt x € Z. O
4.3. Elementare Sétze iiber Primzahlen. Fiir beliebiges n € N und Variablen X, Y gilt:
(X -YV) (X" 4 X" 2y 4 4 XYyt =X oy (4.1)
Es gilt daher fiir alle a,b € Z und alle n € N
a—>b|a"—0b"

Polynome P(X) = ag + a1 X + ...+ agX? mit ganzen Koeffizienten a; € Z nehmen fiir 2 € 7Z

ganzzahlige Werte P(x) € Z an. Diese Werte studieren wir nun.
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Proposition 4.20. Sei P(X) = ag+a1X +...4+aqX? mit a; € Z ein Polynom mit ganzen
Koeffizienten. Dann gilt fir alle a,b € Z

a—>b|P(a)— P(b).

Beweis. Wir haben gerade gesehen, daf a—b ein Teiler von a’ — b’ ist fiir alle 4 > 0. Multiplizieren
mit a; und Aufsummieren ergibt die Behauptung.
Variante: wir rechnen modulo m = a —b. Weil a = b (mod m), folgt dann

P(a) = Zaiai = Z a;b' = P(b) (mod m)

und das ist die Behauptung. O

Satz 4.21. Ein nichtkonstantes Polynom P(X) € Z[X] mit ganzen Koeffizienten nimmt
fir n € N nicht nur Primzahlen als Werte P(n) an.

Beweis. Sei P(X) vom Grad d > 0. Als Polynom vom Grad d nimmt P auf R jeden Wert
hochstens d-mal an. Damit ist fiir alle bis auf endlich viele a € Z der Wert P(a) weder 0 noch
+1. Wir konnen daher ein a € N und dann eine Primzahl p wéhlen, so daf p | P(a). Dann gilt
fiir alle b = a (mod p)

P()=P(a) =0 (mod p)
nach Proposition 4.20. Da von den Werten P(a + nZ) mit n € Z nur endlich viele £p sein
konnen, sind alle bis auf endlich viele davon keine Primzahlen. O

Beispiel 4.22. Das Polynom P(X) = X2 — X + 41 nimmt fiir # = 1,...,40 nur Primzahlen als
Werte an. Aufgrund der Symmetrie X +— 1 — X gilt das sogar fiir z = —39,...,40, aber die
dadurch gewonnen Primzahlwerte sind nicht neu.

Proposition 4.23. Seien a € N und n € N, n > 2. Wenn p = a™ — 1 eine Primzahl ist,
dann muf a = 2 und n eine Primzahl sein.

Beweis. Fiir a = 1 ist p = 0 keine Primzahl. Sei daher a > 1. Nach Proposition 4.20 ist a — 1
ein Teiler von a — 1" = p, und wegen n > 2 auch ein Teiler < p. Damit muf ¢ — 1 = 1 somit
a = 2 sein.
Wenn n keine Primzahl ist, dann gibt es n = rs mit r,s > 1 und genau wie eben ist 2" — 1 |
(2")% — 1% = p ein echter Teiler:
1=2'—1<2"-1<2"—1=p.

Das geht nicht. O

Definition 4.24. Eine Mersenne-Primzahl® ist eine Primzahl der Form 2" —1 mit n € N.

%Marin Mersenne (1588-1648), franzosischer Theologe, Mathematiker und Musiktheoretiker.

Bemerkung 4.25. Nach Proposition 4.23 sind Kandidaten fiir Mersenne-Primzahlen von der Form
M, =2 -1
mit einer Primzahl p. Die ersten Mersenne-Primzahlen sind

p |2]3]5 7] 18] 17 | 19 | 31 ...
M, || 3]7]31]1278.191 | 131.071 | 524.287 | 2.147.483.647 | ...

aber
My = 2047 = 23 - &9.


https://de.wikipedia.org/wiki/Marin_Mersenne
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Es ist nicht bekannt, ob unter den Zahlen der Form 2P — 1 mit p Primzahl unendlich viele
Primzahlen vorkommen. Es ist aber auch nicht bekannt, ob von diesen unendlich viele zusam-
mengesetzte Zahlen (keine Primzahlen) sind. Man kennt wohl aktuell 51 Mersenne-Primzahlen
(Stand Februar 2020), und die aktuell grofite bekannte Primzahl ist eine Mersenne-Primzahl,
namlich

Mas 580,033 = 252959933 _ 1 x 1, 4889444409557 - 1024862047

mit fast 25 Millionen Stellen.
Fiir beliebiges ungerades n € N und Variablen X, Y gilt:
(X+V)(X X" 2y £ 4 X (Y)Y Yy = X Y (4.2)
Es gilt daher fiir alle a,b € Z und alle ungeraden n € N
a+b|a" 40"

Definition 4.26. Eine Fermat-Primzahl ist eine Primzahl der Form 2" 4+ 1 mit n € N.
Bemerkung 4.27. Es folgt aus (4.2), dal zu einem echten ungeraden Teiler a | n mit b = n/a der
echte Faktor 2° + 1 | 2" + 1 gehort. Kandidaten fiir Fermat-Primzahlen haben also die Form

F,=2"+1
mit n € Ny. Die einzigen bekannten Fermat-Primzahlen sind

nl01 2 3 4
F,||3 5 17 257 65537.

Euler fand den Faktor
641 | F5 = 2%% + 1.

Es ist nicht bekannt, ob unter den Zahlen der Form 22" + 1 unendlich viele Primzahlen vorkom-
men. Es ist aber auch nicht bekannt, ob von diesen unendlich viele zusammengesetzte Zahlen
(keine Primzahlen) sind.

Fermat-Primzahlen spielen eine Rolle in der Antwort auf die antike Frage, fiir welches n € N,
n > 3 das regelméflige n-Eck allein mit Zirkel und Lineal konstruierbar ist. Die Antwort lautet,
eine solche Konstruktion mit Zirkel und Lineal gibt es genau fiir die n von der Form

n=2%p ... pp,

wobei p1,...,p, paarweise verschiedene Fermat-Primzahlen sind. Der Beweis dieser Aussage
benotigt Galois-Theorie und gehort in die Vorlesung Algebra.

Satz 4.28 (Satz von Wilson®). Sei p eine Primzahl. Dann gilt
(p—1!'=-1 (mod p).
%John Wilson (1741-1793), britischer Mathematiker und Jurist

Beweis. Fiir p = 2 ist der Satz sofort klar. Wir nehmen daher nun an, daf p > 2 und damit
insbesondere ungerade ist. Damit kann man spater im Beweis 2%3 als natiirliche Zahl bilden und
1 ist verschieden von p — 1.

Jedes 1 < a < p — 1 ist teilerfremd zu p. Es gibt daher nach Satz 3.7 genau eine Losung
x =: 1(a) fiir die Kongruenzgleichung aX =1 (mod p) mit der Nebenbedingung 0 < t(a) < p—1
(Division mit Rest!). Der Fall «(a) = 0 scheidet aus. Wir haben somit eine Abbildung

v:{l,...,p—1}—={1,...,p—1}

definiert. Diese Abbildung ist eine Involution, denn aus a - t(a) = 1 folgt auch ¢(a) - a = 1, und
aus der Eindeutigkeit folgt ¢(¢(a)) = a.


https://de.wikipedia.org/wiki/John_Wilson_(Mathematiker)
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Wir bestimmen nun die Fixpunkte der Involution ¢. Es gilt ¢(a) = a genau dann, wenn
pla?—1=(a—1)a+1)

also fiir die zwei Félle a = 1 und a = p — 1. Damit gibt es ay,...,ap—3 mit
2

{1,...,p—1}:{1,p—1,a1,...,apT4,,L(a1),...,L(ag)}.

Wir multiplizieren nun auf und bilden Paare (a,¢(a)), wann immer das geht:

-3

S

2

p—1 p%;
p-D'=]]i=1-@-1-JJawa)=1-(p—1) [[1=-1 (mod p). 0
=1 =1

1=

—

Bemerkung 4.29. (1) Die Involution ¢ auf der Menge {1,...,p—1} im Beweis von Satz 4.28
kann man mittels Kongruenzen von Briichen mit zum Modulus teilerfremden Nenner wie
in Bemerkung 3.9 kompakt und geschlossen als

ta) = 2 (mod p)

eindeutig beschreiben. Auch im Briichekalkiil ist ¢(¢(a)) = a offensichtlich.

(2) Der Satz von Wilson liefert ein Primzahlkriterium. Es gilt auch die Umkehrung von
Satz 4.28: wenn fiir eine natiirliche Zahl n > 2 gilt (n — 1)! = —1 (mod n), dann ist n
Primzahl. Sei ndmlich n = ab eine echte Faktorisierung, dann ist a < n — 1 und daher a
einTeiler von (n — 1)!. Es folgt

—1=Mn-'=0 (mod a),
und das bedeutet a = 1, Widerspruch.

Satz 4.30 (Kleiner Satz von Fermat). Sei p eine Primzahl. Dann ist fir alle a € Z mit
pta

a?'=1 (mod p).

Beweis. Fir alle x € {1,...,p— 1} gibt es nach Division mit Rest ein eindeutiges 0 <r <p—1
mit ax = r (mod p). Da p{ az folgt » > 0. Multiplikation mit a und anschliefiende Division mit
Rest durch p definiert also eine Abbildung

[a] :{1,...,p—1} = {1,....,p— 1},

die durch [a|(x) = az (mod p) eindeutig bestimmt ist. Die Abbildung [a] ist injektiv, denn
aus ax = ay (mod p) folgt wegen (a,p) = 1 bereits z = y (mod p). Als Selbstabbildung einer
endlichen Menge mufs [a] als injektive Abbildung automatisch surjektiv sein (alternativ folgt
surjektiv daraus, daf die Kongruenzgleichung aX = r (mod p) stets eine Losung hat).
Nun gilt
p—1

p—1 p—1 p—1
ab~t. 1:[1.’15 = lillax = H[a](:x) = ]:[11‘ (mod p).

r=1

Weil p 1 HZ;% x und weil p eine Primzahl ist'® darf man kiirzen und erhélt

a?1=1 (mod p). O

15Nach Satz 4.28 weiff man sogar, daf diese Produkt = —1 (mod p) ist, und kénnte damit zum Ziel kommen.
Aber der genaue Wert ist hier nicht wesentlich, und daher soll der Satz von Wilson im Sinne der Unterscheidung
zwischen wesentlichen und unwesentlichen Argumenten hier nicht verwendet werden.
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Bemerkung 4.31. Mittels Kongruenzen von Briichen mit zum Modulus teilerfremden Nenner wie
in Bemerkung 3.9 kann man die zu [a] inverse Abbildung einfach als [1/a] angeben. Man sieht
némlich leicht ein, daf fiir zu p teilerfremde a und b gilt

[ab] = [a] o [b],
weiter hingt [a] nur von a modulo p ab, und aukerdem ist [1] die Identitét.

Wenn man in Satz 4.30 den Fall p | a nicht ausschliefsen will, mufl man die Aussage wie folgt
formulieren.

Korollar 4.32. Sei p eine Primzahl. Dann ist fir alle a € Z

a’ =a (mod p).

Beweis. Wegen a? — a = a(aP~! — 1) folgt dies fiir (a,p) = 1 aus Satz 4.30, und fiir a = 0
(mod p) ist nichts weiter zu zeigen. O

Satz 4.33 (Satz von Thue®). Sei p eine Primzahl und a,b € N mit ab > p. Dann gibt es
fiir jedes n € Z ganze Zahlen x,y € Z mit

0 <z <max{2,a}
1 <y <max{2,b} und (p,y) =1,
so daf fiir die richtige Wahl des Vorzeichens n = :I:% (mod p).

%Axel Thue (1863-1922), norwegischer Mathematiker.

Beweis. Wenn n =0 (mod p), dann reicht 2 = 0 und y = 1. Sei daher nun n # 0 (mod p) und
1<m<p-—1mitnm=1 (mod p).

Wenn a > p, dann reicht y = 1, denn jedes n € Z ist wegen Division mit Rest zu einer der
Zahlen 0,1,...,p— 1 kongruent modulo p. Wenn b > p, dann reicht x = 1 und y = m. Sei daher
von nun an a < p und b < p.

Die Menge S der Paare (o, ) mit 0 < a < a und 0 < 8 < b besteht aus ab > p Paaren. Nach
dem Schubfachprinzip sind daher unter den Werten fn — o mit («, 8) € S mindestens zwei
kongruent modulo p. Sei also (a1, 1) # (a2, f2) aus S mit

fin —ai = fon —az  (mod p).

Wenn 1 = f2 (mod p), dann folgt oy = ae (mod p). Weil beide Paare aus S sind, folgt sogar
schon Gleichheit, ein Widerspruch. Wir setzen

x = |ag — ol
y =181 — fal,

so dak 0 < z < max{a,as} < a und 1 < y < max{f, f2} < b gilt und auferdem (p,y) = 1.
Die Rechnung

a1 — 9 X

T BB iy (mod p)
beweist dann den Satz. O
Bemerkung 4.34. Seien a,b > 2. Fiir (z,y) € [0,a) % [1,b) mit (p,y) = 1 und ab > p nimmt der
Bruch +Z demnach alle Restklassen modulo p als Wert an. Wenn man bedenkt, daf man dafiir
nur ungefahr 2ab-viele Ausdriicke zur Verfiigung hat, was in der Grofenordnung von 2p liegen
kann, dann ist der Satz von Thue schon eine recht knappe (und damit starke) Aussage.

4.4. Quadrate und Primzahlen.


https://de.wikipedia.org/wiki/Axel_Thue
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Satz 4.35. Sei p eine Primzahl p = —1 (mod 4). Dann hat X?> = —1 (mod p) keine
Losung.
Beweis. Angenommen a € Z mit > = —1 (mod p). Dann gilt a* = 1 (mod p). Wir schreiben
nun nach Voraussetzung p — 1 = 4n + 2 mit n € N und finden nach Satz 4.30
l=a? ' =a"2 = (") - a*=d®>=—-1 (mod p).
Dies bedeutet p | 2, ein Widerspruch. O

Als Korollar zu Satz 4.35 erhalten wir einen nicht-zwei-Quadrate-Satz

Korollar 4.36. Sei p eine Primzahl p = —1 (mod 4). Dann gibt es keine a,b € Z mit
2 12
p=a"+b".

Beweis. Wenn p = a? + b2, dann ist p{ a,b und dann gibt es
Gp=t2t

b’ b2
im Widerspruch zu Satz 4.35. U

=—-1 (mod p)

Satz 4.37. Sei p eine Primzahl p = 1 (mod 4). Dann hat X? = —1 (mod p) genau zwei
Léosungen (gemeint ist bis auf Kongruenz modulo p).

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es ein n € N mit p = 4n+1. Wir setzen = (2n)! und rechnen
2n 2n

2 = (=1)7"(2n)! - (2n)! = 2n)!- [] (=) = @)t - T (0 — 9)
i=1 i=1
p—1
= (2n)!- H i=(p-1)!=-1 (modp)
i=2n+1
nach dem Satz von Wilson 4.28.
Wenn x und y zwei Losungen sind, dann gilt 22 = —1 = y? (mod p), also

pla?—y* = (z—y)(x+y)
Da p Primzahl ist, teilt p einen der beiden Faktoren und z = £y (mod p). Da ptx ist © # —x
(mod p) und es gibt genau 2 Losungen. O

Bemerkung 4.38. Im Vorgriff auf das Rechnen mit Restklassen in den Kapiteln §9 und §10
fiihren einen weiteren Beweis fiir die Sitze 4.35 und 4.37. Sei p eine ungerade Primzahl. Auf F;
definieren

o(x) =—x und m(z) =2 !
zwei Involutionen o und 7. Wegen (—)~! = —(z~!) kommutieren diese Involutionen und defi-
nieren so eine Operation der Kleinschen Vierergruppe Vi = Z/2Z x Z/27 auf F;. Die Fixpunkte

der Elemente der Ordnung 2, das sind die Bahnen mit nichttrivialem Stabilisator, sind wie folgt:
Fix(o;Fy) ={z € F, ; o(x) =2} =0,
Fix(r;Fy) ={z € F, ; 7(z) =2} = {1, -1},
Fix(or;F)) ={z € F} ; or(z) =2} = {x € F} ; a® = -1},
also
2 die Gleichung X? = —1 (mod p) hat Lésungen,

4.3
0 die Gleichung X? = —1 (mod p) hat keine Losung. (43)

#Fix(or; F)) = {
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Die Orbits mit trivialem Stabilisator haben die Lénge |V4| = 4. Die Bilanzgleichung der Bah-
nenformel besagt daher moduo 4, daf
p—1=#Fix(0;F)) + #Fix(1;F;) + # Fix(o7; F) ) = 2+ # Fix(o7;F)) (mod 4),
und damit # Fix(o7;F,) =p+1 (mod 4). Durch den Vergleich mit (4.3) folgt die Behauptung:
. 2 p=1 (mod4)
€FY; 2>=-1} =#F FX) = ’
#la el ;e b= #Fix(om:Fy) {O p=-1 (mod4).

Wir brauchen eine Notation fiir unteres und oberes Runden, die untere und obere Gauf3-
Klammer. Fiir x € R setzen wir

|z] :==max{n € Z; n <z},
[] :==min{n € Z ; n > z}.

Theorem 4.39 (Fermat, Zwei-Quadrate-Satz). Jede Primzahl p = 1 (mod 4) ist Summe
zweier Quadratzahlen.

Beweis. Wir wihlen nach Satz 4.37 ein n € Z mit n? = —1 (mod p). Sei weiter a = b = [/p].
Weil p > 5 ist, haben wir a = b > 2. Weiter, weil /p ¢ Z gilt ab = [\/fﬂQ > p und wir konnen
den Satz von Thue, Satz 4.33, anwenden. Wir erhalten 0 < z < [/p] und 1 <y < [,/p], also
0<z<,pundl<y<.p
mit n = +7 (mod p). Dann gilt
72
22+t =y (1 + ?) =y*(1+n*) =0 (mod p)

und somit p | 22 + y?. Andererseits gilt
0<0®+12<2?+9> < p°+ b =2p.
Das einzige Vielfache von p echt zwischen 0 und 2p ist p selbst. Daher gilt p = 2 + 3. O

Bemerkung 4.40. Theorem 4.39 erlaubt einen zweiten Blick auf Satz 4.37, denn nach Theo-
rem 4.39 ist ein p wie im Satz darstellbar als p = a? + b?, eine Summe zweier Quadrate. Wenn
p | a, dann folgt p | p — a® = b2, also p | b. Dann gilt aber p? | a® + b? = p, ein Widerspruch.
Eine Losung erhalten wir nun durch die Rechnung

ayo_p—b" _

(g) = 2 =-1 (mOdp)'

Das ist kein neuer Beweis von Satz 4.37, weil wir die Aussage im Beweis von Theorem 4.39
benutzt haben.

Alternativer Beweis von Theorem /.39. Wir erkldren den Beweis nach Heath-Brown (1984) in
der Version von Zagier [Za90|, der aus einem einzigen englischen Satz besteht (wir brauchen
mehr). Dazu betrachten wir die Menge

S ={(z,y,2) € N ; 2% +4yz = p}.

Gesucht wird eine Losung der Gleichung z? + 4yz = p, die ein Fixpunkt unter der Involution
von S

B:(z,y,2) =~ (,2,9)
ist. Dann ist ndmlich y = z und somit

p= 22+ dyz = %+ (2y)2.
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(Nebenbei: weil p ungerade ist, mufs eines der gesuchten Quadrate gerade sein, und so ist die
Gleichung p = 22 + (2y)? keine Einschrinkung gegeniiber des Ziels des Theorems.)

Schritt 1: Die Menge S ist endlich. Weil x,y,z > 1 sein sollen, gilt < \/p und y,z < p/4.
Damit ist .S endlich.

Schritt 2: Partitionierung. Es gilt y — z < 2y fiir alle (z,y,z) € S. Daher zerlegt sich die
Menge S disjunkt in die folgenden drei Mengen

A={(z,y,2) €8 x<y—=z}
B={(zy,2)€5; y—2 <z <2y}
C={(z,y,2) € 5; 2y <z},

je nachdem wo z im durch y — z und 2y unterteilten Zahlenstrahl positioniert ist. Dabei ist
noch zu priifen, warum fiir (z,y,z) € S keine Gleichheit in den verwendeten Abschétzungen
gelten kann. Aus x = 2y folgt 4 | 22 + 4yz = p, Widerspruch. Und aus z = y — z folgt
p =2+ 4yz = (y + 2)?, was fiir eine Primzahl auch nicht geht.

Schritt 3: Fine neue Involution. Wir definieren eine neue Involution « : § — S, und zwar
abschnittsweise linear durch

(x+2z,2z,y —x—z) falls (z,y,2) € A,
a(z,y,2)=1¢ Qy-z,y,x—y+z) falls(z,y,2) € B,
(x =2y, z —y+2z,y) falls (x,y,2) € C.

Hier ist einiges zu zeigen. Zunéchst gilt wieder a(x,y, z) € S, denn
e Wenn (z,y,2) € A, dann ist
(x+22)2 +4z2(y — 2 — 2) =2 +dzz 4+ 422 + doy — dzx — 42° = 22 + dyz = p,
und 2+22>0,z2>0undy—z— 2= (y— z) —x > 0. Weiter gilt = + 2z > 2z, also ist
alA) CC.
e Wenn (z,y,2) € B, dann ist
2y — x)® +dy(x —y + 2) = 2% — 4oy + 4y° + dyx — 4y* + dyz = 2% + dyz = p,
und 2y —z >0,y >0und z —y+z=2x — (y — 2) > 0. Weiter gilt
y—(r—y+z2)=2y—x—2<2y—x<2y,
also ist
a(B) C B.
e Wenn (z,y,2) € C, dann ist
(z—29)2 +4(x —y + 2)y = 2% — 4oy + 4y° + dyx — 4y° + dyz = 2% + dyz = p,
undz -2y >0,z —y+z=x—(y—2)>0und y > 0. Weiter gilt
r—2y<z—2y+z=(x—y+2)—y
also ist
a(C) C A.
Die Abbildung « ist involutiv, weil
o fiir (z,y,2) € A
ala(z,y,2) =alz+ 22,2,y —x — 2)
=((x+22)—2z,(x+22)— 24+ (y —x — 2),2) = (2,9, 2),
o fiir (,y,2) € B
afa(z,y,2)) = a2y —z,y,2 -y + 2)
=Qu—(2y—2)y, 2y —2)—y+ (@ -y+2)=(2,9,2),
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o fiir (x,y,2) € C
O[(Oé(ﬂ?,y, Z)) = Oé(:l? - 2ya r—=y + Z’y)
=((z —2y) +2y,y,(x —y+2) — (- 2y) —y) = (z,y,2).

Schritt 4: Fizpunkte von «. Ein Fixpunkt der Involution o muf ein (x,y,z) € B sein mit
demnach

(Ql',y,Z) = Od(.%',y,Z) = (2y—x,y,x _y+z)
Das ist dquivalent zu = 2y — x, also x = y. Da (z,y,2) € S folgt
p=a*+ 4oz = x(x +42).
Jetzt erst kommt so richtig zum Tragen, daft p eine Primzahl ist. Da x 4+ 4z > x > 0 der grofsere

Faktor ist, gilt
x=1 und z+4z=np.

Der einzige Fixpunkt von « ist somit
p—1
1,1,——) € B,
(1,1,

womit auch p =1 (mod 4) eingeht (das muk so sein, weil der Satz fir p = 3 (mod 4) falsch ist).

Schritt 5: Ein Paritatsargument. Sei ¢ eine Involution einer endlichen Menge X und F = {x €

X ; «(z) = x} die Menge der Fixpunkte. Dann ist
#F =#X (mod 2),
denn alle Punkte in X \ F treten ja paarweise als {x,(z)} auf.

Die Menge S ist endlich und hat beziiglich der Involution « genau einen Fixpunkt. Die Fix-
punkte beziiglich der Involution § sind genau die gesuchten Losungen der Darstellung als Summe
zweier Quadrate. Es gilt somit

1 = #{Fixpunkte von a} = #S5 = #{Fixpunkte von 8} (mod 2).

Insbesondere hat 8 mindestens einen Fixpunkt. O

Satz 4.41 (Jacobi?). Eine natirliche Zahl n ist genau dann von der Form

n = a*+ b
mit a,b € Z, wenn alle Primteiler p | n der Form p =3 (mod 4) mit geradem Exponenten
in der Primfaktorzerlegung von n vorkommen (d.h. fir solche p ist v,(n) =0 (mod 2)).

%Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851), deutscher Mathematiker.

Beweis. Fir u,v,x,y € Z gilt
(u? +0?) - (2% 4+ 9?) = (uz —vy)? + (uy + vz)?.

Daher sind die Zahlen der Form a?+b? mit ganzen Zahlen a, b abgeschlossen unter Multiplikation.

Wenn v,(n) gerade ist fiir alle Primzahlen p = 3 (mod 4), dann kann man n in die folgenden
Arten von Faktoren zerlegen
(a) 2=1%2+12
(b)  eine Primzahl p =1 (mod 4),
(c)  ein Primzahlquadrat p? = p? + 02 fiir ein p = 3 (mod 4).
Nach dem Zwei-Quadrate-Satz, Theorem 4.39, kann jeder Faktor dieser Art als Summe zweier
Quadrate geschrieben werden. Das gilt dann auch fiir n.

Wir zeigen nun die Umkehrung und zwar per Induktion iiber n. Der Induktionsanfang sind
alle Fille n ohne Primteiler p der Form p = 3 (mod 4).

Sei also n = a® +b% und p | n mit p =3 (mod 4). Wenn p { a, dann auch p { b und mit = = ¢
wire 2 = —1 (mod p). Das ist ein Widerspruch zu Satz 4.35. Also gilt p | @ und dann auch


https://de.wikipedia.org/wiki/Carl_Gustav_Jacob_Jacobi
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p | b. Zusammen folgt p? | n, und es gibt a, B, 4 € Z mit n = p?u, a = pa und b = pB. Dann
folgt

p=a’+ g
und der Beweis schliefit per Induktion. O

Ohne Beweis erwéahnen wir hier den 4-Quadrate-Satz.

Theorem 4.42 (Lagrange®). Sein n € N beliebig. Dann gibt es a,b,c,d € Z mit
n=a’+b%+c+d%.

%Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), franzosischer Mathematiker und Astronom italienischer Abstammung.

Bemerkung 4.43. Die Aussage von Satz 4.41 findet eine algebraische Erklérung mittels der
Gaufsschen ganzen Zahlen

Zlil={a+bi; a,beZ} CC
und dem Zerlegungsverhalten der Primzahlen p € Z darin. Dies werden wir spéter in Kapitel §15
behandeln. Eine Ahnung bekommt man vom Zusammenhang durch die Formel

a? +b* = (a +ib)(a — ib).
Der 4-Quadrate-Satz benutzt analog dazu die ganzzahligen Quaternionen (nach Hurwitz), also
{a+bi+cj+dk; abec,deZ} CH.
Der Zusammenhang hier bedient sich der Formel

A+ 0+ +d? = (a+bi+cj+dk)(a—bi—cj—dk).

UBUNGSAUFGABEN ZU §4

Ubungsaufgabe 4.1 (Binomischer Lehrsatz modulo p). Sei p eine Primzahl.

(1) Sei k € N mit k < p. Zeigen Sie, daf gilt p | ().
(2) Folgern Sie, daf fiir alle x,y die folgende Kongruenz gilt:
(x+y)P =2 +y? (mod p).
(3) Nutzen Sie dies fiir einen Beweis des kleinen Satzes von Fermat: Fiir jede ganze Zahl a
ist
a’? =a (mod p).
(4) Zeigen Sie auf eine weitere Art, daf es unendlich viele Primzahlen gibt. Gehen Sie dazu
wie folgt vor.
(a) Seien a,b,n,m € Z und n,m > 1. Angenommen a | " — 1 und a | b™ — 1. Zeigen
Sie, dafs gilt
a | bt g

(b) Sei p eine Primzahl. Zeigen Sie, dafs fiir alle Primteiler ¢ von 2P — 1 gilt:
=1 (mod p).
(c) Nehmen Sie an, daf es eine grofte Primzahl p gibt und fithren Sie das zu einem
Widerspruch.

Ubungsaufgabe 4.2. Zeigen Sie:

(1) Fir p € Ngilt: p, p+2, p+6, p+ 8 und p+ 14 sind genau dann gleichzeitig Primzahlen,
wenn p = 5.

(2) Fiir p € N Primzahl gilt: p? + 2 ist genau dann eine Primzahl, wenn p = 3.

(3) Fiir n € N gilt: n* 4 4 ist genau dann eine Primzahl, wenn n = 1.
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Ubungsaufgabe 4.3 (Spezialfall des Dirichlet’schen Primzahlsatzes). Zeigen Sie direkt ohne den
Dirichlet’schen Primzahlsatz:

(1) Jede Primzahl grofer als 3 ist von der Form 6k + 1 oder 6k — 1 mit k£ € N.

(2) Es gibt unendlich viele Primzahlen der Form 6k — 1 mit k& € N.

Ubungsaufgabe 4.4 (Primzahlen und Kongruenzen). Seien p, ¢ verschiedene Primzahlen. Zeigen
Sie:

(1) (p—2)!'=1 mod p,

(2) Ist p =2k + 1 mit k € N, so gilt: 12-32..... (p—2)? = (=1 mod p,

(3) p?~ '+ ¢?~' =1 mod pq.

Ubungsaufgabe 4.5. Bestimmen Sie den Rest folgender ganzzahligen Divisionen:
(1) 20! durch 23,
(2) 2% durch 47,
(3) 3% durch 71.

Ubungsaufgabe 4.6 (Summe zweier Quadrate). Zeigen Sie:

(1) Ist eine natiirliche Zahl n als Summe zweier Quadrate rationaler Zahlen darstellbar
(Beispiel: 13 = (11)2 + (£)?), so likt sie sich auch als Summe zweier Quadrate ganzer
Zahlen darstellen.

(2) Sind I,m € N, so gilt:

l
Jz,yeQ: —=22+y*> < FuveZ:lm=u®+°%
m

(3) Sind I,m € N teilerfremd, so laft sich I[/m genau dann als Summe zweier Quadrate
rationaler Zahlen darstellen, wenn ! und m Summen zweier Quadrate ganzer Zahlen
sind.

Ubungsaufgabe 4.7.
(1) Sei n € N mit ggT(n,35) = 1. Zeigen Sie, dak n'?> =1 (mod 35).
(2) Sei p > 5 eine Primzahl und k eine positive ganze Zahl < p. Zeigen Sie, daf die Dezi-
malentwicklung von % sofortperiodisch ist und eine Periodenldnge hat, die ein Teiler von
p— 1 ist.
Hinweis: Finde ein a € Z mit

k a

D Tl -1
Ubungsaufgabe 4.8.
(1) Sei n > 2 eine natiirliche Zahl. Beweisen Sie die Existenz einer Primzahl p fur die gilt
n<p<nl
Folgern Sie, dafs es unendlich viele Primzahlen gibt.
(2) Sei n € N. Zeigen Sie, dafs es keine Primzahl a gibt mit
nl+2<a<n!+n.
Folgern Sie, daf es beliebig grofe Primlzahlliicken in den natiirlichen Zahlen gibt.

Ubungsaufgabe 4.9.
(1) Zeigen Sie, daf 437 | (18! 4 1).
(2) Sei a € Z definiert durch
N
2 3 25 25!
Bestimmen Sie a (mod 13).
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Ubungsaufgabe 4.10. Sei p eine ungerade Primzahl. Seien
A={ai,az,...,ap} und B ={b1,ba,...,bp}
zwei vollstdndige Restklassensysteme modulo p. Zeigen Sie, dafs die Menge
{a1b1, agbs, ..., apby}
kein vollstdndiges Restklassensystem modulo p ist.

Ubungsaufgabe 4.11 (Unendlich viele gespaltene Stellen). Sei f € Z[T) ein nicht-konstantes
Polynom. Zeigen Sie, daf es unendlich viele Primzahlen p gibt, sodafs f eine Nullstelle modulo
p besitzt, d.h. es gibt ein n € Z mit f(n) =0 (mod p).
(1) Begriinden Sie zunéchst, warum ohne Einschrankung f als irreduzibel angenommen wer-
den kann.
(2) Begriinden Sie weiter, warum ohne Einschriankung f mit teilerfremde Koeffizienten und
f(0)) # 0 angenommen werden kann.
(3) Angenommen, es gibt nur endlich viele Primzahlen py,...,p,, die Teiler von f(n) fir
eine n € N sind. Sei ap = f(0), und betrachten Sie die Werte f(agmpi - - py).
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5. DIE SATZE VON TSCHEBYSCHEFF ZUR PRIMZAHLVERTEILUNG

In diesem Abschnitt erarbeiten wir den Satz von Tschebyscheff, einen Vorldufer des Primzahl-
satzes, der bis auf Konstanten bereits die richtige Asymptotik z/log(z) fir die Primzahlzahl-
funktion

m(x) := #{p < x ; p Primzahl} = Z 1
p<x
angibt. Der wesentliche Trick besteht in zwei Beobachtungen:

(1)  Der Binomialkoeffizient
2n
n

wird von allen Primzahlen n < p < 2n geteilt und man kann ihn gut nach oben und unten
abschitzen.
(2) Anstelle von 7(z) betrachtet man die Primzahlen gewichtet mit ihrem Logarithmus

) = 3 log(p).

Die behauptete Asymptotik fiir m(z) folgt aus (und ist in der Tat dquivalent zu) der
linearen Asymptotik fiir ¥(x). Eine solche Asymptotik ist leichter zu behandeln.

Das Gewicht log(p) fiir eine Primzahl p findet eine tiefere Begriindung in Arakelov-
Theorie. Fiir Physiker: die Zeta-Funktion ist die Zustandsfunktion eines (fiktiven?) Mehr-
teilchensystems aus Primzahlen p, deren Energie proportional zu log(p) ist.

Zuerst kiimmern wir uns um die bendtigte Abschétzung fiir den Binomialkoeffizienten.

Proposition 5.1. Fir alle n € N gilt
4=l n>5
Lzl" < <2n> < >
vVan n 4" n>1.
Beweis. Aus der binomischen Formel folgt zunéchst

2n 2o
< =(1+1)"" =4"
() =3 (7) —un
Als néchstes wollen wir einen Faktor 4 sparen. Das gilt fiir n = 5 wegen

<150> = 252 < 256 = 4%,

Weiter benutzen wir Induktion
<2(n+ 1)) _ (2n+2)(2n+1) <2n> < dn + 2 gl < dn 44
n+1 (n+1)2 n) - n+l ~ n+l
Die untere Abschétzung folgt ebenfalls per Induktion und benutzt die Ungleichung vom arith-
metischen versus geometrischen Mittel:

(2(n+1)> _ 2n+2)@2n+1) <2n) - 4 nt(ntl) <2n>

n+1 (n+1)2 n n+1) 2 n

A <y,

S 4 n+(n+1) 1 e
~(n+1) 2 Vian
4 1 1
> v/nn+1)- 4" = gt
(n+1) ( ) Van 4(n+1)

Der Induktionsanfang bei n = 1 gilt wegen (?) =2=—4. O

S~
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Proposition 5.2. Sein € N und p eine Primzahl. Dann gilt

vp(n!) = WLz::leTnJa

wobei die Summe nur bis [logn/logp| summiert werden mu.

Beweis. Der Summand Lp%j gibt an, wieviele der Zahlen von 1 bis n durch p™ geteilt werden.
Durch die Summation wird die Zahl  mit 1 < 2 < n genau v = vp(z)-mal gezdhlt: durch p

teilbar, durch p? teilbar, ..., durch p? teilbar und dann nicht mehr. Daher ist
SR =3 up(@) = vp(nd). 0
m=1 p =1

Korollar 5.3. Sein € N und p eine Primzahl. Dann gilt
() =312 - 21
v = — | =2]—].
p n — pm pm

Es gilt speziell
1 n<p<2n,

2
vp(<n>): 0 2n<p<nundn>3,
<1 V2n <np.

Beweis. Die erste Aussage folgt sofort aus Proposition 5.2

vp(<2n>) = vp((Qn)!) = v,((2n)!) — 2v,(n!) = Z L%J B QL%J

n nln! P P

m=1

Wir bemerken nun, dafs die Summanden fiir x = n/p™ von der Form

f(@) = [22] - 2[c]

sind, das nur die Werte 0 und 1 annimmt. Wegen |z + 1| = |z| + 1, folgt f(z) = f(z + 1) fiir
alle z, und es reicht aus, die Abschitzung 0 < f(z) < 1 fiir 0 < 2 < 1 nachzurechnen, wo es
offensichtlich ist.

In allen speziell zu betrachtenden Fillen ist p?> > 2n, und daher sind die Summanden 0 ab

m > 2. Es bleibt also dann
2n 2n n
w2 ) =12 212y <1

n p
Falls n < p < 2n, gilt genauer L%"j —2[7]=1-0=1. Und falls 2n<p<nundn >3, dann
gilt genauer L%”J -2[7]=2-2-1=0. O

Korollar 5.4. Sein € N und p eine Primzahl. Dann gilt
p”p((Qg)) < 2n.

Beweis. Wenn p™ > 2n, dann ist der Summand L;—Z}LJ — 2[5 ] = 0. Es sind genau vp((i?)) der

Summanden = 1. Daraus folgt sofort die Aussage durch einen Widerspruch. Wére pvp((2: )) > 2n,

so kénnten hochstens die Summanden zum =1,.. ., Up((Q:)) — 1 von 0 verschieden sein. Das ist

mindestens einer zu wenig. Widerspruch. (]
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Satz 5.5. Fiir allex e R, x > 1 gilt

I@) < (z %) log 4.

Beweis. Aus Korollar 5.3 und Proposition 5.1 folgt fiir alle n > 5

2
Y(2n) — J(n) < log (:) <(n—1)-log4. (5.1)
Explizites Nachrechnen liefert
n | 1] 2| 3 | 4
Y(2n) —I(n) || log2 | log3 | logh |log35
(n—1)-log4 0 |log4 |logl6 | log64

und (5.1) gilt auch fir n > 2.
Jetzt machen wir einen Teleskopsummenansatz. Dazu setzen wir
x
x; = [51
Es gilt
x
Fiir alle y € R gilt 2[§] > [y]. Speziell fiir y = 3 folgt daraus fiir alle

r,—1<

2Tip1 2> T

Daher tiberdecken fiir alle » > 1 die Intervalle (z;,2x;] mit 1 < ¢ < r das Intervall (z,, z].

Im Fall x < 2 gilt die Aussage des Satzes trivialerweise. Sei daher von nun an x > 2. Dann
gibt es ein 7 > 1 mit x, = 2. Dies bedeutet ndmlich 1 < 5= < 2, was durch Logarithmieren und
Umstellen dquivalent zu

log(z)

log(2)
ist. Wir wéhlen somit speziell r = [log(z)/log(2)] — 1. Es gilt nun wegen (5.1) und (5.2) und
der Uberdeckung durch die Intervalle (z;, 2]

r < <r+1

9(x) < O(zp) + Y (0(22;) — I(w;)) <log2+ > (2 —1)-log4
i=1

i=1

-
x 1 T
§10g2—i—z§ -10g4:log2+x-(1—§)log4:x‘log4+log2— o -log 4
i=1
< z-log4d+log2—logd = (x—1/2)- log4,

weil o7 > 1. O

Lemma 5.6. FEs gilt fiir alle x € R, x > 1 die naive Abschditzung
z+5

m(z) < 5

Beweis. Wenn n > 3, dann sind von den 6 Zahlen n+1, ..., n+46 hochstens die zu 6 teilerfremden
Zahlen Primzahlen, denn die anderen sind durch 2 oder 3 teilbar und selbst grofer als 3. Von
diesen 6 Zahlen sind genau zwei zu 6 teilerfremd, namlich die = £1 (mod 6).

Wenn die Abschétzung fir x > 3 gilt, dann gilt sie auch fiir x 4+ 6: wir setzen n = |x] und

finden
7T(37+6):7r(n+6)Sﬂ(n)+2:7r(x)+2§x§5+2:wg)%_
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Daher reicht es, die Abschitzung fiir 1 < z < 9 nachzuweisen. Das ist elementar, indem man
die Abschéitzung an den Sprungstellen auswertet (die rechte Seite ist monoton wachsend):

T 2 | 3] 5 |7
)| 1] 2| 3 [4 O
2 17/3|8/3]10/3 |4

Theorem 5.7 (Bertrands Postulat; Tschebyscheff). Zu jeder natirlichen Zahl n gibt es im
Intervall n < x < 2n eine Primzahl.

Beweis. Wir argumentieren durch Widerspruch und nehmen an, das Intervall (n, 2n] sei frei von
Primzahlen. Dann hat (2??) nach Korollar 5.3 nur Primfaktoren p < %” Der Beitrag derjenigen

p < v/2n in der Primfaktorzerlegung ist iiberdies < 2n, und fiir p > +/2n ist der Beitrag
hochstens ein Faktor p. Aus Korollar 5.3 und Proposition 5.1 folgt somit

2 2
n -log4 — log(v4n) < log (;) < 19(?71) —¥(V2n) + Z log(2n)
p<v2n
2n
)+ (log(2n) —log) <92 + 3 log(n)
p<+2n p<v2n
Die Anzahl der Primzahlen p < v/2n wird brutal nach Lemma 5.6 durch (v/2n+5)/3 abgeschétzt,

=

so daf mit Satz 5.5 folgt

2n

:19(3

n -log4 —log v4dn < (

Umsortieren und Multiplikation mit 3 liefert

—)-log4 +

2

2n 1
3 (n).

V2n+5
Ty log

13
n-logd < (vV2n+ ?) log(n).
Fiir n > 25 ist v/2n > /49 = 7 > 13/2. Das nehmen wir nun an und erhalten
n-log4 < 2v2n -log(n),

~ log(n) n
1o = e 5 =0

oder dquivalent dazu

Die Ableitung von f(z) ist
1 1

/ — .
f(x)_QTlOgQ /781’7
und bei z > 0
0> fl(z) < L1 = > 8 16.6509
x B — x> ——— =~ 16. )
- V8x — xlog?2 ~ (log(2))?

Damit ist f(z) ab 2 = 128 sicher monoton fallend, und wegen f(128) = 7—+/64 = —1 < 0 dann
auch negativ fiir x > 128. Das ist der gesuchte Widerspruch.

Fiir die kleinen Werte n < 128 kontrolliert man die Giiltigkeit der Aussage des Theorems
direkt durch eine Folge von Primzahlen p; mit p;11 < 2p;, konkret etwa

2,3,5,7,13,23,43,83,163, . . .. O

Wir beweisen nun das historisch wichtige Resultat, daft ndmlich der Primzahlsatz zumindest
die Grofenordnung der Primzahlzahlfunktion trifft.
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Satz 5.8. Es gibt ein xg € R, so daf$ fiir alle x € R, x > xg gilt
x
Hx) > —.
(@) >

Zusatz: Es reicht xg = 11.

Bewets. Der Beweis beginnt parallel zum Beweis von Theorem 5.7. Fiir alle n € N gilt nach Ko-
rollar 5.3, dafs Primfaktoren p > v/2n in (2:) hochstens einfach auftreten und nach Korollar 5.4

ist der Beitrag der kleinen Primzahlen p < +/2n hochstens 2n. Daraus folgt

log <2n> < 9(2n) —9(V2n) + Z log(2n)
" p<V2n
=9(2n)+ Y (log(2n) —log(p)) <9(2n) + Y log(n).
p<v2n p<v2n

Die Anzahl der Primzahlen p < v/2n wird brutal nach Lemma 5.6 durch (v/2n+5)/3 abgeschétzt,
so daf mittels Proposition 5.1 und Umstellen folgt

?(2n) > n - log(4) — log(v/4n) — \/27;4_5 -log(n)
=(n— %) -log(4) — (\/24_5 + %) -log(n)

Aus dieser Formel fiir gerades 2n schlieken wir mit 2 > 2| 5] =2n > 2 — 2

Y

o) > 0@15)) = (15] - 5y tosa) - (224 1y og 2

2 2
2 1
> (r ) log(2) ~ 2V 1oy

— - (log(2) — £(x))

z/2)

mit dem Fehlerterm

g(x) = 3105(2) + 2\/56;; 13 -log(z/2)
_ 3log(2) 2 13 log(+/z/2)

: TGnTE) i

log(t) _ 0, geht der Fehler e(x) — 0 fiir x — oco. Wir wéhlen xg derart, daf fiir alle

p =

Da lim;_, o
T > g gilt

1
e(x) <log(2) — 5 ~ 0.193147180550045...

Den Zusatz ¢ = 11 und die damit verbundene Kurvendiskussion von e(x) tiberlassen wir zur

Ubung. O

Bemerkung 5.9. Mit der Methode des Beweises von Satz 5.8 kann man fiir jedes € > 0 und
x > x. die Abschitzung
(log(2) —¢) -z < V(z) <log(4) - x
zeigen (nach Erdds und Erdgs—Kalmar). Es gilt numerisch
log(2) = 0.693147180559945 ... < 1 < 1.38629436111989. .. = log(4).
Die erreichte Abschitzung ist also noch ein wenig von der wahren Asymptotik
Ha) ~x

fir x — oo entfernt.
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Lemma 5.10. Fir allex € R mit z > 1 gilt

Vi <

x
logx

Beweis. Substitutieren wir z = y?, dann wird die Abschiitzung dquivalent zu
1 1
og(y) 1

y 2
Das Maximum der Funktion k’% fiir y > 1 bestimmt man leicht mit Differentialrechnung als
den Wert bei der Nullstelle der Ableitung
dlogy 1 logy
dy y oyt oy
Die Nullstelle liegt bei y = e und fithrt zum Wert 1/e, und das ist kleiner als 1/2. (]

Theorem 5.11 (Tschebyscheff, 1851 (mit anderen Konstanten)). Fir alle n > 3 gilt

1 n n
= < <(1+2log4) - ——
2 logn_ﬁ(n)_( +2logd) logn’
wobei numerisch 1 + 2log4 ~ 3.7725887 ... gilt.
Beweis. Es gilt nach Satz 5.8 fir n > 11
wm) =312 S log(p) = L 1. "
= log(n) = log(n) — 2 logn
Explizites Nachrechnen liefert
n ||l 2| 3|4 |5 |6 | 7| 8] 9]10
m(n) 1 2 2 3 3 4 4 4 4
%-bgn 1.44 | 1.37 | 1.44 | 1.55 | 1.67 | 1.80 | 1.92 | 2.05 | 2.17

und damit die untere Abschétzung fiir n > 3.
Fiir die Abschédtzung nach oben arbeiten wir mit der grofiziigigen Abschitzung ¥(y/n) > 0
fiir alle n € N, sowie Lemma 5.10 und Satz 5.5:

e e D)~ ()
m(n) < Vn+(7(n) —(vn)) < Vn+ g (V)
(n) " n -log(4) n

< vt — (1+2log(4))

log(v/n) ~ logn ~ 1/2-log(n)
Bemerkung 5.12. Mit dhnlichen Techniken wie denen aus dem Beweis von Theorem 5.11 haben
Paul Erdés und Atle Selberg einen ,elementaren” Beweis des Primzahlsatzes fithren konnen.

O

logn’

UBUNGSAUFGABEN ZU §5

Ubungsaufgabe 5.1.

(1) Benutzen Sie das Sieb des Eratosthenes, um alle Primzahlen bis 400 zu bestimmen.

(2) Wieviele Primzahlen gibt es bis 100, von 100 bis 200, von 200 bis 300 und von 300 bis
4007

(3) Ein Primzahlzwilling ist ein Paar aus Primzahlen, deren Abstand 2 ist. Wieviele Prim-
zahlzwillinge gibt es bis 4007

(4) Wie verteilen sich die Primzahlen < 400 auf die Kongruenzklassen modulo 10 bzw.
modulo 127

(5) Freiwillige Zeitverschwendung: https://isthisprime.com/game/
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Ubungsaufgabe 5.2 (Spezialfall des Dirichlet’schen Primzahlsatzes). Zeigen Sie direkt ohne den
Dirichlet’schen Primzahlsatz:

(1) Jede Primzahl grofer als 3 ist von der Form 6k + 1 oder 6k — 1 mit k € N.

(2) Es gibt unendlich viele Primzahlen der Form 6k — 1 mit k& € N.

Ubungsaufgabe 5.3. Die Mersenne-Zahlen M, sind definiert als M,, = 2" — 1 fiir alle n € N.
(1) Zeigen Sie, daf fiir alle m > n gilt
My, =2"""M,, + My —p.
Beweisen Sie damit, daf ggT (M, M) = Mger(mn)-
(2) Seip; < p2 < p3 < ...die Folge aller Primzahlen. Zeigen Sie die folgende (nicht besonders

gute) obere Schranke:
Pyl < 2pPn

Ubungsaufgabe 5.4 (Untere Schranke von 7(z)). Fiir eine reelle Zahl 2 bezeichne 7(z) die Anzal
von Primzalen mit p < x. In dieser Aufgabe geben wir eine (naive) untere Schranke fiir 7(x) an
und folgern, daf es unendlich viele Primzahlen gibt.
(1) Zeigen Sie, daf sich jede ganze Zahl n # 0 eindeutig schreiben liRt als n = k2 -/ fiir eine
positive ganze Zahl k und eine quadratfreie ganze Zahl £.
(2) Zeigen Sie, daf die Méachtigkeit der Menge

S(n) == {(k,£) € N? | £ ist quadratfrei und k¢ < n}
gleich n ist.
(3) Uberlegen Sie sich, dak wenn (k,£) € S(n), dann gibt es
(a) hochstens \/n Moglichkeiten fiir k, und
(b) héchstens 27 fiir ¢ (unabhéngig von k).
(4) Zeigen Sie, daf
#5(n) <27 /n
und beweisen Sie damit, daf die folgende untere Schranke existiert:
log(n) ..
> f > 1.
w(n) > Tos(2) ir n >
(5) Folgern Sie, daf es unendlich viele Primzahlen gibt.




50 JAKOB STIX

6. DAS ABC DER ARITHMETIK

6.1. Die abc-Vermutung. Ein bemerkenswerter Zusammenhang zwischen Addition und Prim-
faktorzerlegung wird durch die abc-Vermutung ausgedriickt.

Definition 6.1. Das Radikal einer naturlichen Zahl n ist definiert als

Rad(n) = Hp.

pln
Vermutung 6.2 (Masser und Oesterlé 1985: die starke abc-Vermutung). Fiir jedes € > 0 gibt
es eine Konstante C. > 0, so dafs fiir jedes Tripel (a,b,c) € Z3 teilerfremder ganzer Zahlen mit
a+b+c=0
die folgende Abschdtzung gilt:
max{|al, |b|, |c|} < C. - Rad(abc)' **.

Bemerkung 6.3. (1) Die Vermutung beschreibt ein Spannungsverhéltnis zwischen Addition
und Multiplikation und quantifiziert die Beobachtung, daf wenn teilerfremde a und b
durch hohe Potenzen kleiner Primzahlen teilbar sind, hingegen die Summe —c = a + b
dazu tendiert, durch kleine Potenzen grofer Primzahlen teilbar zu sein.

(2) Typischerweise ist das Radikal grofer als das Maximum:

2t +32 =52
1+5%=2.313
haben (313 ist Primzahl)
max{9, 16,25} = 25 < 30 = Rad(2* - 3% - 5?)
max{1, 625,626} = 626 < 3130 = Rad(1 - 5* - 626).

In diesen Féllen reicht fiir alle € > 0 bereits C. = 1.
(3) Seip > 2 eine Primzahl. Wir lernen spiter in Satz 10.8, daf p? | 2?(°~1) — 1. Dann fiihrt

14 (2p(=1) — 1) = 2p(p—1)

zu
2771 — max{1,2°@~1) — 1 2?0} < C. . Rad (1- (2?01 —1). 2p(p71))1+5
or(p—1) _ 1 op(p—1)+1
< Cg . (2 ) 7)1—}—8 < Cg . (7)14-6
p p
Dies zeigt, daft Vermutung 6.2 in der Variante fiir € = 0 falsch ist, denn dann fiihrt dies zu
—1)+1
2r(P=1) ~ O . &

und nach Umstellung zu p < 2Cy im Widerspruch zur Tatsache, daf die Menge der Prim-
zahlen nicht nach oben beschréankt ist.

Definition 6.4. Die Qualitét ¢(a,b,c) € R eines abc-Tripels, d.h. teilerfremder ganzer
Zahlen a,b,c € Z mit a + b + ¢ = 0, ist definiert durch

max{|a|, |b],|c|} = Rad(abc)?(@>°).

Bemerkung 6.5. Jedes abc-Tripel a, b, ¢ stellt fiir jedes € > 0 eine Bedingung an die Konstante
C.. Endlich vielen Ausreifsern, bei denen das Radikal klein gegen das Maximum ist, kann man
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durch Vergrofern von C: begegnen. Hatte man unendlich viele abe-Tripel a, b, ¢ der Qualitat
q(a,b,c) > qo > 1, dann erfordern diese insbesondere ein C. mit

Rad(abc)® < max{|al,|b|,|c|} < C. - Rad(abc)'™®

also
Rad(abc)? ™17 < C..

Ferner ist unter diesen abc-Tripeln a,b,c der Qualitdt ¢(a,b,c) > qo das Radikal Rad(abc)
unbeschrankt, weil sonst das Maximum ebenfalls beschrankt ware und dies nur endlich viele
Tripel erlaubt. Da fiir 0 < € < g9 — 1 der Exponent ¢9 — 1 — ¢ > 0 wird, kann kein C; allen
diesen Bedingungen geniigen: die linke Seite wird beliebig grof.

Die Vermutung 6.2 verlangt also insbesondere, daf fiir jedes gp > 1 die Qualitat ¢(a, b, c) nur
endlich oft > ¢q ist. Die Qualitdt mifst also, vor welche ,Probleme* ein abc-Tripel die Vermutung
stellt.

Beispiel 6.6. Hier ist eine Liste der Rekorde in Bezug auf die Qualitéit eines abc-Tripels: nach
dem Maximum sortiert ist die Qualitit eines Rekords grofer als die Qualitat aller kleineren
Tripel:

b —c q(a,b,c)
23 32 1.2263
24.5 34 1.2920
53 27 1.4266

25.3.52 74 1.4557
2.37 5.7 1.5679
310.109 23° 1.6299

N — =W =9

Das letzte Beispiel

2+ 319109 = 23°
wurde von Eric Reyssat gefunden und ist gegenwértig das abc-Tripel mit der grofiten bekannten
Qualitat. Es beruht auf der erstaunlich guten Approximation

23
V109 = 2, 55555539, .. ~ 5

Geméf http://www.math.leidenuniv.nl/~desmit/abc/ gibt es (Stand 2019) nur 241 bekann-
te abc-Tripel mit Qualitdt > 1.4 und alle solche Tripel mit max < 10%° sind bekannt.

Wir illustrieren nun die Faszination, die von der abc-Vermutung ausgeht, indem wir den grofsen
Satz von Fermat fiir hinreichend grofie Exponenten folgern.

Satz 6.7 (Asymptotischer Fermat). Die abc-Vermutung mit Konstanten 0 < ¢ und C =
C: > 1 zeigt, dafs fiir
n > 3(1+¢) + logs(C)
die Gleichung
X"+Yr=2"
keine ganzzahligen Lésungen x,y,z € 7 mit xyz # 0 hat.

Beweis. Sei x,y,z eine ganzzahlige Losung x” + y™ = 2™ mit zyz # 0. Durch Kiirzen mit

dem ggT diirfen wir annehmen, daf x, y und z teilerfremd sind. Auflerdem kénnen wir durch
Permutieren der Variablen und geeignete Multiplikation mit —1 erreichen, daf 0 < z < y < z
sind. Insbesondere ist z > 3.

Wir wenden die Ungleichung der abc-Vermutung auf a = ™ , b = y” und ¢ = z" an, die dann
auch teilerfremd sind. Das ergibt

2" = max{z",y", 2"} < C - Rad((zyz)")'"** = C'- Rad(zyz)' ™ < C - (zy2)'+e < € - 23049,


http://www.math.leidenuniv.nl/~desmit/abc/
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Da nach Voraussetzung n — 3(1 +¢) > logs(C) > 0 und z > 3 folgt der Widerspruch

C = 310g3(C’) < Zn—3(1+e) <C. 0

Korollar 6.8. Die abc-Vermutung mit Konstanten € =1 und C, = 1:
max{|al, ||, |c|} < Rad(abc)?

impliziert den grofien Fermat’schen Satz.

Beweis. Nach Satz 6.7 fiihren die explizit gewédhlten Konstanten zu einem Beweis fiir n > 6. Die
Félle n = 3 (Euler), n = 4 (Fermat, siehe Satz 0.7) and n = 5 (Dirichlet, Legendre) sind als
klassische Resultate bereits bewiesen. O

6.2. abc fiir Polynome. Als Literatur zu diesem Abschnitt sei auf den beriihmten und sehr
lesenswerten Vortrag/Text von Serge Lang [Lan93| verwiesen.

Die Arithmetik in Z und die in Polynomringen k[T] iiber einem Kérper k& haben grofe Ahn-
lichkeiten (und gewisse Unterschiede). Oft lassen sich zahlentheoretische Aussagen zu ganzen
Zahlen in Aussagen iiber Polynome iibersetzen, und umgekehrt, sofern man das richtige Worter-
buch findet. Dies ist eine Maschine zum Beweis neuer Sétze, aber auch Inspiration fiir Beweise
und Intuition.

Definition 6.9. Fiir ein Polynom 0 # f € C[T] ist das logarithmische Radikal gegeben
als

r(f) =#{aecC; f(a) =0}

Bemerkung 6.10. (1) Es gilt stets r(f) < deg(f): ein Polynom hat hichstens so viele Nullstel-
len wie sein Grad.
(2) Es kann 7(f) sehr klein gegentiber deg(f) sein, z.B. fir f(T) = (T — o)™ gilt

r(f) =1 <m = deg(f).

(3)  Zu einer Nullstelle o von f gehort ein Linearfaktor T'—a von f(7T'), ein Primteiler von f(T).
Wiéhrend das Radikal einer ganzen Zahl die Primfaktoren multipliziert, z&hlen (additiv)
wir im Fall von Polynomen. Daher hat r(f) einen logarithmischen Charakter im Vergleich
zum arithmetischen Fall beim Radikal von ganzen Zahlen.

Nach dem Radikal benétigen wir auch noch ein Analogon fiir den Absolutbetrag einer ganzen
Zahl. Dafiir nehmen wir als logarithmisches Mafs fiir die Grofe eines Polynoms den Grad

deg(f),
der sich bei Produkten additiv verhalt.

Theorem 6.11 (Mason [Mas84| and Stothers [Sto81], abc fiir Polynome). Seien f,g,h €
C[T] ohne gemeinsame Nullstelle und nicht alle konstant, so daf

f+g9+h=0.

Dann gilt
max{deg(f),deg(g), deg(h)} < r(fgh) — L.

Bemerkung 6.12. (1) Bemerkenswerterweise gilt das Analogon der abc-Vermutung fiir Polyno-
me bereits mit ¢ = 0. (Das ¢ wiirde hier aufgrund der im Vergleich zu abe logarithmierten
Form der Abschitzung als Faktor 1 4 ¢ auftreten.)

(2) Es ist wahrscheinlich, daf Masser und Oesterlé bei der Formulierung der Vermutung 6.2
vom analogen Fall in Polynomringen beeinflufit waren.

(3)  Was hat der Polynomring C[T] den ganzen Zahlen Z voraus? Man kann Differenzieren!
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Zum Beweis bendtigen wir ein Lemma. Auch fiir Polynome existiert ein grofiter gemeinsamer
Teiler, weil wie Z der Ring C[T] ein euklidischer Ring und damit Hauptidealring ist.

Lemma 6.13. Seien f,g € C[T] ohne gemeinsame Nullstelle. Dann gilt:

(1) r(fg)=r(f)+r(9),
(2) deg(geT(f, ")) = deg(f) —r(f).

Beweis. Behauptung (1) folgt sofort aus der Definition. Fiir Behauptung (2) nutzen wir den
Fundamentalsatz der Algebra und faktorisieren f vollstéandig in Linearfaktoren:
T
F(1) = T[T = i)™

i=1

mit paarweise verschiedenen o; € C und m; > 1. Dann gilt fiir jedes ¢

F0) = (T = @)™ i [T = )™ + (7 = ) 2 T[T = a)™)
JFi JF
= (T —a)™ ™" Qi(T)
mit Q;(c;) # 0. Daher ist

T

geT(f,f) = (T = ci)™ "

=1
und die Behauptung (2) folgt aus r = r(f) durch Vergleich der Grade beider Seiten. O
Beweis von Theorem 6.11 nach Snyder [Sny00]. Aus f + g+ h = 0 folgt
g f
JI__q1_L
h h

und nach Ableiten mittels Quotientenregel
hg' —gh’  fh —hf’
h? N hz
Der Zahler F := fh/ — hf’ = hg' — gh/ hat die folgenden Eigenschften:

e Es gilt F = 0, weil sonst (¢g/h)’ = 0 und somit g(7') = ¢ h(T) mit ¢ € C der Vorausset-
zung an die Nullstellen widerspricht, es sei denn, g und h sind konstant, was auch nicht
erlaubt ist.

e Die Polynome ggT(f, f') und ggT(g,¢") und ggT(h,h’) teilen F und haben als Teiler
jeweils von f, g und h keine gemeinsamen Nullstellen.

e Beim Ableiten geht der Grad um eins runter:

deg(F') < deg(g) + deg(h) — 1.

Daher folgt
ggT(f, f") - eeT(g,9) - ggT(h,I') | F
und mit Lemma 6.13
deg(f) —r(f) +deg(g) — r(g) + deg(h) — r(h) < deg(F') < deg(g) + deg(h) — 1.
Ergo
deg(f) <r(f)+r(g) +r(h) —1=r(fgh) -1

und das beweist das Theorem aufgrund der Symmetrie durch Permutationen von f, g, h. U

Korollar 6.14. Sein > 3. Dann hat die Gleichung
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keine Léosung in Polynomen f,g,h € C[T| mit fgh # 0 und nicht alle konstant.

Beweis. Sei d = max{deg(f),deg(g),deg(h)} > 0. Dann folgt aus Theorem 6.11 ein Widerspruch
durch

3d < n-d < max{deg(f"),deg(g"),deg(h™)} <r((fgh)") —1=r(fgh) —1<3d—1. O
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UBUNGSAUFGABEN ZU §6

Ubungsaufgabe 6.1 (Fermat-Gleichungen). Sei n > 2 eine natiirliche Zahl und (x,y, 2) € Z3 eine
Losung der Fermat-Gleichung
" +y" = 2"
Zeigen Sie:
(1) Ist p =n+ 1 eine Primzahl, so ist p | zy.
(2) Ist £ = 2n + 1 eine Primzahl, so ist ¢ | zyz.

Ubungsaufgabe 6.2. Wir nennen eine Primzahl p Wieferich-Primzahl, wenn
271 —1=1 (mod p?).

Ansonsten nennen wir p eine Nicht- Wieferich-Primzahl. Sie sollen in dieser Aufgabe aus der
abe-Vermutung folgern, daf es unendlich viele Nicht-Wieferich-Primzahlen gibt.'%
Fiir einen Beweis per Widerspruch konnen Sie der folgenden Anleitung folgen.

(1) Sei p > 2 eine Primzahl und n € N. Zeigen Sie, daf ein m > 0 existiert, sodafs p | 2" — 1
genau dann gilt, wenn m | n. Wir nennen dieses m die (multiplikative) Ordnung von 2
mod p und schreiben m = ord,(2).

(2) Zeigen Sie, daf fir n € N mit p | 2" — 1 gilt:

pPPl2n—1 <  p*|2°% —1 fiir ein k> 1 mit p1k.
Hinweis: iberlegen Sie sich zuerst, daf fiir alle a € Z, k > 1 gilt
(1+ap)f =1+kap (mod p?).
(3) Sein € Nmit ptn und p | 2" — 1. Zeigen Sie, dak gilt:
p’|2" -1 &  pist Wieferich Primzahl.

Hinweis: Beachten Sie, dafs gilt m := ord,(2) | n und m := ord,(2) | p — 1 und nutzen
Sie (mehrmals) (2).
(4) Sei n ein Produkt aus Wieferich-Primzahlen. Schreibe

2" — 1 = wpvy,

wobei alle Primteiler von w, Wieferich-Primzahlen und alle Primteiler von v,, Nicht-
Wieferich-Primzahlen seien. Folgern Sie aus den bereits gezeigten Aufgabenteilen:

(a) vy, ist quadratfrei und

(b) in w, kommt jede Primzahl mindestens doppelt vor.

16 Bemerkung: Es sind nur zwei Wieferich-Primzahlen, ndmlich 1093 und 3511, bekannt. Die Behauptung aus
der Aufgabe ist also gar nicht {iberraschend. Es gibt trotzdem keinen Beweis fiir die Unendlichkeit der Menge
der Nicht-Wieferich-Primzahlen ohne Annahme der der abc-Vermutung.
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(5) Sei N eine ganze Zahl, in der jeder Primfaktor mindestens doppelt vorkommt. Zeigen

Sie, dass
Rad(N) < N'/2,

(6) Angenommen, es gibt nur endlich viele Nicht-Wieferich-Primzahlen. Folgern Sie, daf es
eine Schranke v von v, gibt.

(7) Angenommen, es gelte die abc-Vermutung fiir eine 1 > ¢ > 0. Zeigen Sie, dall w,, unab-
héngig von n beschrankt ist und folgern Sie einen Widerspruch.
Hinweis: Betrachten Sie das abe-Tripel (1,27 —1,2").
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7. ZAHLENTHEORETISCHE FUNKTIONEN

Wir betrachten Funktionen, die nur auf der Menge der natiirlichen Zahlen N definiert sind,
und zwar durch spezielle Beispiele und beziiglich der Operation der Faltung. In diesem Kapitel
meinen wir mit d|n fiir n € N stets auch d € N, also d > 0.

7.1. Multiplikative Funktionen.

Definition 7.1. Eine arithmetische Funktion ist eine Abbildung f : N — C.

(1)

(2)

Eine arithmetische Funktion f ist multiplikativ, wenn f(1) = 1 und
f(nm) = f(n)f(m) (7.1)

flir alle teilerfremden n,m € N gilt.
Eine arithmetische Funktion f ist vollstindig multiplikativ, wenn f(1) = 1 und
(7.1) fir alle n,m € N gilt.

Beispiel 7.2. (1) Die Teileranzahl

T(n) =#{d; d|n, d> 0}
ist multiplikativ. In der Tat ist flir teilerfremde n, m € Z die Multiplikation
{d;d|n, d>0}x{e;e|lm, e>0t—{f; f|nm, f>0} (7.2)
(d,e) — de
eine Bijektion. Die Umkehrabbildung bildet f | nm auf d = (f,n) | n und e = (f,m) | m
ab. Ubung! Durch Vergleich der Kardinalitét beider Seiten erhélt man
T(nm) = 7(n)T(m).

Die Funktion 1 : N — C mit 1(n) = 1 konstant 1 ist vollstdndig multiplikativ.
Die Funktion 0 : N — C mit

1 n=1,
o(n) = { 0 n>1,
ist vollstdndig multiplikativ.
Fiir jedes k € Ny ist die Funktion n* multiplikativ. Der Fall k = 0 ist gerade 1, und k =1
ist die Inklusion id : N — C.

Bemerkung 7.3. (1) Die Forderung f(1) = 1 an eine multiplikative Funktion f schliefst nur

(2)

(3)

die Funktion f(n) = 0, fiir alle n € N, aus. Denn aus n = m = 1 folgt f(1) = f(1)?, also
f(1) =1 oder f(1) =0. In letzterem Fall folgt dann f(n) = f(n)f(1) = 0 fir alle n.

Die Menge der multiplikativen Funktionen kein C-Vektorraum mit der iiblichen werte-
weisen Addition und C-Skalarmultiplikation. Im Gegensatz dazu bilden die Menge der
arithmetischen Funktionen einen C-Vektorraum, den Vektorraum der mit N indizierten
Folgen komplexer Zahlen.

Anstelle von C als Wertebereich fiir arithmetische oder (vollstdndig) multiplikative Funk-
tionen kann man jeden anderen beliebigen Ring nehmen.

Definition 7.4. Die Faltung zweier arithmetischen Funktionen f, g ist die arithmetische
Funktion f * g : N — C gegeben fir alle n € N durch

Frgm) =" F(d)g(5):

dln

Proposition 7.5. Die Faltung hat die folgenden Figenschaften. Seien f, g und h arithme-
tische Funktionen.
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(1)  Wenn f und g multiplikativ sind, dann ist f * g multiplikativ.
(2) frxg=gxf.

(3) fxd=f=0d0xf.

(4)  [fx(gxh)=(f*g)*h.

Beweis. Wir zeigen (1), der Rest folgt sofort oder durch entsprechendes triviales Nachrechnen
und wird zur Ubung {iberlassen. Seien n,m teilerfremde natiirliche Zahlen. Dann ist

[eglam) =37 f@g(=r) = 3 Sme( )

dlnm z|n, ylm
n, ,m
= > f@1 e (e ()
z|n, ylm
n m
=> Fl@)g(=) > f(y)g(?)
z|n ylm
= fxg(n)- fxg(m).
Der Ubergang von d | nm zu z | n und y | m mit d = xy beruht auf der Bijektion (7.2). O

Beispiel 7.6. Die folgenden Funktionen sind als Faltung multiplikativer Funktionen multiplikativ.

(1) 7=1x1,also
T(n) = Z 1
dln
die Teileranzahlfunktion (das wissen wir schon!).
(2) fiir jedes k € Ny die Funktion oy = 1 * (n¥), also

or(n) = Z dF
din

die Summe der k-ten Potenzen der Teiler. Ein Spezialfall hiervon ist 7 = oy.
(3) Speziell 0 = 01 = 1 *1id, die Teilersumme

o(n) = Z d.
d|n

7.2. Vollkommene Zahlen. Wir behandeln nun ein weiteres antikes Thema, das bis heute
ungeloste Fragen aufwirft.

Definition 7.7. Eine vollkommene Zahl ist eine natiirliche Zahl n > 1, die gleich der
Summe ihrer Teiler < n ist, d.h.,

n=o(n)—n= Z d.

dln, d<n

Beispiel 7.8. Hier sind ein paar vollkommene Zahlen und ein paar, die es nicht sind.
6=1+2+3
=1+2+4+7+14
496=14+2+4+4+8+16+ 31 4+ 62 + 124 + 248
24#1+4+2434+4+6+8+12=235
10041 +24+4+5+10+20+4+ 25450 =117
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Satz 7.9 (Euklid-Euler). Eine gerade Zahl n ist genau dann eine vollkommene Zahl, wenn
es eine Mersenne-Primzahl 2P — 1 gibt und

n=2P"1. (20 —1).

Beweis. Sei n = 2P~1(2P — 1) mit ¢ = 2P — 1 Primzahl. Dann gilt fiir die mulitplikative Teiler-
funktion

p—1
o(n)=o(q)o(2 ) =(g+1)- ) 2/ =27 (2" — 1) = 2n.
=0

Dies war Euklids Anteil des Beweises. Wir miissen nun zeigen, dak eine natiirliche Zahl
n=2%b
mit ¢ > 1 und b ungerade nur dann eine vollkommene Zahl sein kann, wenn b = 29t — 1 und b
Primzahl ist. Sei also n vollkommen, so dafs gilt:
29t p = 2n = o(n) = (2¢T — 1)o(b).

Da 29t — 1 > 1 ein ungerader Teiler von 2n ist, gibt es ¢ € N mit b = (2°T! — 1) - ¢ > ¢. Dann
haben wir

207l c=g(b) > b4+c= (2" —1) - c+c=2TL ¢
Die Ungleichung ist somit eine Gleichung und b, ¢ sind die einzigen zwei Teiler von b. Deshalb
ist b Primzahl, ¢ = 1 und b = 29! — 1 wie verlangt. (]

Bemerkung 7.10. Man weifs nicht, ob es ungerade vollkommene Zahlen gibt. Jedenfalls ist keine
bekannt und man kann auch nicht beweisen, dafs es keine solchen gibt.

7.3. Formale Potenzreihen. Wir erinnern an den Ring der formalen Potenzreihen mit kom-
plexen Koeffizienten

(C[[T]] = {i aka ; A € (C}
k=0

Bei den formalen Potenzreihen macht man sich das Leben leichter, indem man auf Konvergenz-
iiberlegungen verzichtet. Allerdings handelt man sich damit ein, daf formale Potenzreihen nur
in T = 0 ausgewertet werden kénnen: dies ergibt den Koeffizienten von T, den konstanten
Koeffizienten.

Definition 7.11. Sei f : N — C eine multiplikative Funktion. Zu jeder Primzahl p definieren
wir die komplexe formale Potenzreihe

M(f,T) =) fOHT* €1+ TC[T]]
k=0

mit konstantem Term A,(f,0) = 1.

Beispiel 7.12. Wenn f vollstdndig multiplikativ ist und f(p) = a, fiir eine Primzahl p, dann gilt

M(£T) =) fENTH =) apTh =3 (ayT) = —— _1 T
k=0 k=0 k=0 W

wobei der gebrochen rationale Ausdruck in C[[T]] nur durch die Potenzreihe definiert ist.
Somit folgt speziell fiir die Funktion 1

> 1
M(LT) = Th=—0,
k=0

und fiir § berechnen wir

Ap(6,T) = 1.
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Proposition 7.13.

(1)  Eine multiplikative Funktion f : N — C ist eindeutig durch die Werte f(p*) fiir alle
Primzahlen p und alle k € N festgelegt.

(2)  Umgekehrt gibt es zu jedem Tupel von Werten apy € C mit p Primzahl und k € N
genau eine multiplikative Funktion f mit f(p*) = apx fiir alle p und k > 1.

(3)  Die Abbildung f — (M\p(f,T))p, die einer multiplikativen Funktion das Tupel aller
Potenzreihen \,(f,T) zuordnet, ist eine Bijektion

{multipl. Funktion} <> {(Ap)p prim ; A\p € 1 +TC[[T]]}

Beweis. (1) Sei f multiplikativ. Wenn n = [];_, pik;, dann gilt

=[[r@"
i=1
(2) Umgekehrt kénnen wir nach Vorgabe der a, j durch

n) = [T

pln

eine arithmetische Funktion f : N — C definieren. Die Definition ist wohldefiniert aufgrund
des Fundamentalsatzes der Arithmetik. Damit beweist man auch, dak die so definierte Funktion
multiplikativ ist.

(3) folgt sofort aus (1) und (2). O

Proposition 7.14. Seien f, g multiplikative Funktionen und p eine Primzahl. Dann gilt
)\p(f * g, T) = )‘;D(fa T))‘P(gv T)

Beweis. Das ist eine einfache formale Rechnung:

M(fxg,T)=> (Fxg))TF =) (D F(d)g(p*/d)T

k>0 k>0 dlph
k 00 )
=> O f@g@" T = (O FeNTH) - (D 9T
k>0 =0 k=0 k=0
- )‘p(fa ))‘P<97T) D

Proposition 7.15. FEine arithmetische Funktion f : N — C ist von der Form

f=gx...%gr
fir vollstindig multiplikative Funktionen g1,...,g, genau dann, wenn die folgenden Bedin-
gungen erfillt sind:
(i) [ ist multiplikativ,
(i) fiir alle Primzahlen p ist A, (f,T) das multiplikative Inverse eines Polynoms aus
C[T] C C[[T]] vom Grad <.

Beweis. Wenn f = g1 % ... * g, gilt mit vollstdndig multiplikative Funktionen g¢i,...,g,, dann
ist f multiplikativ nach Proposition 7.5. Aufserdem ist wegen Proposition 7.14
=MD =] - a(p)T)
i=1 i=1
ein Polynom vom Grad < r.
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Fiir die Umkehrung zerlegen wir nach dem Fundamentalsatz der Algebra fiir alle Primzahlen
p die Polynome \,(f,T)~! in Linearfaktoren, und zwar geht das wegen \,(f,0) = 1 in der Form

r

M) =[]0 = aipD)

i=1
mit aqp, ..., 0, € C. Wenn der Grad < r ist, sind entsprechend viele der o, = 0.
Dann definieren wir vollstdndig multiplikative Funktionen g;, ¢ = 1,...,r eindeutig dadurch,
dafl wir fordern
9i(p) = aip.

Aus Proposition 7.14 und Beispiel 7.12 folgt

)‘P(fa T) = )‘p(gl O .gTvT)7
woraus die gewilinschte Form f = g1 * ... * g, mittels Proposition 7.13 folgt. U

7.4. Mobiusinversion.

Definition 7.16. Die Mo6biusfunktion ist die multiplikative Funktion p : N — C mit
e ) -1 k=1,
Hp™) = { 0 k>1.

Deﬁnitﬂion 7.17. Eine ganze Zahl n ist quadratfrei, wenn es kein a € N, a > 1 gibt mit
a?® | n. Aquivalent dazu ist die Bedingung, daf v,(n) <1 fiir alle Primzahlen p gilt.

Bemerkung 7.18. Fiir eine quadratfreie natiirliche Zahl n gilt
U(n) _ (_1)#{p|n ;P Primzahl}7
und p(n) = 0 sonst. Auerdem berechnet man leicht die zu einer Primzahl p gehérende Potenz-
reihe zu
Ap(p, T)=1-T.
Es folgt
Ap(px L,T) = Ap(p, T)Ap(1,T) = 1 = Ap(6,T),

was eigentlich bereits das folgende Lemma beweist. Der Beweis, den wir gleich fithren, enthéalt die
wesentliche Rechnung aus der Relation mit den Potenzreihen, ohne diese explizit zu erwidhnen.

Lemma 7.19. Es gilt ux1 = 9.

Beweis. Als multiplikative Funktion miissen wir z+1 nur fiir n = p* eine Primpotenz (p Primzahl
und k£ > 1) mit ¢ vergleichen. Es gilt

pr () =" pld) = p(1) + p(p) = 1+ (=1) = 0 = 5(p"). m
d|p*

Korollar 7.20 (Mobiussche Umkehrformel). Fir eine arithmetische Funktion F' = f x 1
gilt f = F * i, also aus
F(n)=> f(d VneN
din
folgt fiir allen € N
n
fn) = 32 Fd)u(y).

dln

Beweis. Es gilt Fxpu=(f*x1)xpu=fx(1xp)=f*xd=f. O
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Definition 7.21. Die Eulersche ¢-Funktion ist die Funktion ¢ : N — C definiert durch
en)=#{a; 1 <a<nund (a,n) =1}

die Anzahl der zu n teilerfremden natiirlichen Zahlen < n.

Proposition 7.22. Es gilt px1 =id.

Beweis. Die Behauptung besagt fiir alle n € N:

> pld) =n.

dn

Unter den n Briichen % mit 1 < a < n treten in gekiirzter Form nur Nenner d mit d | n

auf, und von diesen genau ¢(d)-viele (bei denen man nicht weiter kiirzen kann, also der Z&hler
teilerfremd zu d ist!). Da jeder Bruch eine eindeutige gekiirzte Form hat, folgt durch Abzahlen
die Behauptung. U

Korollar 7.23. Die Fulersche o-Funktion ist multiplikativ und es gilt

o)=Y d- p(5):

dln

Beweis. Die Formel folgt sofort aus Korollar 7.20 fiir f(n) = ¢(n) mit der Summenformel aus
dem Beweis von Proposition 7.22; also mit F'(n) = n. Oder wir rechnen nochmlas direkt: wegen

p=prd=px(1xp)=(p*1)*p=idxu

ist ¢ als Faltung zweier multiplikativer Funktionen selbst multiplikativ nach Proposition 7.5.
Die angegebene Formel driickt nur die Faltungsgleichung aus. (]

Beispiel 7.24. Zum Schluf des Kapitels berechnen wir die zu ¢ gehorigen Potenzreihen. Nach
Korollar 7.23 gilt fiir eine Primzahlpotenz p*

_ 1
(") => d-p@ph/d)=pF —p Tt =p*1-2)
dlpk P
und damit
A0, 1) =Y o(TF =143 o(p")T*
k>0 k>1
1 1, pT p—-1)T 1-T
=1+(1-) ) pTr=1+(1- ) m =1+ — =
= p'l—p P p

Diese Potenzreihe belegt erneut die Gleichung ¢ * 1 = id wegen
1-T 1
1—pT 1-T 1—pT’

Aus der Berechnung von ¢(p¥) folgt weiter fiir alle n € N die Formel

1
p(n)=n-]J(1 - s

UBUNGSAUFGABEN ZU §7
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Ubungsaufgabe 7.1. Sei f : N — C eine multiplikative Funktion. Zeigen Sie, daR f beziiglich
Faltung invertierbar ist genau dann, wenn f = 0 nicht die Nullfunktion ist. Dabei heifit f
invertierbar beziiglich Faltung, wenn ein g : N — C existiert, so dal f x g = §. Ist das Inverse
von f multiplikativ?

Ubungsaufgabe 7.2 (Primfaktorzerlegung der Fakultét). Bestimmen Sie von 10! die Primfaktor-
zerlegung. Wie viele positive Teiler besitzt diese Zahl?

Hinweis: Sie miissen NICHT alle Teiler von 10! auflisten, um die letztere Frage zu beantwor-
ten!

Ubungsaufgabe 7.3. Zeigen Sie, daR fiir jede multiplikative Funktion f : N — C und alle n € N

gilt:
S fd) = ] a-ro).
dln pln
Folgern Sie: ) pp
p(n) _ 1
no E (1 p>

Ubungsaufgabe 7.4. Zeigen Sie fiir alle n € N:

Sr(@p = ()

dn dn
Ubungsaufgabe 7.5. Die Anzahl der verschiedenen Primteiler von n € N sei mit w(n) bezeichnet.
Wir setzen w(1) = 0.

(1) Zeigen Sie, dak 2" eine multiplikative Funktion ist.
(2) Zeigen Sie, dak mit der Teileranzahlfunktion 7(n) die folgende Identitéat gilt:

) = 3 240,
din

Ubungsaufgabe 7.6.

(1) Zeigen Sie, dafs die Eulersche ¢-Funktion ¢(n) fiir n > 3 gerade ist.

(2) Nehmen Sie an, es gibt nur endlich viele (paarweise verschiedene) Primzahlen py, ..., p,
und betrachten Sie m = p; ... p,. Zeigen Sie, dakt dann ¢(m) = 1 gelten muss. Folgern
Sie, dafs es unendlich viele Primzahlen gibt.
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8. KETTENBRUCHE

Ein Kettenbruch ist ein Ausdruck der Form

ap + —————

nachdem wir sinnvoll die ... erklart haben.

8.1. Der Wert eines Kettenbruchs. Vergleichbar zum Wert einer unendlichen Reihe wird
der Wert eines unendlichen Kettenbruchs als Limes der Ndherungsbriiche, die durch Abschnei-
den des Kettenbruchs entstehen, definiert. wir benétigen zur Begriffsbildung zunéchst ein paar
Eigenschaften endlicher Kettenbriiche.

Definition 8.1. Der endliche Kettenbruch [z, z1,...,2z,] mit Teilnennern z; € R zu
i=0,...,n mit x; >0 fiir alle 0 < i < n ist rekursiv (iiber n) definiert als die reelle Zahl
[.%'0] = X,
1
[0, Z1, -« s Tn—1,Tn] := [T0, X1y, Tn1 + —].
In

Bemerkung 8.2. Endliche Kettenbriiche sind wohldefiniert, denn mit x,—1 > 0 und x, > 0 ist
der neue (n — 1)-te Teilnenner x,,_1 + i > 0. Es gilt dann
1

[0, 1, .., 2n) :x0+ﬁ’

wie man sofort per Induktion nach n beweist.

Um den Limesprozess bei unendlichen Kettenbriichen zu verstehen, benétigen wir ein paar
Lemmata.

Lemma 8.3. Es seien xq,...,Tntm € R mit x; > 0 fir alle 0 < i < n+ m. Dann gilt

[0, 1, -+ oy T 1y Ty Tkl -+ + s L) = [T T1s -+« s X1y [Ty Tt 1y -« + s Trprn ]|

Beweis. Dies folgt sofort per Induktion nach m. Fiir m = 0 ist nichts zu tun, und fiir den Schritt
von m — 1 auf m gelten die gleichen rekursiven Formeln:

1
[:17071:1) ey n—1,Tn, Tn41 - - - 7$n+m] = [xO)xly ey In—1yTn, T4l -+ Intm—1 + = ]
n+m
1
= [:L’o,l’l,...,IL‘nfl,[:L’n,l‘n+1,...,l'n+m,1 + H
Tn+m
= [X0, @1,y T—1, [Ty Trt 1y -« s T - O

Bemerkung 8.4. Wir erinnern an die Wirkung durch Mobiustransformationen auf P!(R). Fiir

( Z " ) € GLy(R) ist

S

PTET sofern gz 4 5 # 0,

qr+s
(p Z>:c:: o0 qr +s =0,
g p
q

T = 00.
Fiir Matrizen M7, My € GL2(R) und = € P}(R) = R U {oo} gilt dann
MI(M2$) = (MlMQ)SL‘,

wie man sofort zur Ubung selbst nachrechnet.
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Das folgende Lemma hat Ahnlichkeiten mit Matrizenrechnungen aus dem Kontext des eukli-
dischen Algorithmus, so wie dieser in Bemerkung 2.11 formuliert wird.

Lemma 8.5. Es seien ag,...,a,, ¢ € R mit x > 0 und a; > 0 fir alle 0 < i < n. Sei weiter
p r\_[a 1 ap 1 a, 1
<q5>—<1 0><1 0>m<1 0)@@@&)
Dann gilt

a)[%ﬂh“ﬁmﬂ:<gg>x
(2) lag,a1,...,an) =

Syt

Beweis. Man zeigt durch direktes Nachrechnen

B I ax+1 (a1
[a,w]fa—i—Efo EZ

Die Behauptung (1) folgt nun per Induktion nach n mit Lemma 8.3 aus

ap 1
[ao,al,...,an,x}:[ao,[al,...,an,x]]:( 10 0>[a1,...,an,x]
(a1 a; 1 ap 1 ([ p T
_<1 0><1 0)"'(1 O>x_<qs v
Behauptung (2) folgt aus (1) im Limes z — oo. O

Satz 8.6. Sei (z;)ien, eine Folge reeller Zahlen mit x; > 1 fir i > 0. Dann existiert der
Grenzwert der endlichen Kettenbriiche

[0, 21,...] := lim [xo,Z1,...,Tn].
n—oo
Beweis. Wir setzen ¥,, = [zg, 1, ..., zy] und beschreiben dies vermoge der Matrizen

o Pn Tn o o 1 zy 1 T, 1
o= ()= (o) (7 0) (o)
mittels Lemma 8.5 als

Iy =22
dn

Pn Tn _ Pn—1 Th-—1 Ty 1
dn Sn gn—1 Sn—1 1 0

folgt fiir n > 1 die Rekursion

Aus der Gleichung

Pn = TpPn—1 + Tn—1,

n = Pn—1,
Qn = Tpgn—1 + Sn—1,
Sn = 4n—1,

bei Startwerten pg = xg, 1o = 1, gqo = 1, sp = 0. Da wir nur an p, = 9¥,¢, interessiert sind,
machen wir daraus die zweischrittige Rekursion fiir n > 1

Pn = TpPn—1 + Pn—2,
n = TnQn—1 + Gn—2,

bei Startwerten pp = g, p—1 = 1, go = 1 und g_; = 0. Dies entspricht M_; = ( (1) (1) )
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Wir zeigen nun per Induktion nach n > 0 die Abschétzung

Gn > QGn-1>...>q1 > qo > 0. (8.1)
Als Induktionsanfang dient qo = 1 > 0 und ¢ = z190 + g—1 = 1 > 1 = qo. Da x; > 1 fiir alle
i > 1 folgt der Induktionsschritt!” fiir n > 2 aus

Gn = TpGn—1+qn-2 2 qn-1+ qn—2 > Qn—1-

Weiter folgt fiir alle n > 2:

2 qll <t I
TnQn—1 + Gn—2 Tp—+1 Tn+1 2

dn—2

Damit konnen wir die Werte der endlichen Kettenbriiche kontrollieren als (n > 1)
9., — & _ ZTnPn-1 + Pn—2

n = =
Gn TnQn—1 + Qn—2
_ xnﬁn—lQn—l + 1971—2(]11—2 — 9, 1+ (19 y— 1 1) dn—2
TnQn—1 + Gn—2 " " " Tndn-1+ Qn—Z’

woraus fiir alle n > 2 folgt

qn—2
I — Ot = (Ig — Oy 1) —— T2
" " (n " )ann—l+Qn—2

Die Differenz ¥,, — ¥,,—1 hat also alternierendes Vorzeichen und ist (Induktion!) wegen

qn—2 1 1
Y — 1| = [V — V1| —————— < =|Op_0 —Op_1| < —— - |91 — 0
’ n n 1’ | n—2 n 1|$nqn_1_+_qn_2 >~ 2’ n—2 n 1| >~ 2n—l | 1 O’

eine Nullfolge. Somit konvergiert die Folge (9;,)nen- O

Lemma 8.7. Sei (x;)en, eine Folge reeller Zahlen mit x; > 1 firi > 0. Dann gilt fir alle
n>0
[0, X1y vy Ty Trg1 - - o) = [T0, T1y - - - 5 Ty [Tt 1, - - -]

Beweis. Die Funktion in x € R+

f(ﬂf) = [IL’O,.’El, s 7xn7$]
ist nach Lemma 8.5 eine gebrochenrationale Funktion und daher stetig bis auf héchstens einen
Pol. Aus dem Beweis von Satz 8.6 und in der Notation desselben folgt, dafs der Pol bei der
Nullstelle von g,z + ¢n—1, also bei einer negativen reellen Zahl liegt (g, > 0 fiir alle n). Damit
ist f stetig und vertauscht mit existierenden Grenzwerten:

(20, @1, ..., Ty [Tns1s -] = f([@ngr, - ]) = F( UM [Tna1, ..o Zngam])
m—o0
= W}gnoo ([‘anrl? ) .’En+m])
= lim [z0,Z1,. .\ Zn, [Tntls- s Tntm)] (Lemma 8.3)
m—0o0
= lm [20, 1, -, Tn, Tnt1y- -+ Tntm) = [0, L1y« s Tny Tl - - -] O
m—0o0

8.2. Der Kettenbruchalgorithmus. Wir gehen nun der Frage nach, wie man eine reelle Zahl
als Kettenbruch darstellen kann. Dabei fordern wir nun Ganzzahligkeit der Teilnenner.

Definition 8.8. Ein unendlicher Kettenbruch besteht aus einer Folge (ay)n,>0 ganzer
Zahlen mit a; > 1 fiir alle ¢ > 0 und beschreibt die reelle Zahl

[ap, a1, ..., an,...] ;== lim [ag,a1,...,an].
n—oo

TDer Induktionsschritt greift auf die beiden Vorgénger zuriick und funktioniert daher erst ab n > 2.
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Der endliche Kettenbruch aus den Anfangsgliedern [ag,a, ..., ay] heift n-ter Ndherungs-
bruch.
Wir definieren fiir das Folgende die Funktion 7': R\ Z — R durch
1
T(x) =

Lemma 8.9. Es gilt fir alle x € R\ Z:
(1) T(x) ist wohldefiniert.

(2) T(x)>1.

(3) Mita=|x| haben wir x = [a,T(z)].
() z€Q < T()cQ.

Beweis. (1) Weil x = || <= z € Zist T(x) € R.
(2) Das folgt aus 0 <z — |z] < 1 fir z € R\ Z.
(3) Das ist eine einfache Rechnung

x:a—i—(:ﬂ—LxJ):a—i—Tgx):[a,T(:U)]. O

(4) Das folgt sofort aus z — T'(x)~! € Z.
Bemerkung 8.10. Im Versuch, die reelle Zahl z in einen Kettenbruch zu entwickeln, stellt
z = [a,T(z)]

mit a = |z| den Ansatz nach dem ,greedy—Prinzip“ dar. Man ist so gierig, wie es geht, und
hofft, dafs alles gut geht. Man spaltet die grofte ganze Zahl, die moglich ist, ab und verfahrt
mit dem Rest rekursiv genauso. Das ist die Idee, aber keine korrekte rekursive Definition, weil
T'(z) ja noch keine Kettenbruchentwicklung zugewiesen bekommen hat. Die korrekte Rekursion
kommt jetzt.

Beispiel 8.11. Wir probieren den Algorithmus nach dem ,,greedy—Prinzip* aus. Sei z = %. Dann
gilt
97

1
$:7:1+ﬁ:1+

1 1 1
m:1+ﬁ=1+71=[1,2,4,3,2]-
30 4+%

Satz 8.12 (Kettenbruchalgorithmus). Sei z € R. Wir definieren rekursiv eine eventuell
abbrechende Folge durch x, € R durch xo =z und

_ T(xn) falls x,, ¢ 7

il = nicht definiert falls z,, € Z.
Sodann setzen wir an, = |xn] € Z.
(1)  Die Folge (ay) hat endlich viele Folgenglieder genau dann, wenn x € Q.
(2) an >1 fir allen > 1 (sofern definiert).
(8) Fir allen >0 gilt

T = [ag,at,...,0n-1,Tn].
(4) Seix € Q und x, = a, € Z das letzte definierte Folgenglied. Dann gilt:
x = [ag,a1,...,ap].

(5) Seixz € R\ Q. Dann konvergiert der Kettenbruch [ag,a1,...], und es gilt:

x = [ag,ay,...].
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Beweis. (1) Wenn (ay,) nur endlich viele Folgenglieder hat, dann gibt es ein n > 0 mit z,, € Z,
also z, € Q. Nach Lemma 8.9 (4) schliefen wir fallend induktiv auf z,, € Q fiir alle m < n.
Dann ist auch z = 9 € Q.
Sei umgekehrt z¢ = 75 € Q mit p, q € Z teilerfremd und g > 0. Sei
p=qd+r
die Division mit Rest: d € Z und 0 < r < ¢. Dann ist d = [z und
p 1 q
— £ _4d
o (q) E—d r
Da 1 = (p,q) = (q,r) ist dies wieder ein gekiirzter Bruch. Wir sehen, daf 7T'(x) mit Zahler
und Nenner die Zahlen des Euklidischen Algorithmus zu (p, q) reproduziert. Insbesondere wird
irgendwann der ggT = 1 erreicht und dann ist x,, € Z. Die Folge bricht dann ab.
(2) Das folgt aus T'(z) > 1, Lemma 8.9 (2).
(3) Es gilt x,, = [an, Tnt1] nach Lemma 8.9 (3), so dak (3) aus Lemma 8.3 per Induktion folgt:

x = lag,ai,...,0an_1,Tn] = [ao,a1,...,an_1, [an, Tni1]] = [a0, a1, ..., an_1, Qn, Tnt1].
(4) Folgt offensichtlich aus (3).
(5) Der Kettenbruch konvergiert, weil die Voraussetzungen von Satz 8.6 nach (2) erfiillt sind.
Wir berechnen nach (3) mit der Notation von Satz 8.6
x — [ag,a1,...,an] = [ag,a1,...,an, Tnt1] — [a0, a1, ..., an] (8.2)
_ PnTpy1 + Ty _ DPn
B nTn+1 +Sn Gn
— det(M,,) B (=)
B dn - <Qn37n+1 + Qn—l) B qn * (ann-i-l + Qn—l).
Aus der Ungleichungskette (8.1)

Gn > GQn-1>...>q1>qo >0

folgt, weil alle Nenner g; ganze Zahlen sind die Abschétzung
Gn = M.
Damit gilt wegen xp41 > 1
1 1
<
qn * (ann+l + anl) n(Zn - 1)

| — [ag,a1,...,a,]| =

und so die behauptete Konvergenz

x = lim [ag,a1,...,a,] = [ag,a1,...]. O
n—oo

Bemerkung 8.13. Der Kettenbruchalgorithmus erzeugt fiir jedes = € R eine Folge
x = |ag, a1, az, . ..]

ganzer Zahlen (a; > 1 fiir i > 1) von Teilnennern, die genau dann abbricht, wenn x rational ist.
Dabei spielt die Folge von Matrizen

o ag 1 al 1 (07 1
w= () (o) (T o)
eine wichtige Rolle, denn 6,, = M,,(c0) = [ag, a1, . .., ay,] liefert die Naherungsbriiche zu x.
Fiir natiirliche Zahlen b > ¢ > 0 haben wir in Bemerkung 2.11 fiir den euklidischen Algorith-

mus zur Bestimmung des ggT'(a, b) und der Linearkombination des Lemmas von Bézout ebenfalls
eine Matrixbeschreibung angegeben:

_( —@ 1 —Qn-1 1 —q0 1
= () () (e )
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Hier sind ¢; > 0 die Ganzzahlquotienten der Division mit Rest im é-ten Schritt. Setzen wir mit
der Notation aus Bemerkung 2.11 z; = %, dann gilt ¢; = |x;| und
a; 1
Ti41 = = =T(x;).
T —qia i — g (i)
Dies zeigt, dafs euklidischer Algorithmus und Kettenbruchalgorithmus eng verwandt sind und
tiberdies etwas mit der Gruppe GL2(Z) zu tun haben.

Der Kettenbruchalgorithmus funktioniert also tatséchlich nach dem ,greedy—Prinzip“. Jetzt
wollen wir wissen, ob wir iiberhaupt eine Wahl haben, also wie eindeutig die Darstellung einer
reellen Zahl als Kettenbruch ist.

Satz 8.14. Die Kettenbruchentwicklung ist

(1) eindeutig, wenn x € R\ Q,
(2) mehrdeutig in der folgenden Form, wenn x € Q. Sei x = [ag,a1,...,a,] die Darstel-
lung aus dem Kettenbruchalgorithmus. Dann ist a, > 2, sofern n > 0 und

[ag,a1,...,an) = [ag,a1,...,a, —1,1]

ist die einzige andere Kettenbruchdarstellung von x.

Beweis. (1) Sei x € R\ Q und = = [ag,a1,...] die Darstellung aus dem Kettenbruchalgorith-
mus. Angenommen es gibt einen weiteren Kettenbruch, der den Wert z hat. Dann muf dieser
Kettenbruch ein unendlicher Kettenbruch = = [bg, b1, ...] sein, weil sonst z € Q.

Fiir jedes a € Z ist [a,2] = a + 2 als Funktion von > 0 streng monoton fallend. Sind alle
Teilnenner > 0, so ist jeder Naherungsbruch > 0 und auch der Limes (alternierend!) > 0. Daraus
folgt

[ag, a1, ...] = |ao, a1, ...]] > lim [ag,z] = ag
T—00
und )
lag, a1, ...] = [ao, [a1,...]] < [ao,[a1]] = a0 + o < ap+ 1.
Folglich ist bei [ag,a1,...] =z = [by, b1, .. ]
ag = LQJJ = b().

Aus [a, x] = [a,y] folgt x =y, so dak wir weiter auf [a1,...] = T'(z) = [b1, . ..] schliefen kdénnen.
Wenn die Kettenbruchentwicklungen verschieden sind, so gibt es ein kleinstes n mit a,, # b,.
Dies widerspricht der iteriert ausgefithrten obigen Abschitzung (per Induktion nach n zeigen
wir a, = by,).

(2) Weil [a,1] = [a + 1] folgt die Gleichheit der angegebenen endlichen Kettenbriiche aus
Lemma 8.3. Solange der Kettenbruch > 2 Teilnenner hat, argumentiert man wie in (1). Es
bleibt also der Fall x = a € Z. Dann ist die Darstellung aus dem Kettenbruchalgorithmus
x = [a]. Sei [by,...,by] oder [by,...] eine weitere Darstellung von a. Wenn m = 0, dann ist
a = by und wir haben die gleiche Darstellung. Wenn m > 1 oder der Kettenbruch unendlich ist,
dann ist mit den Abschétzungen aus (1)

1
b0<[b0,...,bm]:a§bo+b7
1

und das geht nur fiir a = by (und wieder m = 0) oder eben by = a — 1 und b; = 1. Aber dann
ist bereits a = [bp, b1] und somit muf m = 1 sein. Der Teilnenner a,, — 1 ist nur erlaubt, wenn
an > 2 ist, sofern n > 0. O

Korollar 8.15. Ein endlicher Kettenbruch ist eine Zahl in Q, ein unendlicher Kettenbruch
konvergiert gegen eine Zahl in R\ Q.
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Beweis. Die erste Teilaussage ist trivial, und die zweite Teilaussage folgt aus der Eindeutigkeit
und Satz 8.12 (1). O

Beispiel 8.16. Wir bestimmen ein paar Kettenbriiche mit dem Kettenbruchalgorithmus.

(1) Der Goldene Schnitt ¢ gilt als besonders &sthetisches Teilungsverhéltnis einer Strecke. Und
zwar habe das grofe Teilstiick zum kleinen Teilstiick dasselbe Verhiltnis wie das ganze zum
groferen Teilstiick. Sei das kleine Teilstiick der Lange normiert auf 1. Dann hat das grofsere
die Lange ¢ und das Ganze die Lange 1 + . Gefordert ist nun

1+

2
oder ¢? = ¢ + 1. Aus der Nebenbedingung ¢ > 1 folgt sofort

1++5

¥

Dann ist ag = |¢] = 1 und

Wir finden somit
@ =[1,¢]
und finden die Kettenbruchentwicklung durch iteriertes in sich selbst Einsetzen als

o=1[1,1,1,1,1,1,1,.. ].

Der Goldene Schnitt hat demnach die Kettenbruchentwicklung mit den kleinsten méglichen
Teilnennern. Damit konvergiert die Folge der Naherungsbriiche fiir den Goldenen Schnitt
am langsamsten unter allen reellen Zahlen.

(2) Esgilt

e=102,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,.. ]

und es gilt genau das, wonach es aussieht! Die Kettenbruchentwicklung der Eulerschen
Zahl e ist also sehr regelméfhig!

(3) Dasselbe kann man von der Kreiszahl 7 nicht behaupten:

r=1[3,7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,1,14,2,1,1,.. .

Hier sind die Ndherungsbriiche interessant:

22 333 355

" 77106° 113

Das wird also schnell sehr genau und beinhaltet die bereits aus dem Altertum bekannten
Approximationen! Das ist kein Zufall.

~ 3,14159292. ...

8.3. Diophantische Approximation mit Kettenbriichen. Die Kettenbruchentwicklung ei-
ner reellen Zahl z flihrt mit den Naherungsbriichen zu einer ausgezeichneten Folge rationaler
Zahlen :Z—Z mit

. Pn
z = lim —.
n—oo qn

Die Naherungsbriiche optimieren die Approximation von x mit moglichst kleinen Nennern.

Beispiel 8.17. Das tropische Jahr, das die Position der Jahreszeiten im Kalender konstant hélt
und daher in der origindren Absicht einer Kalenderkonstruktion méglichst gut approximiert
werden soll, hat laut Wikipedia

a = 365, 24219052
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Tage. Die Schaltjahrregelung des Gregorianischen Kalenders fiihrt zu einer durchschnittlichen
Jahreslédnge von

1 1 1 97
365 4+ — — — + — = 365— = 365, 2425.
+ 4 100 + 400 400 ’

Damit geht der Gregorianische Kalender in

1

~ 3231
365, 2425 — 365, 24219052 323

Jahren um einen Tag falsch.
Vergleichen wir dies mit der Kettenbruchentwicklung

a = [365,4,7,1,3,19,1,20,18,1,3, .. ]
und den Naherungsbriichen
[365] = 365
[365,4] = 365% = 365,25

7
365, 4.7) = 36555 ~ 365,2413...

8
(365,47, 1] = 36555 ~ 365,2424..

31
(365,47, 1,3] = 3655 ~ 365, 2421875.

Schlagen wir daher als alternative Schalttagsregelung

365 3L _ 365 + LU S 365, 2421875
128 4 1287

vor, also alle 4 Jahre ein Schalttag, aber alle 128 Jahre doch kein Schalttag. Diese Schalttagsre-
gelung geht in
1
365, 24219052 — 365,2421875

Jahren um einen Tag falsch. Die Periodenldnge der Regelung ist mit 128 kiirzer als die offiziellen
400, aber trotzdem dauert es 100-Mal léanger, bis der Kalender um einen Tag falsch lduft.

~ 333125

Bemerkung 8.18. Natiirlich kann man jede reelle Zahl beliebig genau durch rationale Zahlen
approximieren: Q liegt dicht in R. Wir betrachten eine Approximation von x € R durch eine
rational Zahl g als besonders gut, wenn bei moglichst kleinem Nenner ¢ ein moglichst kleiner

Fehler |z — 2] erreicht wird.

Definition 8.19. Eine reelle Zahl z € R heifst durch rationale Zahlen approximierbar
von Ordnung r, wenn es eine Konstante ¢ = ¢(x, k) gibt, so da unendlich viele (gekiirzte)
%’ € Q existieren mit
e -2 <2
q q
Bemerkung 8.20. (1) Sei » > 0. Wenn man auf die Bedingung ,gekiirzt* verzichtet, dann
macht man sich das Leben nur schwerer: dieselbe rationale Zahl hat dann ein grofieres ¢

und muf dann z genauer approximieren (der erlaubte Fehler % wird kleiner).

Ein Sonderfall ist x = g € Q, bei dem jedes z—g eine gute Approximation darstellt. Diese
wollen wir nur als eine Approximation ansehen, also eben doch auf gekiirzten Briichen
bestehen (aber eben nur zu diesem Zweck).
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(2) Wenn 0 <r < s, dann ist

c c
¢ 7
und z € R ist durch rationale Zahlen approximierbar von Ordnung r, wenn x sogar von
Ordnung s approximierbar ist. Je grofer der Exponent, desto stérker die Aussage.

Proposition 8.21. Jedes x € R ist von Ordnung 1 approxzimierbar durch rationale Zahlen.

Beweis. Zu q¢ € N betrachten wir dasjenige p mit p < gqr < p + 1. Dann ist z im Intervall
. P ptl 5 1
{y; & <y <P} der Lénge ; und
1
z— L2 < = 0
q q

Proposition 8.22. Sei e > 0 und sei x € R von Ordnung 1 + € approximierbar durch
rationale Zahlen. Dann ist © ¢ Q.

Beweis. Sei x rational, x = ¢ als gekiirzter Bruch und von Ordnung 1+ ¢ approximierbar. Dann
gibt es ¢ > 0 und unendlich viele gekiirzte g mit

C
q1+€

\m—g\<
q

Wir diirfen also annehmen, daf § # g gilt. Demnach ist aq — bp € Z von 0 verschieden, also

lag — bp| > 1.
Daraus folgt nun
c P aq — bp 1

= > e - =] 5 | > b

q q q
oder aquivalent

be > ¢°.

Da b und c fest sind, gibt es nur endlich viele ¢, die in Frage kommen, ein Widerspruch. (]

Bemerkung 8.23. Der Beweis von Proposition 8.22 enthélt die Hauptidee der diophantischen
Approximation: zwischen 0 und 1 liegt keine weitere ganze Zahl.

Proposition 8.24 (Dirichlet). Jedes x € R\ Q ist von Ordnung 2 approzimierbar durch
rationale Zahlen.

Beweis. Sei Q € N gegeben. Wir betrachten von den Q-vielen Zahlen
x,2x,...,qT,...,Qr

die gebrochenen Anteile (y) := y — |y] im (halboffenen) Einheitsintervall [0, 1), oder dquivalent
in R/Z. Dazu unterteilen wir das Intervall in die (halboffenen) Intervalle

EEe
Q Q

firi =0,...,Q—1. Wenn einer der (gx) im Intervall [0, é) liegt, dann gilt hier fiir p = |gz| € Z

— 1 1 1
Py e UQ 1 1

=— <
q q q q qQ ~ q



72 JAKOB STIX

Wenn das Intervall [0, 5) keinen der Werte (gz) abbekommt, dann verteilen sich die @Q-vielen

Werte auf @) — 1-viele restliche Intervalle (Schubféicher), so daf nach dem Dirichlet’schen Schub-
fachprinzip ein Intervall existiert, in dem mindestens 2 Werte auftreten. Sei daher 1 < a < b < Q

und 1 <7< @Q — 1 mit
o
m@ﬂme{ll+>.

Q Q
Dann ist mit ¢ = b — a, erstens 1 < ¢ < @ und zweitens gz = (bz) — (ax) + p fir ein p € Z.
Daraus folgt
p,_qx—p, _ (bx)—{ax) _1/Q 1 _ 1
o 2| = 12272 < <@ <
q q q q q q
Insgesamt haben wir nun bewiesen, dafs es zu jedem @ ein 1 < ¢ < @ und p € Z gibt, mit
1
e —21< .
¢ " qQ

Sei % fixiert. Fiir Q — oo geht die rechte Seite nach 0, wihrend die linke Seite konstant und
> 0 ist, weil x ¢ Q. Daher kommt jedes feste % nur fiir endlich viele @ in Frage. Es muf daher
unendlich viele verschiedene g geben mit

1
el

Eine algebraische Zahl in C ist die Nullstelle eines nichtkonstanten Polynoms mit Koeffizi-
enten aus Q. Das folgende Ergebnis kénnen wir im Rahmen dieser Vorlesung nicht beweisen.
Thue'® und Siegel'” haben Vorarbeiten mit grokeren Werten als 2 + ¢ geleistet, aber bereits die
wesentliche Strategie zum Beweis benutzt. Roths?’ Beitrag wurde 1958 mit der Fields-Medaille
gewlirdigt.

x—BS U
|
q

Theorem 8.25 (Thue—Siegel-Roth). Sei xz € R eine algebraische Zahl und € > 0. Dann ist
x nicht von Ordnung 2 + & approximierbar durch rationale Zahlen. Fir jedes ¢ > 0 hat die

Ungleichung

-2 < -

q q2+€
nur endlich viele gekiirzte Losungen }EO € Q.

Die besten Approximationen entstammen der Kettenbruchentwicklung:

Satz 8.26. Seix € R\ Q.

(1) Seix = [ag,ai,...| die Kettenbruchentwicklung von x, und sei
Pn Tn \ _ [ a0 1 a; 1 a, 1
(2 2)=(13)(1 ) (% b)eoum
Dann ist fiir alle n > 0 der Nédherungsbruch g—: = [ag, a1, ..., ay,] bereits gekiirzt, d.h.,
(Pn,qn) = 1, und firn > 1 gilt
1 1
|z — ]ﬁ\ < <

dn ant+1qs ~ %
(2)  Fir alle n > 1 ist mindestens eine der beiden Abschdtzungen erfillt:

1 1
| <55 oder |a:—pn+1]< o
W 2q; Int1 2G5

18 Axel Thue (1863-1922), norwegischer Mathematiker.
Ycarl Ludwig Siegel (1896-1981), deutscher Mathematiker, Professor in Frankfurt 1922-1935.
20K]aus Friedrich Roth (1925-2015), aus Deutschland stammender britischer Mathematiker.


https://de.wikipedia.org/wiki/Axel_Thue
https://de.wikipedia.org/wiki/Carl_Ludwig_Siegel
https://de.wikipedia.org/wiki/Klaus_Friedrich_Roth
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(8) Wenn p,q € Z teilerfremd mit ¢ > 0 sind und
p 1
—_ = < —_—

gilt, dann ist g ewn Néiherungsbruch aus der Kettenbruchentwicklung von x.

Beweis. (1) Wir wissen bereits aus Lemma 8.5, dafs
Pn
dn

gilt. Ein gemeinsamer Teiler von p, und ¢, teilt

der(( 11 ;)Film(ﬁi;):iL

Daher sind p,, und ¢, teilerfremd. Weiter gilt nach der Rechnung (8.2) aus Satz 8.12 mit dem
Restglied xp41 > any1 >1

= lag,a1,...,an)

. @ _ PnTpt+1 + Pn—1 _ pl _ <_1)n+1 (8 3)
dn AnTn+1 + Gn—1 dn Qn(ann-H + Qn—l) ’
daher ) . ) )
o — ) = < < <
qn Qn(QHxn+1 + anl) QH(QnanJrl + anl) (QH) an+1 qn
(2) Nach (8.3) und mit ap+1 = |Tpy1]| sowie Tpp1 = [Gnt1, Tnt2] = Ant1 + xn1+2 und g1 =
Gnln+1 + Gn—1 berechnen wir
1 1
[ A G S Y +
dn dn+1 Qn(ann—i—l + Qn—l) Qn-i-l(Qn—i—lxn-‘rQ + Qn)
1 1
= +
qn(QnJrl + Qn/anrQ) dn+1 (Qn+1l'n+2 + Qn)
An+1Tni2 + qn 1

GnGn+1(dn+1Tn+2 + qn)  Gnngr
Nach der Ungleichung zwischen geometrischem und quadratischem Mittel

a? + b2
b <
Vab < 5
folgt
_ Pnt1 1 1 1

o= 22| 4 o = <57t o
dn gn+1 gn4n+1 2qn 2qn+1
Es konnen demnach nicht beide behauptete Abschitzungen gleichzeitig versagen (Gleichheit
kommt nicht in Frage, weil x ¢ Q).
(3) Sei £ = [ag, ..., ax] eine Kettenbruchentwicklung der rationalen Zahl p/q. Wir haben die
folgende Freiheit:

E:[a an] = lag,...,an, —1,1] wenn a, > 2
0s++ s %n [ag,...,an—1 +1] wenn a, = 1.

Damit dirfen wir uns die Paritdt von n wiinschen. Wir richten es so ein, daft es ein 0 < § < 1
gibt mit

D o
=2 ().
T 7 +(-1) 20
Wir schreiben nun mit der Notation von Satz 8.6 fiir ein geeignetes £ € R U {oo}
z = [ag,. .., an, €] _ Pn& +Pn-1

né + qn-1
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Das & bestimmt sich eindeutig aus

T4n—1 — Pn—1

<= —Zgn + Pn

und ist & # oo, weil p,, /¢, # =, denn nach Voraussetzung ist ¢ Q. Aus
(cpl g P Pebt P pa —detM) (D"
2¢* ¢ G&tdm-1 G @@+ an-1) (@€ + gn-1)

folgt

(g€ + qn—1) = 2q
und weiter

R [ B

)

weil § < 1 und g,—1 < g, = gq. Wir setzen nun
& = lait1, .-, an &,
so dafs & > a;41 > 1 und
x = lag,...,an, & = [ag,...,a;&].

Hieraus liest man ab, dak a;+; = [§ ] und somit nach Satz 8.12 dies den Anfang der Kettenbru-
chentwicklung von x beschreibt. O

UBUNGSAUFGABEN ZU §8

Ubungsaufgabe 8.1. (1) Bestimmen Sie den Wert von [1,2,3,4,5].
(2) Bestimmen Sie den Wert von [5,5,5,---].
(3) Bestimmen Sie den Wert des unendlichen periodischen Kettenbruchs

2,1,4,2,1,4,.. ].

Ubungsaufgabe 8.2. (1) Stellen Sie —% als Kettenbruch mit ganzen Zahlen dar.

(2) Stellen Sie v/7 als Kettenbruch mit ganzen Zahlen dar.

Ubungsaufgabe 8.3. Bestimmen Sie die Kettenbruchentwicklung von %. Vergleichen Sie diese

mit dem euklidischen Algorithmus zur Berechnung des gg'Ts von 90901 und 68845.

Ubungsaufgabe 8.4 (Endliche Kettenbriiche). Sei (a;)ien, eine Folge ganzer Zahlen mit a; > 1
fiir ¢ > 0. Fiir jedes n € Ny definieren wir

(pn N\ [ a1 ar 1y [(ap 1
=)= (7o) (1 a) (o)

so dafs Zq)*: = lag,a1,...,a,] gilt. Zeigen Sie folgende Behauptungen fiir alle n € N:
(1) [anaanfl,...’ahao]:z%.
(2) [an;anfl,-..val] = q:zliil

Ubungsaufgabe 8.5 (Kettenbriiche zu Quadratwurzeln 1). Sei m > 2 eine ganze Zahl. Berechnen
Sie die Kettenbruchentswicklung von v'm?2 + 1.

Ubungsaufgabe 8.6 (Kettenbriiche zu Quadratwurzeln 2). Es sei m > 2 ein natiirliche Zahl.

(1) Bestimmen Sie die Kettenbruchentwicklung von v/m? — 1. Achten Sie dabei auf die Pe-
riodizitat des Kettenbruchs.
(2) Berechnen Sie fiir m = 2 die ersten vier Niherungsbriiche von /3.
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Ubungsaufgabe 8.7. Sei x € R\ Q mit Kettenbruchentwicklung 2 = [ag, a1, @s) (der rein
periodische Kettenbruch mit Periode ag, - - - ,a,) und ag # 0. Weiter sei (Z—") N die Folge der
n/ne
Naherungsbriiche von . ’
(a)  Zeigen Sie, dak gilt:
Pn - [anvan—la'” 70/0] und n = [aTwan—l?”' 7a1] .
Pn—1 qn—1
(b)  Zeigen Sie, daf x eine Wurzel des Polynoms ¢, X2 — (pn, — gn_1)X — pn_1 ist.
(¢)  Seiy := [an,an_1, " ,a0]. Zeigen Sie mit Hilfe von (a), daf —i die andere Wurzel des

Polynoms ¢, X? — (pn — gn—1)X — pp—1 ist.
Ubungsaufgabe 8.8. Seien by,by € R mit 1 < by < bg. In dieser Aufgabe berechnen wir die
Kettenbruchentwicklung von logy, (b1).
(1) Zeigen Sie, dak eine ganze Zahl ny existiert, so daf folgende Ungleichung gilt:
b < by < b
(2) Zeigen Sie, dak b; und n; fiir alle ¢ € N existieren, so dak folgende Ungleichung gilt:

Ti41 niy1+1
by <bi<byy -
Hinweis: Die Zahl b;q ist durch bjy1 = bg% definiert.

(3) Folgern Sie, dafs die Kettenbruchentwicklungl von logy, (b1) durch [0,71, 72, -] gegeben
ist.
(4) Berechnen Sie n; und ng fiir by = 10 und b, = 2.

Ubungsaufgabe 8.9. Die reelle Zahl y habe eine Kettenbruchentwicklung y = [ag, a1, az,...] mit
wie {iblich ag € Z und a; > 1 aus Z fiir alle i > 1. Der n-te Naherungsbruch (in gekiirzter Form)
sei

Pn

dn
und wir nehmen an, daf fiir alle n € N gilt

= [ag,a1,...,an],

Gn+1 2 Qn-
Zeigen Sie, daf y keine iiber Q algebraische Zahl ist.

Ubungsaufgabe 8.10. Sei ¢ > 0 und sei « eine irrationale Zahl. Angenommen die Kettenbruch-
entwicklung o = [ag, a1, ag, . ..] besitzt unendlich viele Eintrage mit

An+1 > qu
wobei ¢, der Nenner des n-ten Naherungsbruchs von a bezeichne.

(1) Finden Sie ein Beispiel einer irrationalen Zahl, die nicht die obige Bedingung erfiillt.
(2) Beweisen Sie, daf
[1,10",10%,10%,.. ]
die obige Bedingung erfiillt.
(3) Zeigen Sie, daf wenn « die Bedingung erfiillt, so ist « transzendent.
Hinweis: Nutzen Sie das Thue-Siegel-Roth Theorem.
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Teil 2. Arithmetik in Restklassenringen
9. DER CHINESISCHE RESTSATZ

9.1. Algebraisch: Teilbarkeit und Kongruenzrechnung. Wir haben bisher Kongruenzrech-
nungen als Rechnung in ganzen Zahlen oder allenfalls noch mit Briichen, die zum Modulus
teilerfremde Nenner haben, betrachtet. Wir gehen nun einen Schritt konsequenter vor.

Sei m > 1 eine natiirliche Zahl. Wir wissen bereits aus Bemerkung 3.3, daft Kongruenz modulo
m eine Aquivalenzrelation auf Z definiert. Wir schreiben nun

[a] ={b€Z; b=a (modm)}
fiir die Aquivalenzklasse modulo m, die die ganze Zahl a enthélt. Diese besteht aus allen Zahlen

der Form a + mx mit x € Z, kurz

[a] = a + mZ.

Definition 9.1. Der Ring der Restklassen modulo m ist der Ring
Z/mZ
bestehend aus den Aquivalenzklassen der Kongruenzrelation modulo m. Addition und Mul-
tiplikation sind vertreterweise definiert (und wohldefiniert!):
[a] + [8] := [a + 0],
[a] - [b] := [ab].

Bemerkung 9.2. (1) Die Menge Z/mZ ist in der Tat ein kommutativer Ring mit Eins [1]. Das
haben wir, wenn wir die Kongruenzrechnung verinnerlicht haben, eigentlich schon immer
gewuftt: wir rechnen mit Vertretern, aber entscheidend ist nur die Kongruenzklasse modulo
m. Die Wahl des Vertreters spielt fiir das Ergebnis als Kongruenzklasse keine Rolle, siche
Proposition 3.4.

(2) Der Ubergang a + [a] zur Restklasse modulo m ist ein Ringhomomorphismus Z — Z/mZ.
Die Homomorphieeigenschaft besagt gerade

[a +b] = [a] + (8],
[ab] = [a] - b],

also dall man in Z/mZ vertreterweise rechnen darf und muf. Rechnen in Z/mZ ist
nichts anderes als das Rechnen mit Kongruenzen modulo m.

Proposition 9.3. Sei m eine natirliche Zahl.

(1)  Der Ring Z/mZ hat genau m Elemente.

(2)  Fir jedes a € Z sind die Elemente
[a]a[a+1]v'-"[a+m7]‘]

die m verschiedenen Elemente von Z/mZ.
(8) Fira€Zistm|a < [a] =0¢€ Z/mZ.

Beweis. Trivial. O

9.2. Algebraisch: Faktorisierung in Primpotenzen — der Chinesische Restsatz. Seien
m | n natiirliche Zahlen und a,b € Z. Wenn n | a — b, dann gilt auch m | a — b. Jede Kongruenz-
klasse modulo 7 ist also in einer einzigen Kongruenzklasse modulo m enthalten. Bezeichnen wir
voriibergehend zur Abgrenzung diese Klassen mit [a],, bzw. [a],,, dann heift das [a], C [a],, als
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Teilmenge von Z. Wenn wir die Aquivalenzklassen aber als Elemente der jeweiligen Restklassen-
ringe auffassen, dann bedeutet diese Beobachtung, dafs

Z/nZ — 7/mZ
[aln = [a]m
wohldefiniert ist. Aufferdem ist es ein Ringhomomorphismus.

Definition 9.4. Seien A und B Ringe (mit Eins). Dann ist auf der Produktmenge
Ax B={(a,b); ac A,be B}
durch komponentenweise Addition und Multiplikation, also
(a1,b1) + (az2,b2) := (a1 + az, by + b2)
(a1,b1) - (ag,bz) := (a1 - az, by - ba),

eine Ringstruktur (mit Eins (1,1)) definiert. Die notigen Rechengesetze erbt A x B au-
tomatisch von seinen Faktoren A und B. Der Ring A x B wird Produkt von A und B
genannt.

Satz 9.5 (Chinesischer Restsatz). Seien n und m teilerfremde natirliche Zahlen. Dann ist
Z/nmZ — Z/mZ x L/nZ

[alnm = ([alm, [a]n)

ewn Isomorphismus von Ringen.

Beweis. Die angegebene Abbildung ist wohldefiniert und offensichtlich mit Addition und Mul-
tiplikation vertrédglich. Es bleibt einzusehen, daf die Abbildung bijektiv ist. Beide Seiten haben
nm Elemente. Daher reicht es nur eine der beiden Eigenschaften ,injektiv* oder ,surjektiv* nach-
zuweisen. Wir machen beides, um zu illustrieren, wie das nette Abzéhlargument Arbeit spart!

Angenommen [alp,, und [b],m, gehen auf das gleiche Paar. Dann ist [a], = [b],, alson |b—a
und genauso m | b—a. Damit ist b—a ein gemeinsames Vielfaches von n und m. Wegen (n,m) = 1
ist kgV(n, m) = nm, also nm | b— a, siche Lemma 2.22, oder eben [a]nm = [b]nm. Die Abbildung
ist also injektiv. (Es hétte gereicht, aus [a],m geht auf 0 auf [a],m, = 0 zu schliefsen.)

Wir zeigen nun Surjektivitét. Sei [a],, und [b],, gegeben. Dann suchen wir ein x € Z, so daf
x = a (mod m) und gleichzeitig * = b (mod n) gilt. Weil n, m teilerfremd sind, gibt es nach
dem Lemma von Bézout 2.10 ganze Zahlen u, v mit

1 =un+vm.
Dann tut £ = aun + bvm das Gewlinschte:
[x]n, = [aun + bum],, = [buvm],, = [b(1 — un)], = [b]n,

[]m = [aun + buvm)]y, = [aun]y, = [a(1 —vm)]m = [a]m. O

Korollar 9.6. Sei m = [[;_, m; ein Produkt paarweise teilerfremder Faktoren. Dann ist
Z/mZ — Z)miZ X ... X L/m,Z
[a]m = ([a]m)1<i<r
ein Isomorphismus von Ringen.

Insbesondere, sei n = [[i_, p;’ die Primfaktorzerlequng von n € N mit paarweise ver-
schiedenen Primzahlen p;. Dann gilt

ZInZ ~Z|p7'Z % ... X L|pi L.
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Beweis. Per Induktion nach der Anzahl der Faktoren r aus Satz 9.5. Der Induktionsschritt
benutzt die zwei Faktoren mq und m’ := ms-...-m,.. Diese sind teilerfremd, weil ein gemeinsamer
Primteiler p | (mq, m’) als Teiler des Produkts m’ ein Teiler von einem der Faktoren m;, 2 <1i <r
wére und damit dann (my,m;) # 1, Widerspruch. O

Beispiel 9.7. Aus Satz 9.5 folgt sofort
Z)6Z x Z)35Z ~ ZJ10Z x Z)217 ~ 7147 x Z/15Z,
weil alle drei Gruppen nach dem Chinesischen Restsatz isomorph zu Z/2107Z sind.

Korollar 9.8. Sei m = [[_; m; ein Produkt paarweise teilerfremder Faktoren, und seien
a; €EZ firi=1,...,r. Dann haben die Kongruenzen

X =a; (mod my)

fir allei =1,...,r eine eindeutige simultane Losung [{] € Z/mZ. Das heifit, es gibt & € Z,
so dafs

El=€¢4+mZ={x€Z; x=a; (modm;) firalel <i<r}
und dieses & ist eindeutig bis auf Kongruenz modulo m (weil eben nur die Restklasse [€]
eindeutig ist).

Beweis. Das folgt sofort aus Korollar 9.6, denn die Losungsmenge entspricht der Menge aller
x € Z, so dak [z],, unter dem Isomorphismus des Chinesischen Restsatzes auf das Tupel der
[ai]m, fiir alle 1 < ¢ < r abgebildet wird. Nach Korollar 9.6 gibt es so eine Restklasse, und sie
ist auch eindeutig. O

Bemerkung 9.9. Wenn man den Beweis von Korollar 9.8 zu seinem argumentativen Kern zurtick-
verfolgt, bekommt man das folgende Verfahren zur Bestimmung der Losung. In der Notation
des Korollars setzen wir fiir i =1,...,r

m; = Hmj,
J#i
so dal m = m;-m} und (m;, m;) = 1. Wir wenden den euklidischen Algorithmus an, um u;,v; € Z
zu finden mit
uim; +vym;, = 1

so wie das Lemma von Bézout, Lemma 2.10, dies verspricht. Dann gilt

0 od m;) fiir alle j # 1,

e; 1= vym! = (mod m;) fiir alle j # 1
1—um; =1 (mod m;).

Aus den Idempotenten e; kombinieren wir linear eine Losung &y der simultanen Kongruenzen

X = a; (mod m;) als
f=)_ ae.
i=1

Die Menge aller Losungen aus Z ist dann [§y] = & + mZ.

UBUNGSAUFGABEN ZU §9
Ubungsaufgabe 9.1. Seien n, m natiirliche Zahlen. Sei d = (n,m) und D = [a, b]. Dann gilt
Z/nZ x Z/mZ ~ L.)dZ x L./ DZ.

Ubungsaufgabe 9.2 (Wilson fiir Primzahlzwillinge). Bestimmen Sie, in Abhéingigkeit von n > 3
ungerade, ein a € {0,1,2,...,n(n+2) — 1}, so dak gilt:

(n,n + 2) ist ein Primzahlzwilling < —4(n—1)!=a mod n(n + 2).
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Ubungsaufgabe 9.3 (von Theresa Kumpitsch).

Der kleine Carl Friedrich geht auf den Markt und kauft Eier, die er lose in einem Korb
platziert. Als er auf dem Heimweg eine brilliante Idee zu einem mathematischen Problem hatte,
lies er vor Schreck den Korb fallen und alle Eier zerbrachen. Er moéchte zum Markt zuriick, um
die Eier zu ersetzen, hat aber vergessen, wie viele Eier in seinem Korb waren. Er weift nur noch:
Wenn die Eier auf 3er-Kartons aufgeteilt wurden, blieben 2 Eier tibrig, als er die Eier in 4er, 5er
oder 6er-Kartons aufteilte, blieben 3, 4 bzw. 5 Eier iibrig. Nur bei der Aufteilung in 7er-Kartons

blieben keine Eier {ibrig.
Was ist die kleinste mogliche Menge an Eiern, die Carl Friedrich in seinem Korb hatte?

Ubungsaufgabe 9.4. Es gibt beliebig viele aufeinanderfolgende ganze Zahlen, die alle nicht als
Summe zweier Quadrate darstellbar sind.
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10. EINHEITEN IN RESTKLASSENRINGEN

10.1. Der Chinesische Restsatz fiir Einheiten. Wenn a = b (mod m), dann gibt es k € Z
mit b = a + km und daher

(a,m) = (b,m).
Daher ist das Folgende wohldefiniert.

Definition 10.1. Eine teilerfremde Restklasse modulo m ist ein [a] € Z/mZ mit
(a,m) = 1, also eine Restklasse in der ein (dquivalent jeder) Vertreter zu m teilerfremd
ist.

Bemerkung 10.2. Die Losungstheorie der Kongruenzgleichung aX =1 (mod m) besagt, dak es
genau dann eine Losung gibt, wenn (a,m) = 1, also wenn [a] eine teilerfremde Restklasse ist. Es
gibt dann =z € Z mit [a] - [z] = 1.
Wir erinnern: Elemente eines Rings R mit einem multiplikativen Inversen heiffen Einheiten
und bilden eine Gruppe
R*={a€R; Ix€eR:ax=1}
beziiglich Multiplikation.

Proposition 10.3. Seim € N. Die Menge der zu m teilerfremden Reste bildet eine abelsche
Gruppe

(Z/mZ)*
beziiglich der Multiplikation. Diese Gruppe hat die Ordnung @(m).

Beweis. Die Einheiten eines jeden Rings bilden eine Gruppe. Stellt man die Einheiten in Z/mZ
durch Division mit Rest eindeutig mit einem Vertreter r in 0 < r < m — 1 dar, dann ergibt sich

(Z/mZ)* ={[r]€Z/mZ ; 0<r<m-—1, (r,m) =1}
und dies ist genau die Menge, deren Machtigkeit die Eulersche @-Funktion definiert. O

Satz 10.4 (Chinesischer Restsatz fiir Einheiten). Seien n und m teilerfremde natirliche
Zahlen. Dann ist

(Z/nmZ)* — (Z/mZ)* x (Z/nZ)*
[alnm > ([a]m. [a]n)

ein Isomorphismus von abelschen Gruppen.

Beweis. Das ist nichts anderes als die Einschrénkung des Isomorphismus des Chinesischen Rest-
satzes, Satz 9.5, auf die Einheitengruppe der Ringe

(Z/nmZ)* ~ (Z/mZ x Z/nZ)*

verbunden mit der Beobachtung, daf fiir alle Ringe A, B gilt (A x B)* = A* x B*.

Etwas direkter: eine Restklasse [a] ist teilerfremd modulo mn, wenn sie keinen gemeinsamen
Teiler mit nm also weder mit m noch mit n hat. Dies zeigt, dak die (Produkte der) Einheiten-
gruppen durch den besagten Isomorphismus bijektiv aufeinander abgebildet werden. O

Korollar 10.5. Sei m = [[._, m; ein Produkt paarweise teilerfremder Faktoren. Dann ist
(Z)mZ)* — (Z)miZ)* % ... x (Z]m,Z)*
[a]m = ([a]m;)1<i<r

ein Isomorphismus abelscher Gruppen.
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Insbesondere, sei n = []i_, p;"* die Primfaktorzerlegung von n € N mit paarweise ver-
schiedenen Primzahlen p;. Dann gilt

(Z/nZ)* ~ (Z/pT*Z)* X ... % (Z/p]*" L)

Beweis. Klar. O

Korollar 10.6. Die Eulersche @-Funktion ist multiplikativ.

Beweis. Das wissen wir bereits mit einem kombinatorischen Beweis seit Korollar 7.23, aber es
folgt auch fiir teilerfremde n und m auf algebraische Weise aus

o(nm) = #(Z/nmZ)* = # (Z/mZ x Z/nZ)* = #(Z/mZ)* - #(Z/nZ)* = p(m)p(n). O

Bemerkung 10.7. (1)  Mit der alternativen Definition ¢(m) = #(Z/mZ)* hat man eine alge-
braische und konzeptionelle Definition der Fulerschen ¢-Funktion. Die Multiplikativitét,
die wir in Korollar 7.23 hintenrum und auf undurchsichtige Art und Weise erhalten ha-
ben, findet nun als numerische Konsequenz des Chinesischen Restsatzes fiir Einheiten eine
befriedigend natiirliche Erklarung.

(2)  Wir reproduzieren nun durch ein arithmetisches Argument die Formel aus Beispiel 7.24
fiir die Eulersche ¢-Funktion. Sei p eine Primzahl. Dann gilt fiir alle m > 1

(™) = (p— 1",
denn genau die p™~! durch p teilbaren Reste 1 < r < p™ sind nicht zu p™ teilerfremd.
Sein =1[;_, p;"* die Primfaktorzerlegung von n € N. Es gilt dann aufgrund der Multi-
plikativitat von ¢ die Formel
T

p(n) = [[mi - p".

i=1

Satz 10.8 (Euler — kleiner Fermat). Sei m € N und a € Z teilerfremd zu m. Dann gilt

a?™ =1 (mod m).

Beweis. Multiplikation mit [a] ist eine Bijektion auf der Menge (Z/mZ)* der teilerfremden

Reste. Daher gilt
a?m . H r = H ar = H x (mod m).
z€(Z/mZ)* z€(Z/mZ)* z€(Z/mZ)*

Kiirzen des Faktors H:EG(Z Jmz)x T liefert die Behauptung. O
Bemerkung 10.9. Da ¢(p) = p—1 gilt fiir Primzahlen p, ist Satz 4.30 ein Spezialfall von Satz 10.8.

Bemerkung 10.10. Der kleine Satz des Fermat stellt ein notwendiges Primzahlkriterium dar. Sei
ein n € N gegeben und 2 < a < n. Dann ist n hochstens dann Primzahl, wenn

a"'=1 (modn)

gilt. Wenn n keine Primzahl ist, dann gilt entweder d = (a,n) # 1 und man hat mit d sogar
einen Teiler von n gefunden. Oder (a,n) = 1 und a" ! nimmt heuristisch gesehen jeden der
moglichen o(n) teilerfremden Werte mit Gleichverteilung zufillig an. Die Kongruenz o™~ ! =
(mod n) hat dann eine Wahrscheinlichkeit von 1/¢(n).

Nach ¢ Versuchen mit in Z multiplikativ unabhénigigen a (also zum Beispiel den ersten ¢
Primzahlen), bei denen stets der Rest a”~! = 1 (mod n) herauskommt, ist die Zahl n nach
dieser Heuristik nur noch mit Wahrscheinlichkeit 1/p(n)! keine Primzahl. Leider kann man auf
diese Weise nicht beweisen, daf eine Zahl Primzahl ist.
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Definition 10.11. Man nennt eine natiirliche Zahl n > 2 eine Fermat—Pseudoprimzahl
zur Basis a € N, wenn
(i)  n keine Primzahl ist,

(ii)  a teilerfremd zu n ist,
(iii) und "~ ! =1 (mod n).

Beispiel 10.12. Beispiele fiir Fermat—Pseudoprimzahlen zur Basis 2 sind (bis 10.000):

341,561, 645, 1105, 1387, 1729, 1905, 2047, 2465, 2701, 2821,
3277, 4033, 4369, 4371, 4681, 5461, 6601, 7957, 8321, 8481, 8911, . . .

Bemerkung 10.13. Eine Carmichaelzahl ist eine natiirliche Zahl n > 2, die bezliglich aller zu n
teilerfremden Zahlen a eine Fermat—Pseudoprimzahl zur Basis a ist. Die Carmichaelzahlen sind
also genau die natiirlichen Zahlen, fiir die der Primzahltest durch den kleinen Fermat versagt
(es sei denn, man zieht den extrem unwahrscheinlichen Fall, dafs die gewéhlte Basis a ein Teiler
von n ist).

Beispiele fiir Carmichaelzahlen sind (bis 100.000)

561, 1105, 1729, 2465, 2821, 6601, 8911, 10585, 15841, 29341,
41041, 46657, 52633, 62745, 63973, 75361, . ..

Theorem 10.14 (Alford, Granville, Pomerance 1994). Es gibt unendlich viele Carmichael-
zahlen.

Genauer gibt es ein xg, so daf fir alle x > x¢ die Zihlfunktion der Carmichaelzahlen
abgeschdtzt werden kann zu

#{n ; n <z und n ist Carmichaelzahl} > x2/7,

10.2. Primitivwurzeln. Wir sind an der Struktur von (Z/nZ)* als abelsche Gruppe interes-
siert. Der Chinesische Restsatz reduziert diese Frage auf den Fall einer Primpotenz n = p™. Man
bestimmt durch Ausprobieren:

n | o(n) Vertreter erzeugt von:
21 1 || (Z2Z)° = 0 5!

3] 2 (z/32)* ~ Z/27Z {1,2} 2]

4l 2 || (z/az)* ~ z)22 {1,3) [3]

5| 4 ||(z/52)* ~ zZ/4Z {1,2,3,4} 2]

6| 2 | (z/62)* ~ z)22 (1,5} B

7| 6 | (z/rm)* ~ z/6L {1,2,3,4,5,6} | [3]

8| 4 | (z/sz)* ~ z)2Zx1Z)27 || {1,3,5,7) [~1],[5]

9| 6 | (z/9z2)* ~ z/6L {1,2,4,5,7,8} | [2]

Notation 10.15. Sei p eine Primzahl. Der Ring der Restklassen Z/pZ hat

(Z/pZ)" = Z/pZ\ {0},
denn fiir jedes a mit p { a hat [a] € Z/pZ ein Inverses. Damit ist dieser Restklassenring sogar
ein Korper, und wird als solcher mit
Fp =Z/pZ
bezeichnet. Dies ist (bis auf eindeutige Isomorphie) der einzige Korper mit p Elementen.

Definition 10.16. Sei m > 1 und [a] € (Z/mZ)*. Die Ordnung von [a] ist die kleinste
natiirliche Zahl ord(a) > 0 mit

[a]"d@ =1 € (Z/mZ)*.
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Wir schreiben ord(a) statt ord([a]), um Klammern zu sparen, bemerken aber auch, daf die
Notation besser von m abhingen sollte, denn ord(a) tut dies auch!

Bemerkung 10.17. Die Ordnung von [a] in (Z/mZ)* ist natiirlich nichts anderes ein Spezialfall
des Konzepts der Ordnung des Elements in einer Gruppe.

Lemma 10.18. Sei m > 1 und [a] € (Z/mZ)*.
(1) Firn€Z git [a]* =1 < ord(a) | n.
(2) FEsist ord(a) ein Teiler von o(m).

Beweis. (1) Wir schreiben nach Division mit Rest n = gord(a) + 7 mit 0 < r < ord(a). Dann
gilt
1=q" = geordltr — (aord(a))q -a"=a"  (mod m).
Wenn r > 0 gilt, dann ist ord(a) nicht minimal. Also gilt 7 = 0 und damit ord(a) | n.
Aussage (2) folgt sofort aus a¥(™ =1 (mod m) nach Satz 10.8 und Aussage (1) . O

Definition 10.19. Eine Primitivwurzel modulo der Primzahl p ist ein w € Z, so dafs
[w] € (Z/pZ)* die Ordnung p — 1 hat.

Satz 10.20. Sei K ein Korper und P(X) € K[X] ein Polynom P(X) # 0.

(1) P(X) hat hiochstens deg(P) wviele Nullstellen in K.

(2) Wenn P(X) = Q(X)R(X) in K[X] und P(X) hat deg(P) verschiedene Nullstellen
in K, dann hat auch Q(X) genau deg(Q) verschiedene Nullstellen in K.

Beweis. (1) Wir zeigen dies per Induktion nach deg(P). Der Induktionsanfang behandelt kon-
stante Polynome # 0, die damit keine Nullstelle haben. Zu a € K fiihrt Polynomdivision von
P(X) durch (X — a) zu Polynomen ¢(X) und r mit

PX)=q¢X)(X —a)+r
und mit deg(r) < deg(X —a) =1, also r € K. Ist a € K Nullstelle von P(X), dann folgt
r = P(a) —q(a)(a—a) =0.

Also gilt dann P(X) = (X — a)q(X).

Weil deg(q) = deg(P) — 1 ist, hat ¢(X) per Induktion hochstens deg(P) — 1 viele Nullstellen.
Nullstellen von P(X) sind Nullstellen von ¢(X) und a, und das sind hochstens (deg(P)—1)+1 =
deg(P)-viele.

(2) Aus P(a) = Q(a)R(a) folgt, dak die Nullstellen von P(X) genau die Nullstellen von Q(X)
und die Nullstellen von R(X) sind. Wenn P(X) nach Voraussetzung deg(P) viele Nullstellen
hat und R(X) nach (1) hochstens deg(R) viele, dann hat Q(X) mindestens

deg(P) — deg(R) = deg(Q)

viele Nullstellen in K. Weil nach (1) dies auch die obere Schranke fiir die Anzahl der Nullstellen
von Q(X) ist, folgt (2). O

Satz 10.21 (Gauk). Fir alle d | p—1 gibt es genau p(d) Elemente in F der Ordnung d.
Insbesondere gibt es Primtivwurzeln modulo p, und zwar genau p(p — 1) wviele.

Beweis. Wir setzen fiir jedes d € N
A(d) ={a € F} ; ord(a) = d}

p
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und a(d) = #A(d). Weil die Ordnung eines jeden Elements nach Lemma 10.18 ein Teiler von
o(p) = p— 1ist, gilt a(d) =0 fur alle d t p — 1. Wir setzen weiter fiir jedes m € N

B(m) ={a €F, ; ord(a) | m}
und b(m) = #B(m). Es gilt offenbar als disjunkte Vereinigung

B(m) =[] A(d)
dlm

und daher (die Vereinigung der A(d) ist disjunkt)
b(m) = # | A(d) =Y a(d) = (ax 1)(m).

dlm dlm
Fiir jedes m | p — 1 ist X™ — 1 nach (4.1) ein Teiler von X?~! — 1. Nach dem kleinen Satz des
Fermat, Satz 4.30, hat XP~! — 1 die p — 1 verschiedenen Nullstellen [1],...,[p — 1] in F,. Nach

Satz 10.20 hat damit X — 1 genau m verschiedene Nullstellen in F,. Nach Lemma 10.18 sind
die Nullstellen von X — 1 genau die Elemente von B(m). Daher gilt fiir alle m | p — 1:
b(m) = m.
Nach der Mébiusschen Umkehrformel gilt dann fiir alle m | p — 1
m m
alm) = Y2 b(d) - pu(5) = S d- u(’5) = p(m)

dlm dlm

nach Korollar 7.23.

Fiir alle Primzahlen p ist ¢(p — 1) > 1. Dies zeigt die Existenz von Primitivwurzeln modulo
einer Primzahl p. O

Bemerkung 10.22. (1) Satz 10.21 besagt zwar die Existenz von Primitivwurzeln, aber kein
bekannter Beweis gibt Hinweise dazu, wie eine Primitivwurzel zu finden ist.

(2) Emil Artin hat 1927 vermutet, daf zu jedem a € N, das keine Quadratzahl ist, unendlich
viele Primzahlen p existieren, so dafs a eine Primitivwurzel modulo p ist. Das ist nur unter
der Annahme der Verallgemeinerten Riemannschen Vermutung bewiesen. Ohne Zusatzan-
nahmen ist die Vermutung fiir keine natiirliche Zahl bekannt.

(3) Abbildung 3 plottet fiir Primzahlen bis 10.000 die Funktion

k(p) = min{a ; a € N Primitivwurzel modulo p}.

Das bendtigte Maximum ist 31 (bei p = 5881) und a < 10 reicht oft. Allerdings &t sich
mittels Quadratischem Reziprozitatsgesetzt, Theorem 12.3, und dem Satz von Dirichlet
iiber Primzahlen in arithmetischen Folgen, Theorem 13.2, beweisen, daf

lim sup k(p) = oo,
p—o0

also k(p) nach oben unbeschrinkt ist.

Theorem 10.23. Sei p eine Primzahl.

(1) Die multiplikative Gruppe F ) ist zyklisch.

(2) Seiw Primitivwurzel modulo p. Dann definiert exp,,(n) = [w]™ einen Isomorphismus
von Gruppen

exp,, : Z/(p — 1)Z — F.

Beweis. (1) folgt aus (2) zusammen mit der Existenz von Primitivwurzeln aus Satz 10.21.
(2) Die Abbildung ist wohldefiniert nach dem kleinen Fermat, Satz 4.30, denn aus n = m
(mod p — 1) folgt n =m + k(p — 1), fiir ein k € Z, und weiter

[w] = [w] ™D = )™ - (WP 1) = [w]™
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ABBILDUNG 3. Die kleinste Primitivwurzel modulo p.

Ein Gruppenhomomorphismus ist die Abbildung aufgrund der Potenzgesetze. Es bleibt zu zeigen,
daf fiir Primitivwurzeln w der so konstruierte Gruppenhomomorphismus ein Isomorphismus ist.
WEeil beide Gruppen gleich grof sind, namlich

#(Z/(p—1)Z) =p — 1= #F},
reicht es aus, injektiv oder surjektiv zu zeigen.
Die Abbildung ist injektiv genau dann, wenn ord([w]) = p — 1: aus [w]" = [w]®* mit 0 < 7 <
s < p—1 folgt sonst [w]*™" =1mit 0 < s—r < p—1, ein Widerspruch zu ord([w]) =p—1. O
Bemerkung 10.24. (1)  Die Représentanten der Erzeuger der zyklischen Gruppe F,; sind genau

die Primitivwurzeln modulo p.
(2) Sei a eine Primitivwurzel modulo p. Die Notation

exp,(n) = a"

fiir den Isomorphismus Z/(p — 1)Z — )’ erinnert uns daran, dak ein Homomorphismus
von einer additiven Gruppe Z/(p — 1)Z in eine multiplikative Gruppe F,’ vorliegt.

10.3. Struktur der Einheitengruppe modulo Primpotenzen. Nachdem die multiplikative
Struktur von F geklirt ist, wenden wir uns (Z/p"Z)* zu.

Proposition 10.25. Sei p eine Primzahl und seien a,b € Z teilerfremd zu p mit p | a — b.
Wenn p = 2 fordern wir sogar p* | a — b. Dann gilt:

vp(a? — VP) = vp(a — b) + 1.

Beweis. Sei vp(a —b) = n, es gibt also € Z teilerfremd zu p mit
b=a+z-p".

Nach Voraussetzung ist n > 1, und wenn p = 2 sogar n > 2. Wir miissen zeigen, daff p"*! die
genaue p-Potenz ist, die in aP — bP aufgeht. Es gilt

a’? — W =(a—b)(a” P +aP 2+ ... +abP 2+ P,
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Zu zeigen ist, dafs der zweite Faktor f;ol aP~'=b? durch p, aber nicht durch p? teilbar ist. Dazu
rechnen wir mit dem Binomischen Lehrsatz

pl opd A R N7 A
Z ap—l—zbz _ Zap—l—z(a + :Epn)z _ Zap—l—z Z < > at=I (:I:pn)]
=0 =0 =0

=0 M
p—1
= Z a? 'a'+i-a"zp™)  (mod p?)
1=0
p—1

= pa?! + zaP - Zz = paP~ ! + zaP2p
i=0

-1
npp=1) (mod p?).
2
Der zweite Summand hat fiir ungerade p einen extra Faktor p aus @ und ist daher = 0
(mod p?). Fiir p = 2 reicht nach Voraussetzung bereits p", so dak der zweite Summand immer
=0 (mod p?) ist. Der erste Summand paP~! hingegen ist durch p, aber nicht durch p? teilbar. [

Korollar 10.26. Sei p eine Primzahl und n € N. Seien a,b € Z mit p | a —b. Dann gilt
P la-b = p"T|af —bP.

Beweis. Das folgt aus dem Beweis von Proposition 10.25. Die genaueren Voraussetzungen werden
fiir diese Teilaussage nicht gebraucht. O

Korollar 10.27. Sei p eine Primzahl und n € N mit p" > 3. Dann gilt in (Z/p"Z)*
ord(1+p) = p" ' wennp>3,
ord(1+p?) = p" 2 wennp=2.

Beweis. Sei zunéchst p # 2 und a = 1 + p. Dann zeigt Proposition 10.25 mit a = a und b = 1,
daf B

P a?" T — 1.
Daher folgt ord(a) | p"~! aus Lemma 10.18 (1). Es reicht nun zu zeigen, daf a?" ~ # 1 (mod p)
ist. Aber das folgt auch aus Proposition 10.25.

Fiir p =2 und a = 1 4 p? = 5 argumentiert man genauso. O

Satz 10.28. Sei p eine Primzahl und n € N. Zu a € Z teilerfremd zu p definieren wir die
Folge (ak)ren rekursiv durch ag = a und ag+1 = (ag)P fir alle n > 0. Dann konvergiert die
Folge der Kongruenzklassen [ag] in (Z/p"Z)*.

Bemerkung 10.29. Unter Konvergenz in der endlichen Menge (Z/p"Z)* verstehen wir hier, daf
die Folge schlufsendlich konstant wird.

Beweis. Nach dem kleinen Fermat, Satz 4.30, gilt ax+1 = ar (mod p) fir alle k. Insbesondere
gilt a1 = ag (mod p). Per Induktion zeigen wir p* | ap — ag_; fiir alle & > 1. In der Tat ist fiir
k =1 gerade p | a1 — ag und dann mit Korollar 10.26

pk"'1 | ai — ai_l = api1 — ag
fir alle k. Ab k =n — 1 wird die Folge der Reste in (Z/p"Z)* konstant. O

Satz 10.30. Sei p eine Primzahl und n > 1. Es gibt einen Gruppenhomomorphismus
w:Fy = (Z/p"Z)™,
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so daf fiir alle a € F)y gilt:

() we)r =wa),
(i) a=w(a) (mod p).

Beweis. Zu a € F; wihlen wir einen Vertreter € Z. Nach Satz 10.28 konvergiert die Folge der
[2P"] € (Z/p"Z)*. Wir setzen daher

w(a) := lim [xpk].
k—o0
Wenn y ein anderer Vertreter fiir a ist, dann gilt p | x —y und nach Korollar 10.26 wie im Beweis
von Satz 10.28

lim [{L‘pk] = lim [ypk].
k—ro0 k—ro0
Die Definition von w(a) ist daher unabhéngig von den Wahlen. Zu a,b € F; wéihlen wir Vertreter

x,y € Z und fiir ab € F; wihlen wir den Vertreter xy. Dann gilt fiir alle k € N

[(ay)?"] = [27"] - [y""],
so dals . . .
[ab] = lim [(y)”"] = lim [2*"] - lim [""] = [a] - o]

Damit haben wir einen Gruppenhomomorphismus konstruiert. Eigenschaft (i) folgt, weil die
Folge [:zpk] modulo p betrachtet konstant ist. Da in )’ {iberdies a? = a gilt, folgt dieselbe
Relation aufgrund der Homomorphie von w(—) auch fiir w(a) als Element von (Z/p"Z)*. O

Definition 10.31. Sei p eine Primzahl und n > 1. Zu a € F nennt man das in Satz 10.30
konstruierte Element w(a) den Teichmiillervertreter.

Theorem 10.32. Sei p > 3 ein Primzahl und n € N.

(1) Die Kongruenzklasse von 1+ p erzeugt in (Z/p"7Z)* eine zyklische Untergruppe der
Ordnung p"~'.

(2) (Z/p"Z)* ist zyklisch von der Ordnung (p — 1)p™~L.

(3) Sei ¢ € Z eine Primitivwurzel modulo p. Dann ist w(¢) - (1 + p) ein Erzeuger von
(Z/p"Z)*, wobei w(() der Teichmiillervertreter von ¢ (mod p) ist.

Beweis. (1) Das folgt sofort aus Korollar 10.27. Aussage (2) folgt aus Aussage (3).
(3) Wir miissen zeigen, daf ord(w(¢) - (14 p)) = (p — 1)p"~*. Wir definieren einen Gruppen-
homomorphismus

Vi Z)(p— VL% L/p" "L — (Z/p"L)"
([, [v]) = w(Q)*(1 +p)*.
Wenn 9 ([z], [y]) = 1, dann ist
w(()* =1 +p)Y e (Z/p"L)"

ein Element von Ordnung ein Teiler des ggT von ord(w(¢)) = p — 1 und ord([1 + p]pn) = p" !
also gleich [1]. Aus

Y

w(@)*=[1]=0+p)""
folgt p — 1 | # und p"~! | y. Somit hat 1 trivialen Kern und ist injektiv. Weil beide Seiten die
gleiche Ordnung haben, ist 1 sogar ein Isomorphismus. Jetzt konnen wir bequem die Ordnung
von w(() - (1 4+ p) als Ordnung von

([, [)) € 2/(p - VZ x Z/p"'Z
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bestimmen. Das ist das kgV der Ordnungen in den beiden Faktoren, also von p — 1 und p" .

Das ist (p — 1)p"~! und war zu zeigen. O

Theorem 10.33. Sein > 2 eine natirliche Zahl.
(1) 5=1+22 erzeugt in (Z/2"Z)* eine zyklische Untergruppe der Ordnung 2" 2.
(2) FEs gilt
(Z)2"Z)* ~ 7.J27 x 7./]2" 27,
wobei [—1] den ersten Faktor und [5] den zweiten Faktor erzeugt.

Beweis. (1) Das folgt sofort aus Korollar 10.27. Fiir Aussage (2) betrachten wir den Gruppen-
homomorphismus

Y L)27 x 12" 2L — (Z,)2" 7)™
([2], [y]) = [=1]*[5]".
Dann ist ¢ injektiv, weil

[1] = [-1)*[5]Y = [-1]"  (mod 4)
bedeutet, daft x gerade ist. Darauthin hat man sogar
[1] =[5,
woraus nach Korollar 10.27 bereits 272 | y folgt.
WEeil beide Seiten die gleiche Ordnung haben, ist 1 sogar ein Isomorphismus. O

UBUNGSAUFGABEN ZzU §10

Ubungsaufgabe 10.1. Bestimmen Sie (ohne Rechner!) die letzten zwei Ziffern in der Dezimaldar-

(7(77)).

stellung von 7

Ubungsaufgabe 10.2 (Fermat-Pseudoprimzahlen). Zeigen Sie:

(1) 341 ist eine Fermat-Pseudoprimzahl zur Basis 2.
(2) Es gibt unendlich viele Fermat-Pseudoprimzahlen zur Basis 2.

Hinweis: Zeigen Sie dazu, dak mit n auch 2" — 1 eine Fermat-Pseudoprimzahl zur Basis 2 ist.

Ubungsaufgabe 10.3 (Kriterium fiir Carmichaelzahlen). Eine natiirliche Zahl n ist Carmichael-
zahl genau dann, wenn jeder Primteiler p | n nur einmal in n vorkommt (n ist quadratfrei) und
p — 1 ein Teiler von n — 1 ist. Zeigen Sie dazu die folgenden Aussagen:

(1) Wenn p | n, dann existiert in (Z/nZ)* ein Element der Ordnung p — 1.

(2) Wenn p? | n, dann existiert in (Z/nZ)* ein Element der Ordnung p.

(3) Zeigen Sie das Kriterium: Die Zahl n ist genau dann eine Carmichaelzahl, wenn n qua-
dratfrei ist und fiir jeden Primteiler p | n gilt: p—1 | n — 1.

(4) Die 2 ist die einzige gerade Carmichaelzahl.

(5) Die 561 ist Carmichaelzahl.

Ubungsaufgabe 10.4.

(1) Bestimmen Sie alle Primitivwurzeln modulo 11, 13 und 17.
(2) Zeigen Sie: Es gibt keine Primzahl p, so daf 4 eine Primitivwurzel modulo p ist.
(3) Finden Sie alle x € Z mit 23 = 5 mod 143.

Hinweis: 143 = 11 - 13.

Ubungsaufgabe 10.5. Seien p > 2 eine Primzahl, k > 0 und w eine Primitivwurzel modulo p¥.
Zeigen Sie:

(1) Ist w ungerade, so ist w eine Primitivwurzel modulo 2p*,
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(2) Ist w gerade, so ist w + p¥ eine Primitivwurzel modulo 2p*.
(3) Bestimmen Sie eine Primitivwurzel modulo n = 98.

Ubungsaufgabe 10.6. Sei k(p) die kleinste positive Primitivwurzel modulo p. Bestimmen Sie

max k
nax (p)

und
min{p ; k(p) = 100}
mit Hilfe eines Computeralgebrasystems.

Ubungsaufgabe 10.7. (1) Sei n € N. Zeigen Sie: Die Einheitengruppe (Z/nZ)* ist genau

dann zyklisch, wenn n = 2,4, p" oder 2p™ fiir eine ungerade Primzahl p und m € N ist.

(2) Bestimmen Sie eine Primitivwurzel modulo 338 = 2-132 (d.h. einen zyklischen Erzeuger
von (Z/338Z)*).

Ubungsaufgabe 10.8. (1) Sei p eine ungerade Primzahl und n € N. Weiter sei a € (Z/p"Z)*,
m € N und d := (m, o(p™)). Zeigen Sie:
(a) Ist d = 1, so hat die Kongruenz z™ = a (mod p™) immer genau eine Losung in
A
(b) Ist d > 1, so hat die Kongruenz z™ = a (mod p") entweder genau d verschiedene
oder gar keine Losungen in Z/p"Z.
(2) Bestimmen Sie alle Losungen der Kongruenz 23 =5 (mod 143).

Ubungsaufgabe 10.9 (Unendlich viele Primzahlen (in arithmetischer Progression)). Sei G eine

echte Untergruppe der multiplikativen Gruppe (Z/mZ)*.
(1) Zeigen Sie, daf wenn N eine ganze Zahl mit (N,m) = 1 ist, dessen Restklasse mod m
kein Element von G ist, dann besitzt IV einen Primfaktor, dessen Restklasse kein Element

von G ist.

(2) Gegeben eine endliche Menge an Primzahlen pq,...,p,, die nicht m teilen, und eine
Restklasse b (mod m). Zeigen Sie, dal es eine ganze Zahl N gibt, sodafs N = b mod m
und die teilerfremd zu allen pq, ..., p, ist.

(3) Zeigen Sie, dafk es unendlich viele Primzahlen gibt, deren Restklassen modulo m nicht
in G liegen.

(4) Folgern Sie, daf es unendlich viele Primzahlen in mindestens zwei arithmetischen Pro-
gressionen 3 mod 8,5 mod 8 und 7 mod 8 gibt.
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11. ARITHMETIK IN DER KRYPTOGRAPHIE UND PRIMZAHLTESTS

11.1. RSA. Das RSA-Verfahren zur Verschliisselung wurde in den 1970er Jahren von Rivest,
Shamir und Adleman entwickelt. Das RSA-Verfahren gehért zur Public Key Kryptographie.

Von Public Key Kryptographie spricht man bei Protokollen zur Nachrichteniibermittlung, bei
denen die benétigten Schliissel zur Verschliisselung 6ffentlich ist, aber keine in verniinftiger Zeit
brauchbaren Hinweise die geheimen zur Entschliisselung nétigen Schliissel verrat. Jeder Teilneh-
mer, der gerne Post bekommen mochte, hangt seinen personlichen Verschliisselungsmechanismus
an eine Offentliche Pinnwand. Dort muf man nachsehen, wenn man verschliisselte Post verschi-
cken mochte. Hat man die Post erst einmal verschliisselt, kann man als Absender auch nicht
mehr Korrektur lesen. Das kann nur noch der Empfénger.

Insbesondere werden bei Kommunikation mit Public Key Protokollen zwischen zwei Parteien
fiir jede Richtung ein eigener Schliissel benutzt. Es ist jeweils nur dem Empfinger bekannt, wie
die Nachrichten zu entschliisseln sind.

Definition 11.1 (RSA-Verschliisselung). Wir beschreiben nun, wie Alice eine RSA-codierte
Nachricht an Bob tibermittelt.

e Der Empfanger Bob macht fiir alle, die ihm eine Nachricht schicken wollen, einen
Offentlichen Schliissel verfiigbar: das sind bei RSA
(i)  ein Modulus n, genannt der RSA-Modul, und
(ii)  ein Verschliisselungsexponent e (von encrypt, engl. fiir verschlisseln).
Dabei gilt, und das ist nicht 6ffentlich,

n=pq
ist Produkt zweier Primzahlen p # ¢, und e ist teilerfremd zu p(n) = (p—1)(¢—1).

e Alice codiert ihren Text auf einfache Weise als Ziffernfolge, z.B. durch eine 6ffent-
liche umkehrbare Funktion von Buchstaben zu Zahlen 1,...,26 (bei Sonderzeichen
entsprechend mehr). Dann unterteilt sie die Ziffernfolge in Blocke, so daf der ma-
ximal mogliche Wert in einem Block < n ist. Diese Ziffernfolge mit Blockstruktur
nennen wir den Klartext.

Sei B ein Block des Klartextes. Dann iibermittelt Alice den Wert C, bestimmt
als
C =B° (mod n)
und zwar den eindeutigen Représentanten 0 < C' < n. Die Ziffernfolge der C-Blécke
nennen wir den Geheimtext.

e Der Geheimtext kommt bei Bob an, der in der Zwischenzeit nicht untatig war. Mit
dem erweiterten Euklidischen Algorithmus, das ist die Version, die es erlaubt, lineare
Kongruenz-Gleichungen zu 16sen, berechnet Bob den Entschliisselungsexponen-
ten d (von decrypt, engl. fir entschlisseln), der durch

de=1 (mod ¢(n))

bestimmt ist. Bob kennt ja nicht nur n, sondern auch p, q, die in der Faktorisierung
n = pq auftreten. Also kennt Bob

o(n)=(p—1)(g—1)
und kann d leicht bestimmen. Auf die Geheimtextblocke C wendet Bob nun
B'=C? (mod n)

an und bestimmt dabei wieder fiir B’ den Repréisentanten im Bereich 0 < B’ < n.
o Lis folgt fast unmittelbar aus dem Satz von Euler—Fermat, Satz 10.8, dafl

B'=C?=(BY*=B*=B (modn)
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ist. Damit gilt aufgrund der Wahl der minimal nicht-negativen Reprasentanten:
B' = B,
und Bob kann seine Nachricht lesen.
Leider kann man ja nicht wissen, ob (B,n) = 1 gilt, also die Voraussetzungen

von Satz 10.8 gelten. Weil n quadratfrei ist, brauchen wir uns darum aber nach
Lemma 11.2 nicht sorgen.

Lemma 11.2. Sein quadratfrei. Dann gilt fir alle a € Z und alle m =1 (mod ¢(n)):

a™=a (mod n).

Beweis. Wenn (a,n) = 1 ist alles klar nach Satz 10.8. Der Gehalt des Lemmas betrifft die Félle
mit (a,n) # 1. Nach dem Chinesischen Restsatz reicht es aus, wenn fiir alle p | n gilt

m

a™ =a (mod p).

Wenn p | a, dann steht da 0 = 0. Wenn p 1 a, schreiben wir m = 1+ kep(n) = 1+ (p—1)kp(n/p)
und

Bemerkung 11.3 (Praktikabilitdt). Das Protokoll RSA ist auf einfachen Computern implemen-
tierbar. Man braucht weder viel Speicherplatz noch grofse Rechenpower. Verschliisseln und Ent-
schliisseln beruhen auf der Berechnung von Potenzen (mod n), und das geht wie folgt sehr
schnell. Wir schreiben den Exponenten e in Bindrschreibweise

e=ap+a-2+...a,-2"

mit a; € {0,1}. Dann berechnen wir durch iteriertes Quadrieren By = B und B;;1 = B?
(mod n) die Werte

B;=B? (mod n).
Wenn I = {i ; a; = 1}, dann ergibt sich

B¢ = HBi (mod n),
i€l
worin auch nach jeder partiellen Multiplikation modulo n reduziert wird.
Die ganze Zeit bleiben die zu speichernden Zahlen im Bereich < n, und es werden maximal 1+
2 log,y n-viele Multiplikationen solcher Zahlen mit anschliefender Reduktion modulo n benotigt.
Das geht insgesamt polynomial in log(n) und das ist billig.

Bemerkung 11.4 (Sicherheit). Unter Sicherheit des RSA-Protokolls versteht man, daf niemand in
verniinftiger Zeit ohne den Entschliisselungsexponenten aus dem Geheimtext auf den Klartext
schliefen kann. Dabei muf man beriicksichtigen, dafs jeder Angreifer Paare aus Klartext und
passendem Geheimtext zum Uben selbst herstellen kann, denn der Verschliisselungsexponent ist
ja offentlich. Das darf also nicht helfen.

Wenn man glaubt, daf eine RSA-verschliisselte Botschaft nicht von einem Angreifer entschliis-
selt werden kann, geht man die Wette ein, dafk es der Zahl n nicht anzusehen ist, wie sie in p - ¢
zu faktorisieren ist. Genauer wettet man auch noch darauf, daff die Kenntnis des Exponenten e,
der ja teilerfremd zu p(n) sein muf und daher etwas iiber p und ¢ weifs, beim Faktorisieren von
n nicht hilft.

Die aktuell (2017) empfohlene Schliissellinge betrégt 2048 Bit, also logy(n) ~ 2048. in der
Praxis wird RSA in der reinen hier besprochenen Form laut Wikipedia nicht angewandt.

Das folgende Lemma ist mathematisch unsauber, denn wir sagen nicht, was praktisch daqui-
valent bedeutet. Man miifste alle Rechenoperationen bewerten und so einem Verfahren, das aus
Anfangsdaten A die Enddaten B berechnet, einen Begriff der Kosten zuordnen. Dann einigt man
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sich noch, wieviel etwas kosten darf, um als praktisch berechenbar zu gelten. Dann erst hat das
Lemma einen Sinn.

Lemma 11.5. Sein das Produkt zweier Primzahlen p und q. Die Faktorisierung n = pq zu
kennen ist praktisch dquivalent zur Kenntnis von o(n).

Beweis. Wenn man n = pq kennt, dann ist ¢(n) = (p — 1)(¢ — 1), und Multiplizieren selbst
grofser Zahlen gilt als schnell. Sei umgekehrt n und ¢(n) bekannt. Dann kennt man

ptg=n+1—pn).
Aus p + ¢ und pg kann man mittels

p+q p+q,\2
= + _
P, q 5 ( 5 )" —pq
die Werte von p und g berechnen. Das geht auch schnell. O

11.2. Diffie-Hellman Schliisselaustausch und der diskrete Logarithmus. Bei der ver-
schliisselten Kommunikation {iber einen unsicheren Kanal bei Anwendung eines symmetrischen
Kryptosystems, in dem also die beiden Partner Alice und Bob mit demselben Verschliisselungs-
verfahren arbeiten, ist man darauf angewiesen, ein gemeinsames Geheimnis der Gesprachspart-
ner zu generieren. Da dieser Geheimnisaustausch iiber den einzig verfiigbaren unsicheren Kanal
stattfinden mufs, ist das besondere Problem dabei, der lauschenden Eve durch die tibermittelten
Informationen keinen Anhaltspunkt iiber das Geheimnis zu verraten.

Eve
lauécht
Bob

Der Diffie-Hellmann Schliisselaustausch basierend auf dem diskreten Logarithmus bietet die
folgende Losung an.

e Alice wihlt eine grofe Primzahl p und eine Primitivwurzel w fir (Z/pZ)*. Diese Daten

b,w

werden verdffentlicht, fiir alle sichtbar an die Pinnwand gehéngt.
e Jetzt iiberlegt sich Alice ein eigenes Geheimnis o € Z/(p — 1)Z, berechnet

a = exp,(a) = w € (Z/pL)*

und iibermittelt dies an Bob.
e Bob iiberlegt sich seinerseits ein eigenes Geheimnis 5 € Z/(p — 1)Z, berechnet

b= exp,,(8) = w’ € (Z/pZ)*

und iibermittelt dies an Alice.
e Das gemeinsame Geheimnis berechnen Alice und Bob in (Z/pZ)* als

b = (W) = w? = (w*)? = d”,

und zwar kann Alice b berechnen, denn Alice kennt b und «, und Bob kennt a und
und berechnet damit a”.

e Eve hat nun a, b sowie w und p zur Verfiigung. Die Wette auf die Sicherheit des gemein-
samen Geheimnisses von Alice und Bob besteht in dem Vertrauen, daff man aus a und
w nicht in verniinftiger Zeit o berechnen kann. Dieses Problem nennt man das Problem
des diskreten Logarithmus, denn die Notation

a = exp,, ()
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mit dem Isomorphismus exp,, : Z/(p — 1)Z = (Z/pZ)* schligt fiir den dazu inversen
Isomorphismus die Notation

log,, : (Z/pZ)* = Z/(p — 1)Z.
Die Lauschaufgabe, die Eve zu bewaltigen hat, verlangt die Berechnung

o = log, (a)
des diskreten Logarithmus zur Basis w.

Bemerkung 11.6. RSA und Diffie-Hellmann mit dem diskreten Logarithmus in (Z/pZ)* benutzen
im Wesentlichen die multiplikative algebraische Gruppe G,,. Fiir jeden Ring R liefert diese
eine Gruppe
Gm(R) = R*

und das ,algebraisch” bezieht sich darauf, daft die Formeln fiir Multiplikation und das Inverse
durch algebraische Formeln gegeben werden. Die Multiplikation kann damit schnell berechnet
werden, sofern wir in R schnell rechnen kénnen. Der diskrete Logarithmus hingegen ist im
algemeinen schwer zu berechnen.

Wenn man die algebraische Gruppe wechselt, etwa zu einer elliptischen Kurve, dann bekommt
man Varianten der Protokolle RSA und Diffie-Hellmann.

11.3. Ein probabilistischer Primzahltest. Um RSA-Parameter zu generieren oder um einen
Diffie-Hellman Schliisselaustausch zu vollziehen, mufs man grofte Primzahlen erzeugen konnen.
Einen Test, der entscheidet, ob eine Zahl n Primzahl ist, nennt man einen Primzahltest.

Die aktuell schnellsten Primzahltests sind probabilistisch. Diese Tests konnen in vertretbarer
Laufzeit nur mit verschwindend geringer Fehlerwahrscheinlichkeit entscheiden, ob n Primzahl
ist. Es gibt zwar mit dem AKS-Primzahltest?! mittlerweile einen Test, der deterministisch (n
ist dann beweisbar Primzahl) in einer Zeit, die polynomial in log(n) ist, arbeitet, aber dieser ist
immer noch langsamer als die probabilistischen Tests.

Lemma 11.7. Seien n,m € N. Dann gilt
#{x € Z/nZ ; mzx =0} = ggT(n,m).

Beweis. Sei d = (n,m) und n = dv und m = dp. Dann ist (v, 1) = 1 und es gilt fiir a € Z, dak
n|mr <= v|ur < vz
Daher haben wir
{x € Z/nZ ; mz =0} ={[0],[v],[2v],...,[(d — D)v]}
und das sind d Elemente. (]

Lemma 11.8. Sei A cine abelsche Gruppe, und sei x € A ein Element der Ordnung 2 fiir
ein t > 1. Dann ist ord(x?) = 2¢71.

Beweis. Sei y = x2. Es gilt ™ = 1 genau dann, wenn 2> = 1. Das ist dquivalent zu 2! | 2n und

damit zu 2= | n. Somit folgt die Behauptung. O

Nun kénnen wir die zahlentheoretische Aussage, die dem Primzahltest nach Miller und Rabin
zugrunde liegt, beweisen.

Satz 11.9 (Miller-Rabin—Primzahltest). Sein > 3 eine ungerade natirliche Zahl und n —
1 = 2"m mit m ungerade. Dann ist n eine Primzahl genau dann, wenn fir alle 0 < a <n

2IManindra Agrawal, Neeraj Kayal und Nitin Saxena, 2002.
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qilt:
a™=1 (modn) oderesgibt0<s<r—1mit a>™=-1 (modn).

Genauer: wenn n keine Primzahl ist und n # 9, dann erfillen hichstens 1/4 aller 0 < a <n
diese Bedingungen.

Beweis. Schritt 1: Wenn n Primzahl ist, dann ist (Z/nZ)* nach Theorem 10.23 zyklisch von
Ordnung n — 1. Demnach gilt fiir b = a™

r

¥ =a" =1 (modn)
und damit ord(b) | 2". Es gibt also ein ¢ € Ny mit ord(b) = 2¢. Wenn ord(b) = 1, dann ist a™ =
(mod n). Wenn ord(b) > 1, dann gibt es im Wesentlichen nach Lemma 11.8 ein 0 < s <r —1
mit ord(b?") = 2. In einer zyklischen Gruppe gerader Ordnung gibt es genau ein Element der
Ordnung 2, und hier ist das —1 € (Z/nZ)*. Daher gilt dann

a®™ =b" =—-1 (mod n).
Sei nun n keine Primzahl. Wenn p | (a,n) fiir eine Primzahl p, dann ist stets a>™ = 0 # +1
(mod p). Dies beweist schon das Primzahlkriterium.

Schritt 2: Wir wollen aber auch die genauere Aussage beweisen. Dazu betrachten wir die
Menge U der unbrauchbaren a (unbrauchbar, um damit ,,n ist nicht Primzahl“ zu beweisen). Sei
firo<s<r-—1

{a € (Z/nZ)* ; a®*™ =[-1]} 0<s<r-—1,

{a € (Z/nZ)* ; a™ = [1]} s=—L1
Die Mengen U sind disjunkt, weil aus s < t und a € Ug N Uy der Widerspruch

1] =[(-D)* = [-1]"" = (@®™)* " =a”" = [-1]

folgt. Es ist U = Ug;l_l U, die disjunkte Vereinigung der Us.

Sei ¢s : (Z/nZ)* — (Z/nZ)* die Multiplikation mit 2°m (im Sinne der multiplikativen
Gruppenverkniipfung), also auf Vertretern das Potenzieren

ps([z]) = [2].
Wirsetzen fir 0 <s<r—1
H, = {z € (Z/nZ)* ; 2*™ = [1]} = ker(ips)

und H_; := Hy = U_;. Die Menge Us ist eine Nebenklasse nach H oder leer. Wir bestimmen
nun, wann welcher Fall eintritt.

Schritt 3: Sei n = Hﬁzl p;*, und sei p; — 1 = 2"m; mit ungeradem m;. Dann gibt es nach dem
Chinesischen Restsatz, speziell Korollar 10.5, und Theorem 10.32 einen Isomorphismus

(z/nz)* = [[(2/p;2) ~ ]2/ (pi = V)p§~'Z (11.1)
=1 =1

~[[z/2Z x Z/mip{i~' ).
=1

Unter diesem Isomorphismus geht die Klasse [—1] in jedem Faktor auf die einzige nichttriviale
Klasse der Ordnung 2, das ist

([271),0) € 22" Z x Z/mipli~ ' Z.
Sei p = minj<;j<¢{r;}. Es folgt fir 0 <s <r —1

_ #H; s<p-1
#US{ 0 s>p.
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Schritt 4: Der Homomorphismus ¢ ist unter dem Isomorphismus (11.1) komponentenweise
die Multiplikation mit 2°m. Aus Lemma 11.7 schlieften wir

t t
#H, = [[eeT(@m, (p; — Vpi ") = [[esT(25m.p; — 1),
=1

=1

weil p; f m | n—1 firall i = 1,...,¢, denn p; | n. Wir setzen R = Zle r; und rechnen fiir
s<p-—1

I—IggT2mpZ I—IggTQmQZmZ ggT(m,m;)

Z/TLZ -1 2rzm2p 27'1 szpl Ori—syy pfi— L
ggT(m,m;) 1
2R st H -1 = 9QR—st’ (112)
i=1 Zpl

Damit kénnen wir den Anteil der unbrauchbaren Restklassen abschétzen (indem wir die Summe
der reziproken 2-er Potenzen auffiillen) zu

iy n 1 2 ggT(m,m;)
Z/nZ Zl # Z/nZ Zl # Z/nZ <2R + Z:; 2R—ts> U mipli
(11.3)
1 P p—1 (o-1) 1
— ts t D+1-R _
ST% Z 9R—ts <1+22)<2p 9(R—tp)+(t—1)"
Wenn (R — tp) + (t — 1) > 2, dann folgt aus (11.3) die Behauptung
4T 1 1
< < -
#(Z/nZ)* — 2B—tp)+(t=1) = 4
Schritt 5: Es gilt nun, die Aussage % < 1 im Falle von (R —tp) + (t — 1) < 2 zu

beweisen. Da R > tp und t > 1, bleiben die Falle
(a) t=1lalsop=r;und R=p=tp.
(b) =2und R =

Schritt 6: Sei t = 1, also n = p' eine ungerade Primpotenz mit e; > 2. Dann ist p; — 1
ein Teiler von p* — 1, also m; | m und damit my = ggT(my, m). Daher folgt aus (11.3) unter
Benutzung von p =7r; = R:

#U o 1
W (2/)_'_;2/) S>p§1 1:]9? 1°

Die einzige Ausnahme ist hier somit n = 32 = 9. (In diesem Fall ist der Anteil auch nur 1/3).

Schritt 7: Sei nun ¢t = 2 und R = tp. Dann ist n = p{*p5? und r; = ry = p > 1. Der erste
Faktor in (11.3) lautet nun

1 1 25) 2% —1, 14217% 142172 1
W+§?Hsz%l+22 =g (1 ) = T <=
S=

Der andere Faktor in (11.3) hat wegen ggT(m,m;) | m; die Form 1/M mit ungeradem

2

my; e;—1
M=]] ————-pf ' ez
HggT(m,mi) '
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: g U
Wenn M > 1, dann zeigt dies E(Z/nT)~

und m; | m fir ¢ = 1,2 an. Dann gilt

1=2"m+1=n=pip2 = (2°m1 +1)(2’ma+1) =2’ma+1 (mod mq)

< % und wir sind fertig. Wir nehmen daher e; = ey =1

und weil m; ungerade ist:
mi | ma.
Das gilt symmetrisch genauso: mgy | mp. Daher ist m; = mgy und liefert den Widerspruch
p1=2"m1 +1=2"mg+1 = py. U

Bemerkung 11.10. Die Notation sei wie in Satz 11.9. Testet man eine natiirliche Zahl n beziiglich
einem 0 <a<n
a™ =1 (modn)
oder es gibt 0 < s <r — 1 mit
a®™ = -1 (mod n),
dann erhalt man

(a)  Negativ — Das geht nicht: die Zahl n ist bewiesenermafsen nicht Primzahl.
(b)  Positiv — Das geht: es bleibt eine Fehlerwahrscheinlichkeit von < 1/4, wenn wir behaup-
ten, dafs n eine Primzahl ist.

Wenn man nun annimmt, daff man k-Iterationen des Tests mit unabhéngigen a (was auch
immer das bedeutet) macht und alle gehen positiv aus, dann bleibt eine Restfehlerwahrschein-
lichkeit von < 1/4*, daR n entgegen des Ausgangs des Tests doch keine Primzahl ist.

11.4. Der AKS-Primzahltest. Wir wenden uns nun einem Primzahltest zu, der spektakulérer
Weise auf ‘Primzahl sein’ in einer Laufzeit testen kann, die Polynomial in der Eingabenlénge ist.
Die Eingabenlénge einer Zahl n ist im wesentlichen

logy(n)
der Logarithmus zur Basis 2.

Algorithmus 11.11 (AKS-Primzahltest). Der Algorithmus von Agrawal, Kayal und Sazena
hat die folgenden Schritte. Sei n > 2 eine natirliche Zahl.

(1)  Wir testen zuerst, ob die Eingabe n eine Potenz ist:
Fir k=2 bis logy(n) berechnen wir, ob {/n € Z liegt.
e Finden wir ein solches k, dann ist n zusammengesetzt ~ STOP.
e Finden wir kein solches k, dann gehen wir weiter zu (2).
(2)  Wir suchen nun ein r € N, so daff ord,(n), also die Ordnung in (Z/rZ)* von n modulo
r, grof8 ist. Gleichzeitig schlieflen wir kleine Teiler von n aus. Genauer:

Suche fiir r > 2 solange bis
(a) r ein Teiler von n ist, oder
(b) r teilerfremd zu n ist und ord,(n) > (logy(n))?.

o Wenn wir einen Teiler r | n finden und r # n, dann ist n zusammengesetzt ~ STOP.
o Wenn wir ein solches r | n finden, und r = n, dann ist n Primzahl ~ STOP.
e Ansonsten, hat n keine Primteiler < r.

Weiter geht es mit Schritt (3) mit diesem r.
(3)  Nun testen wir den kleinen Fermat in Polynomen modulo X" — 1.
Fir a=1 bis A := |p(r)logy(n)| berechne, ob
(X+a)"=X+a mod (X" —1,n)?

o Finden wir eine Kongruenz, die nicht gilt, dann ist n zusammengesetzt ~ STOP.
o (ilt die Kongruenz immer, dann ist n eine Primzahl.
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Wir machen uns nun zunéchst Gedanken dariiber, daft der AKS-Primzahltest korrekt ist, also
genau die Primzahlen als solche identifiziert. Im AnschluR stellen wir Uberlegungen zur Laufzeit
des AKS-Primzahltests an. Proposition 11.23 macht dazu die entscheidende Aussage, wie weit
wir in der Suche gehen miissen, um ein 7 wie in Schritt (2) zu finden.

11.4.1. Der AKS-Primzahltest findet nur Primzahlen. Der AKS-Algorithmus beruht auf dem
kleinen Satz des Fermat in einem Quotienten des Polynomrings Z[X]. Konkret arbeiten wir fiir
einen Primteiler p | n und » € N im Ring

r—1
R:=Z[X]/(X" - 1,p) =F,[X]/(X" - 1) = F, X"
=0

Jedes Element von R hat einen eindeutigen Reprasentanten
fX)=a+aX+...+ ap1 X1
mit a; € {0,...,p — 1}. Weiter bendtigen wir, dak es eine Koérpererweiterung
Fp, — I,

mit einem Element ¢, € F, gibt, das multiplikativ die Ordnung r hat, eine primitive r-te
Einheitswurzel: r ist der kleinste Exponent > 0, so daf

(Cr)r =1

Die Untergruppe (¢r) C F; hat die Ordnung r und besteht aus den paarweise verschiedenen
Elementen

; -1
17C7’>"'7C;7"'771: .

WEeil (. eine Nullstelle von X" — 1 ist, faktorisiert der Auswertungshomomorphismus X — (. zu
einem Ringhomomorphismus

m:R—=Fg,  w(f) = f(G)-
Auf R definieren wir fiir jedes u € N die Abbildungen 7, : R — R und S, : R — R durch
Tu(f(X)) == f(X),
Su(f(X)) == f(XY).
Die Abbildung T erhebt Elemente in die u-te Potenz. Dies ist wohldefiniert, denn R ist ein
Ring mit Multiplikation definiert durch Multpilikation von Représentanten. Daft die Abbildung

S, wohldefiniert ist, sehen wir in zwei Schritten. Die Substitution X — X" definiert aufgrund
der universellen Eigenschaft des Polynomrings einen Ringhomomorphismus

evxu : Fp[X]| = F,[X], evyu(f) = f(X").

Dieser induziert einen Ringhomomorphismus R — R auf dem Faktorring R = F,[X]/(X" — 1)
nach der universellen Eigenschaft des Quotienten, weil fiir das Ideal I = (X" — 1) C F,[X] gilt:

evyu(I) C (evxu(X"—1)) = (X" —-1)C 1,
denn aus (4.1) ist bereits bekannt:

X" 1| X%~ 1.

Lemma 11.12. Seien u,v € N. Es kommutieren als Abbildungen R — R die Abbildungen
(1) T, und T,,

(2) Sy und S,,

(3) Ty und S,.

Weiter gilt

Tw=TyoT, und Sy, =95,05.
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Beweis. Das folgt sofort durch Einsetzen. O

Wir brauchen die folgenden formalen Eigenschaften der Abbildungen T, und S,.

Proposition 11.13. Seien u,v € N und f,g € R.
(1)  Wenn Ty(f) = Su(f) und Ty (g) = Su(g), dann gilt auch T,,(fg) = Su(f9g).

(2)  Wenn Ty(f) = Su(f) und T,(f) = Su(f), dann gilt auch Tyy(f) = Suu(f)-
(3) Firalle f € R gilt T,(f) = Sp(f).

Beweis. (1) Dazu rechnen wir

Tu(fg) = (f9)" = " 9" = Tu()Tulg) = Su(f)Sulg) = F(X*)g(X") = (f9)(X") = Su(f9)-

(2) Dazu rechnen wir

Tuv(f) = TU(Tv(f)) = Tu(Sv(f)) = Sv(TU(f)) = Sv(Su(f)) = Svu(f) = Suv(f)-

(3) In R ist p =0, also (i) =0 fiir alle 1 <k <p— 1. Nach dem binomischen Lehrsatz folgt
fiir beliebige Elemente a,b € R

P

Tyla+b)=(a+bP = <Z> a" P E = aP + b = Ty(a) + Ty(b).
k=0

Weil ebenso Sp(a +b) = Sp(a) + Sp(b) ist die Menge der f, fiir die die Behauptung gilt, abge-

schlossen unter Addition. Fiir f = X’ ist die Behauptung offensichtlich, und fiir beliebige f folgt

sie per eben nachgewiesener Additivitét. O

Bemerkung 11.14. Den Endomorphismus S, nennt man den Frobenius-Endomorphismus
von R. Diesen Frobenius gibt es in allen Ringen, in denen p = 0 gilt. Dabei muf p eine Primzahl
sein.

Korollar 11.15. Seien fi,...,fs € R und uy,...,un € N, so daf
T, (f5) = Sui ()

furallel1 <i<m und1 < j <s gilt. Dann gilt fiir jedes Produkt f mit Faktoren der Form
fj und jedes Produkt w mit Faktoren der Form u; ebenfalls

Tu(f) = Sul(f)-

Beweis. Das ist jetzt klar nach Proposition 11.13 (1) und (2). O

Korollar 11.16. Wenn die Fingabe n im AKS-Primzahltest eine Primzahl ist, dann gibt
der Algorithmus das korrekte Ergebnis aus.

Beweis. Das folgt sofort aus Proposition 11.13 (3). O

Der Korrektheitsbeweis benotigt noch ein paar Lemmata, die wir voranstellen.

Lemma 11.17. Fir alle m > 2 gilt

<2m+ 1> S gmtl

m

Beweis. Fiir m = 2 gilt die Behauptung, weil (g) =10 > 8 = 23 ist. Und fiir m > 2 gilt per
Induktion:

<2m+1>:(2m—|—1)(2m).<2m—1> 22.2m+11-2m22m+1. -

m m(m + 1) m—1 m
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Ein Monom in den Variablen X, ..., X, ist ein Produkt von Potenzen der Variablen

S
m;
[1x
=0

mit Exponenten m; € Ny. Der Grad des Monoms ist die Summe der Exponenten »7_, m;.

Lemma 11.18. Sei d € Ny. Der Polynomring in den Variablen Xi,...,Xs hat genau

(Siﬁzl) Monome vom Grad d.

Beweis. Man markiere s—1 Zahlen a; < ... < as—1 im Intervall von 1 bis s+d—1. Die geordnete
Folge der Léange der Liicken zwischen den markierten Zahlen

m=a1—-1,....mj=a;—1—a;_1,.... mg=s+d—1—as_1
hat Y7 ;m; = (s +d—1) — (s — 1) = d und codiert eineindeutig das Monom ]’ ; X;™. O

Wir beweisen nun das entscheidende Primzahlkriterium, das die Korrektheit des AKS-Algo-
rithmus beweist. Wir begeben uns also in die Situation, wenn der AKS-Algorithmus bis zum
Ende durchlauft und dann behauptet, die Zahl n sei Primzahl.

Satz 11.19 (Agrawal, Kayal und Saxena). Sei n € N keine Primzahlpotenz mit Exponent
> 1. Seir > 1 mit

(i)  n hat keine Primteiler < r,

(ii)  es gilt ord,(n) > (logy(n))?.

Dann sind dquivalent:

(a)  Die Zahl n ist eine Primzahl.

(b)  Firallel <a<A:=|\/p(r)logy(n)| gilt die Kongruenz

(X+a)"=X"4+a (mod X" —1,n).

Beweis. (a) = (b): siehe Korollar 11.16.
(b) = (a): Wir fixieren einen Primteiler p | n, und benutzen die oben eingefiihrten Objekte

m:R=TF,[X]/(X"-1)—=TF,  «(f)= (&)

sowie die Abbildungen T;, und S, fiir u € N. Der Einfachheit halber bezeichnen wir die Kompo-
sition der Quotientenabbildung IF,,[X| — R mit 7 ebenfalls mit 7 : F,[X] — F,.

Schritt 1: Wir bezeichnen die Menge der Produkte mit Faktoren p und n mit
U= (n/p,p) ={(n/p)p"; @, >0} CN

Weil r zu n teilerfremd ist, denn n hat keine Primteiler < r, liegen die Restklassen von n und p
modulo 7 in der Gruppe (Z/rZ)*. Das Bild

G:={ul,; wueU} C(Z/rL)*
unter der Reduktionsabbildung ist die von [p], und [n], erzeugte Untergruppe, weil man in einer
endlichen Gruppe zum Erzeugen keine Inversen braucht. Die Ordnung von G sei abgekiirzt durch
t:= #G.
Weil [n], € G nach Voraussetzung Ordnung ord,(n) > (logy(n))? hat, folgt
t = #G > #([n],) = ord,(n) > (logy(n))>.

Daraus folgt v/t > logy(n) und

t=t-Vt >t -logy(n),
oder etwas genauer

t—1>|Vt-logy(n)| =: 7. (11.4)
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Des weiteren ist ¢ nach oben trivialerweise durch

o(r) =#(Z/rL)* >t
beschrankt. Es folgt

p>r>0(r) > Ver) Vi> A= Ve(r)log(n)] > (11.5)
Schritt 2: Sei % C Fp[X] die Teilmenge von Produkten

A
F = {f(z)=[[(X +a)™ ; ma >0, fiirallea=0,..., A und deg(f) <t—1}
a=0
aus den angegebenen Linearfaktoren und vom Grad ), m, hochstens t — 1.

Aus der Abschétzung p > A enthalten in (11.5) folgt, daf die Linearfaktoren X + a fiir a =
0,...,A in F,[X] paarweise nicht assoziiert sind. Aufgrund der eindeutigen Primfaktorzerlegung
in Fp[X] entsprechen die Anzahl der Elemente in .%# daher der Anzahl der Monome vom Grad
t — 1 in den Symbolen

Zo=X,Z1=X+1,....Z,=X+a,....Z4s=X+ A, Zay1=1.

Nach Lemma 11.18 gibt es davon
A+t
#T = < * )

t—1

Schritt 3: Sei d = ord,(p), also 7 | p? — 1 und demnach X' =X (mod X" — 1). Dann gilt

fiir alle f € R
d
(Sp)(f(X)) = Spa(f(X)) = F(XP) = f(X).
Der Frobenius S, = T}, ist daher ein Ringautomorphismus von endlicher Ordnung, insbeson-
dere injektiv. Fiir alle Bilder von f € .# in R gilt T,,(f) = Sn(f) nach Voraussetzung und
Korollar 11.15, es folgt wegen
Sp(Tn/p(f)) = Tp(Tn/p(f)) = Tn(f) = Sn(f) = SP(Sn/p(f))a

aus der Injektivitdt von S, auch bereits:

Toyp(f) = Spyp(f)-
Nach Proposition 11.13 und Korollar 11.15 gilt somit fiir alle v € U und Bilder von f € .# in R
Tu(f) = Sul(f)-

Schritt 4 (nach H-W. Lenstra): Wir zeigen nun, daf die Abbildung 7, die Auswertung in ¢,

auf .Z injektiv ist.
gz F S n(F) CF,.
Seien f,g € . mit f(¢) =7(f) =n(g9) = g(¢). Fiir jedes u € U gilt dann
(G =m(Su(f)) = n(Tu(f)) = = (f*) == (f)" = f(&)"
und ebenso fiir g, folglich
F(G) = 1(6)" = 9(6)" = g(¢)-

Daher sind alle ¢} fiir w € U Nullstellen in F, des Polynoms

f(X) —g(X) e Fp[X].
Fir v € U héngt ¢ nur vom Bild in G C (Z/rZ)* ab. Weil ¢, die Ordnung r hat, gibt es
genau t = #G-viele verschiedene Werte (' mit v € U. Ein Polynom # 0 hat in einem Korper
hochstens so viele Nullstellen, wie sein Grad angibt. Daraus ergibt sich ein Widerspruch:

t=#{G"; ue U} <deg(f —g) < max{deg(f),deg(g)} <t—1.
Somit folgt f(z) — g(X) =0 in F,[X], also f = g. Dies zeigt die Injektivitét von 7|z.
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Wir schlieffen auf

o~ o [ATT
#H(F)=#F = (t—l)

Schritt 5: Wir fiihren nun einen Widerspruchsbeweis. Sei also n keine Primzahl. Nach Wahl
von p bedeutet dies n # p. Weil n nach Voraussetzung keine Potenz von p ist, gibt es von den
Elementen

{(n/p)*p® ; 0<a,B<|VE]} CU

aufgrund der eindeutigen Primfaktorzerlegung genau (1 + [v/%])? > ¢ viele. Nach dem Schub-
fachprinzip miissen davon zwei Elemente in G gleich werden. Seien also («, ) # (,6) solche
Paare von Exponenten mit

u = (n/p)*p® = v:= (n/p)p° (mod r).
Es gilt u # v und
w,v < (nfp)V"pVt=nV",
Das Polynom Y" — Y" € F,[Y] ist nicht 0 und hat fiir jedes f € % in F, die Nullstelle f(¢,),
denn (' = ¢! und daher
F(G)" = f(&)" = F(G) = f(G) =0.
Somit gilt nach Schritt 4 und der Abschitzung der Anzahl der Nullstellen durch den Grad:

(fff) = #n(F) = #{f(¢) : f €M} <deg(Y" — V") = max{u,v} <n"".

Schritt 6: Die Abschétzung aus Schritt 5 widerspricht nun den Abschétzungen aus Schritt 1,

weswegen n = p eine Primzahl sein muf. In der Tat folgt aus der Monotonie von (m;k) in m

und %, und Lemma 11.17 (denn 7 > 2 bei n > 4 und fiir n = 2, 3 ist nichts zu zeigen)

A+t

2V > 4 (F) = <t N 1) (Schritt 5)

A+1 t—1 A+1
= <( 1)+ ( )> > ( T T) (Monotonie und (11.4))

t—1 T

2 1
> ( T ) (Monotonie und (11.5))
.

> 97l 5 gVilog(n) — Vi, (Lemma 11.17)
Dies ist der gesuchte Widerspruch. Die Zahl n ist Primzahl. O

Bemerkung 11.20. Der Vollstandigkeit halber diskutieren wir nochmals die Korrektheit des AKS-
Algorithmus. Schritt (1) ist klar, und wenn der Algorithmus bei Schritt (2) stoppt, dann ist die
Antwort auch klarerweise korrekt. Wenn der Algorithmus weiterlauft, dann haben wir nun ein
zu n teilerfremdes r gefunden mit

(i)  ord,(n) > (logy(n))?, und
(i)  alle Primfaktoren von n sind grofer als r.

Mit diesem 7 bearbeiten wir Schritt (3). Die Voraussetzungen von Satz 11.19 sind nun erfiillt,
und dieser Satz beweist die Korrektheit des Urteils des AKS-Algorithmus.

11.4.2. Zur Laufzeit des AKS-Primzahltests. Wir beginnen mit dem folgenden Lemma.

Lemma 11.21. FEs gibt eine Konstante ¢ > 0, so daf$ fiir alle B € N, B > 2 qilt
logy(kgV(1,2,...,B)) > c- B.
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Beweis. Das folgt aus Satz 5.8 fiir B > 11 mittels der Ungleichung

1 1
1 kgV(1,2,...,B)) > 1 =——9Y(B)>——--B
Og?( gV( y <y ) )) —Z; Og?(p) log(2) ( ) e 210g(2)
Durch Anpassen der Konstante gilt die Abschétzung fiir alle B > 2 . O

Bemerkung 11.22. Man kann fiir B > 7 die folgende bessere Abschétzung zeigen:
log,(kgV(1,2,...,B)) > B.
Setzen wir A(B) := log,(kgV(1,2,...,B))/B, so finden wir die Werte
A1) =0, A(2)=0.5, A(3)=1logy(6)/3~0.8617, A(4)=1logy(12)/4 ~ 0.8962,
A(5) =1ogy(60)/5 ~ 1.1814, A(6) = log,(60)/6 ~ 0.9845.
Die optimale Konstante ist daher ¢ = 1/2.

Die folgende Proposition zeigt, daf Schritt (2) im AKS-Primzahltest mit einem r von hochs-
tens

r < O ((logy(n))°)
fertig wird. Das bedeutet auch, daf Schritt (2) nur polynomiale Zeit bendotigt.

Proposition 11.23. Sei n € N, sei ¢ die Konstante aus Lemma 11.21, und sei B eine
natiurliche Zahl mit

1
B> . (logy(n))°.
Dann gibt es ein r € N mit r < B, so daf

(a) r ein Teiler von n ist, oder
(b) 1 teilerfremd zu n ist und ord,(n) > (logy(n))?.

Beweis. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis. Die Aussage von Proposition 11.23 besagt genau,
daf Schritt (2) im AKS-Algorithmus mit einem r < B fertig wird. Angenommen, das ist nicht
so. Dann sind alle < B zu n teilerfremd (wenn (r,n) # 1, dann ist ein kleineres r bereits Teiler
von n) und es gilt fiir alle r < B stets

ord,(n) < D := [(logy(n))?].

Wegen r | pordr(n) _ 1, gibt es somit fiir alle 2 <r < Beindmit 1 <d < D und r | n®—1. Wir
schlieffen damit auf

D
K :=kgV(1,2,...,B) teilt N:=]](r" -1).
=1

Daraus folgt mit Lemma 11.21 die Abschitzung
1
¢ B < logy(K) < logy(N) < 5D(D +1) - logy(n) < D? -logy(n) < (logy(n))’-
Nach Wahl von B ist dies nicht moglich, Widerspruch. O

Bemerkung 11.24. Fiir den Zeitbedarf des AKS-Algorithmus bemerken wir, dafs Addition, Mul-
tiplikation und Division von Zahlen der Grofe n in der Zeit

O(log(n))
und die entsprechenden Operation mit Polynomen vom Grad d und Koeffizienten der Grofe n
in der Zeit

O(d - log(n))
berechnet werden kénnen. Damit brauchen die Schritte im AKS-Algorithmus die Zeiten
e Schritt (1) : benétigt O(log®>™(n)),
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e Schritt (2) : bendtigt O(max{log®(n) -log?(n) - log (log5(n)), log®(n)}),

e Schritt (3) : benétigt O(log!%?T¢(n)).
Insgesamt bekommen wir eine in der Stellenldange log(n) polynomiale Laufzeitschranke. Das war
fiir einen deterministischen Primzahltest, bevor der AKS-Algorithmus gefunden wurde, nicht
bekannt.

Eine von Hendrik Lenstra und Carl Pomerance modifizierte Version des AKS-Algorithmus
kommt mit einer Laufzeit aus von
O(log"**(n)).

Zwar sind probabilistische Tests bisher noch schneller, diese konnen aber nur mit einer praktisch
verschwindenden Restwahrscheinlichkeit ausschliefen, daff die Eingabe n nicht doch nur eine
Pseudo-Primzahl fiir den jeweiligen Test ist. Das ist theoretisch/qualitativ ein riesiger Unter-
schied, der fiir die Praxis ignoriert werden kann und wird.

Satz 11.25. Sein > 2 und D > 2. Dann gibt es v < D? - (logy(n))3, das zu n teilerfremd
ist und

ord,(n) > D - logy(n)
erfillt.

Beweis. Offensichtlich gilt fiir alle B € N
K :=kgV(1,2,...,B) = kgV(p"® ; p Primzahl und p* < B),

denn jedes i < B hat wird nur durch Primpotenzen p* < B geteilt und fiir das kgV sind nur die
jeweils maximal als Teiler auftretenden Primpotenzen relevant.

Sei B = | D? - (logy(n))?]. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, daf fiir alle
zu n teilerfremden r < B die Abschétzung ord,(n) < Dy := [D - logy(n)] gilt. Wir zeigen, daff

dann K ein Teiler von
Do—1

N = plloga(B)] H (n' —1)
i=1
ist. Sei p¥ < B eine Primpotenz. Dann gilt k < |[logy(B)]. Ist p | n ein Teiler von n, dann teilt

p¥ den ersten Faktor von N:

Wenn p kein Teiler von n ist, dann ist nach Annahme d := ord, (n) < Dg—1, also p" ein Teiler
von IV, weil
p* | nd—1.
Nach Bemerkung 11.22 schlieften wir, falls B > 7,
1
D?. (log2(n))3 — 1< B <logy(K) <logy(N) < (Llogz(B)J + §D0(D0 — 1)) -logs(n).
Wir addieren 1 und dividieren durch logy(n) und erhalten

D? - (logy(n))? +1ogy(B) + 5 Do(Do — 1) (11.6)

< e —
logy(n)
1
< 14 1logy(D? - (logy(n))?) + §D -logy(n)(D - logy(n) + 1)
(11.7)
Mit der Abkiirzung x = D -logy(n) bekommen wir durch Umsortieren die Abschétzung
1
5&7(33 — 1) < 1+logy(D?- (logy(n))3) = 1 — logy(D) + 3 - logy(z) < 3logy(z)

und fiir x > 4 einen Widerspruch.
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Wir miissen nun nur noch den Fall B < 7 oder D -log,(n) < 4 behandeln. Aus D -logy(n) > 4
folgt B > 16. Daher reichen die endlich vielen Paare (D,n) mit D - log,(n) < 4, insbesondere
ist D = 2 oder 3 und n = 2 oder 3. Fiir diese berechnen wir mit dem Computer das minimale r
mit ord,(n) > D -logy(n) und bestétigen so den Satz auch in diesen Féllen. O

UBUNGSAUFGABEN ZU §11

Ubungsaufgabe 11.1 (Nachrichten entschlisseln 1). Alice will sich mit Bob zu einem geheimen
Treffen verabreden. Dazu hat Bob einen 6ffentlichen RSA-Schliissel (4141, 127) ausgegeben, und
Alice hat ihre Nachricht durch das RSA-Verfahren verschliisselt und an Bob gesendet. Inzwischen
haben Sie jedoch Zugriff auf diese Nachricht, die folgendermafen lautet:

2993 3130 1627.

Koénnen Sie diese hacken?

Erldguterung: Zur Verschliisselung werden die Buchstaben gemdf$ folgender Tabelle in Zahlen
umgewandelt. Anschlieflend wurde die Ziffernfolge in 4-stellige Blocke unterteilt. Bei Bedarf wird
der letzte Block mit Leerzeichen “ 7 = 36 aufgefillt.

A|/B|C|D|/E|F|G|H|T|J|K|L | M
10 (111213141516 | 17|18 |19 |20 |21 |22

N|O|P|Q|R|S|T|U|V|IWI|X|Y]Z
2324 (2526272829 (303132333435

Ubungsaufgabe 11.2 (Nachrichten entschliisseln 2). Bob ist auf einer Weihnachtsfeier ganz be-
geistert von den Pléatzchen, die Alice mitgebracht hat. Da es sich um ein altes Familienrezept
handelt, will Alice die geheime Zutat eigentlich nicht verraten. Da Bob jedoch nicht eher Ruhen
kann, bis er das Geheimnis dieser kostlichen Pldtzchen kennt, stimmt Alice zu, ihm die Zutat
verschliisselt zu senden. Bob nutzt denselben 6ffentlichen RSA-Schliissel wie in der vorherigen
Aufgabe und Alice hat ihre RSA-verschliisselte Nachricht

3460 1222 202 1582 499
an Bob gesendet. Konnen Sie diese hacken? Was ist die geheime Zutat?

Ubungsaufgabe 11.3 (RSA-Verfahren — einfache Attacke). Ist die Faktorisierung des RSA-Modu-
lus n = pg mit Primzahlen p und ¢ bekannt, so laft sich das zugehorige RSA-Kryptosystem
knacken. In gewissen Situationen ist das einfach. Wir betrachten hier den Fall, daf p und q nahe
beieinander sind.
(1) Es gilt n = s% — d? fiir
_ptg _p—q
§=—, d=——7.
2 2
Angenommen, p und ¢ liegen nahe beieinander. Uberlegen Sie sich eine Strategie s (algo-
rithmisch) zu bestimmen. Erklaren Sie, wie Sie dadurch die Faktoren p und ¢ bestimmen
koénnen.
(2) Implementieren Sie (z.Bin SageMath) einen Algorithmus, der einen RSA-Modulus n
faktorisiert, wenn die Faktoren etwa die Grofe y/n haben. Faktorisieren Sie damit

n = 23360947609.

Ubungsaufgabe 11.4. Es sei m ein Modulus, so daf (Z /mZ)* eine Primitivwurzel w besitzt. Der
diskrete Logarithmus von (Z/mZ)* zur Basis w ist definiert durch die Abbildung

log,,: (Z/mZ)* — Z/p(m)Z
w’ modm — j (mod p(m)).

Zeigen Sie, daf log,, ein Gruppenisomorphismus ist, d.h.:
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(1) log,, ist wohldefiniert,
(2) log,, erfiillt log,,(a-b) = log,(a) + log, () fir alle a,b € (Z/mZ)*,
(3) log,, ist bijektiv.
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12. QUADRATISCHE RESTE

12.1. Das quadratische Reziprozititsgesetz. Das quadratische Reziprozitatsgesetz steht
am Beginn der modernen Zahlentheorie. Vermutet von Euler, wurde das quadratische Rezipro-
zitétsgesetz zuerst von Gauf am 8. April 1796 per Induktion bewiesen. In der Folge entwickelte
Gauf alleine mindestens 8 publizierte Beweise. Auf der Website von Franz Lemmermeyer findet
man mindestens 246 publizierte Beweise (in > 30 Beweisfamilien).

Definition 12.1. Sei p eine Primzahl.
(1) Eine ganze Zahl a € Z (oder ihre Restklasse [a] € F)) heifst quadratischer Rest
modulo p, falls p{a und es ein b € Z gibt mit
[a] = [b]? € F.

Wenn p { a und a kein quadratischer Rest ist, dann heift die Zahl a (oder ihre
Restklasse [a] € F)) quadratischer Nichtrest modulo p.
(2) Sei nun p # 2 eine ungerade Primzahl. Wir definieren das Legendre-Symbol

durch

la] - M . 1 falls [a] quadratischer Rest modulo p,
@ p ) | —1 falls [a] quadratischer Nichtrest modulo p.

Wir treffen die Konvention, daf fiir eine ganze Zahl a mit Restklasse [a] € F),

<a> ::{ () fabs pa, c (-1.0.1).

p 0 fallsp | a

Bemerkung 12.2. (1)  Alternativ ist a € Z mit p { a ein quadratischer Rest, wenn die Kongru-
enzgleichung

X?=a (mod p)
eine Losung besitzt. Das Legendre-Symbol gibt demnach iiber die Losbarkeit einfacher
quadratischer Kongruenzgleichungen Auskunft.
(2) Das Legendre-Symbol (%) héngt nur von der Restklasse von a modulo p ab. Daher ist es

nicht gefdahrlich, nur ein Symbol zu verwenden egal ob a € Z oder a € Z/pZ gemeint ist.

Theorem 12.3. Es gilt das quadratische Reziprozitdtsgesetz:
(1) Seien p, q > 2 verschiedene ungerade Primzahlen. Dann gilt

S

(2)  Erster Erginzungssatz. Sei p > 2 eine ungerade Primzahl. Dann gilt
-1 p=1 1 fallsp=1 (mod 4),
P -1 fallsp=3 (mod 4).

(3)  Zweiter Erginzungssatz. Sei p > 2 eine ungerade Primzahl. Dann gilt

<2>_(_1)p28—1_ 1 fallsp=1,7 (mod 8),
p) S l-1 fallsp=3,5 (mod 8).

Bemerkung 12.4. Seien p, ¢ > 2 verschiedene ungerade Primzahlen. Man merke sich das qua-
dratische Reziprozitidtsgesetz in der folgenden Form:
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(1) Esgilt (%) = (%) auker wenn p = ¢ = 3 (mod 4). In diesem Fall gilt (g) =— (%).

(2) Esist —1 ein quadratischer Rest modulo p genau fiir p =1 (mod 4).
(3) Esist 2 ein quadratischer Rest modulo p genau fiir p = £1 (mod 8).

Bemerkung 12.5. Das Besondere am Reziprozitatsgesetz besteht in den folgenden Eigenschaften:

e es verkniipft zwei reziproke Fragen: modulo p mit modulo ¢.

e es ist globaler Natur, d.h. es geht iiber Kongruenzrechnungen hinaus.

e cs besitzt in der Klassenkorpertheorie eine moderne Verallgemeinerung (Poitou—Tate—
Dualitét).

e es ist algorithmisch extrem effizient (via Jacobi-Symbol): es ist schneller entscheidbar,
ob X2 = a (mod p) lésbar ist, als die Losung selbst zu bestimmen.

Bemerkung 12.6. (1) Fiir eine ungerade Primzahl p = 2n + 1 sind

p—1 -1 n(n+1)
5 = n und g = 5
ganze Zahlen. Die Exponenten im Theorem 12.3 sind also ganze Zahlen.
(2) Der erste Ergidnzungssatz besagt, daf —1 ein quadratischer Rest modulo p > 2 genau fiir
Primzahlen p = 1(4) ist. Das haben wir bereits in den Sétzen 4.35 und 4.37 bewiesen.
(3) Die beiden Ergianzungssitze stellen eine Reziprozitit p <+ 8 dar, die p modulo 8 mit dem
Verhalten von 2 und —1 modulo p verkniipfen. Wegen der speziellen Rolle der 2 in der
Arithmetik ist diese Beziehung etwas komplizierter. In der Tat ist

(Z/87)* = {1,3,5,—1} ~ 7,/27 x 7./2.

und hat 3 Untergruppen von Index 2, ndmlich die von 3, von 5 und die von —1 erzeugte
Untergruppe. Sei p eine ungerade Primzahl. Dann gilt fur [p] € (Z/8Z)*:

(1. 15)) (=) =
pled [ = { (2)=1
{1, 3]} (32) =1

Bevor wir einen Beweis des quadratischen Reziprozitétsgesetzes fiihren, betonen wir durch
ein paar Beispiele seine algorithmische Effizienz.

Beispiel 12.7. Die Zahl p = 1889 ist eine Primzahl. Kann man die Gleichung
22 =67 (mod 1889)
mit x € Z 16sen? Die Zahl 67 ist auch eine Primzahl. Nach dem Reziprozititsgesetz gilt

67 1889 13 67 2 1321 52-1

(%) = (5) = (&) = (&) = (&) == =0 =1
Die Gleichung ldfst sich also mit x € Z nicht 16sen.
Beispiel 12.8. Die Zahl p = 1999 ist eine Primzahl. Kann man die Gleichung

22 =83 (mod 1999)
mit x € Z 16sen? Die Zahl 83 ist auch eine Primzahl. Nach dem Reziprozitétsgesetz gilt:
— 7-1
()= ()= (3)-(8)-() -

Die Gleichung lafst sich also mit x € Z nicht 16sen.

Bemerkung 12.9. In den obigen Beispielen hatte man Gliick, und die auftretenden Reste waren
wieder Primzahlen. Wenn dies nicht so ist, braucht man die Multiplikativitit des Legendre-
Symbols, die wir in Korollar 12.12 beweisen werden.
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Proposition 12.10 (Euler). Sei p eine ungerade Primzahl und a eine ganze Zahl, dann
gilt fiir alle a € Z
a p—1
—)=a2 (mod p).
g =

Beweis. Wenn eine Seite 0 ist, so offensichtlich auch die andere. Daher kénnen wir p { @ anneh-
men. Nach dem kleinen Satz des Fermat gilt

pl (@7 +1)(@7 1) =(a"7) - 1=a"' - 1.

Daher gilt

und wir miissen nur zeigen:

a%zl <~ (a>:1.
p

Sei zunéchst (%) = 1. Dann gibt es b € Z mit a = b?> (mod p) und dann gilt

a5 =l = (mod p).

Dies zeigt die eine Richtung. Fiir die andere Richtung nehmen wir an, daf a"7 = 1 modulo
p- Sei w eine Primitivwurzel modulo p, also ein Erzeuger der zyklischen Gruppe F, der nach
Satz 10.21 und Theorem 10.23 existiert. Dann ist a = w" fiir ein r und

p—1 p—1

l=az =w" 2z (mod p)
zeigt, daf
p—1
5
Daraus folgt, r = 2s ist gerade. Offensichtlich ist dann @ = (w®)? (mod p) und <%) =1 O

p—1=ord(w)|r

Bemerkung 12.11. Das Argument in Kurzform: In der zyklischen Gruppe F) = (Z/pZ)* der
Ordung p — 1 sind die 2-fachen (multiplikativ: Quadrate) genau die Elemente der Ordnung pT_l.

Als direktes Korollar gibt es den ersten Ergénzungssatz.

Beweis des ersten Erginzungssatzes. Da ist nichts mehr zu beweisen. Proposition 12.10 sagt das
genau aus fiir a = —1. O

Korollar 12.12. Sei p > 2 eine ungerade Primzahl. Dann ist das Legendre-Symbol multi-
plikativ:

<p) Py — {£1}

ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Genauer fir a,b € Z gilt
5)-6)-6)
p p) \p/
Beweis. Die Multiplikativitdt der Formel a"T aus Proposition 12.10 ist evident. Es bleibt die

Surjektivitat zu zeigen, mit anderen Worten: fiir jede ungerade Primzahl p gibt es quadratische
Nichtreste. Wegen z? = (—x)? gilt

-1
(Fp)Qz{[xQ];xEZundOSggng}’
und das sind hochstens % viele Quadrate. Es bleiben mindestens p — 1%1 = %1 > 1 viele

Nichtquadrate. O
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Korollar 12.13. Sei p > 2 eine ungerade Primzahl. Dann sind genau die Hilfte der Reste
in ¥ Quadrate.

Beweis. Die Menge der Quadrate (IF;)2 ist der Kern des Homomorphismus, der durch das
Legendre-Symbol gegeben ist. Das Bild des Legendre-Symbols hat Ordnung 2 nach Korol-
lar 12.12, und das ist nach dem Homomorphiesatz der Index des Kerns. Nach dem Satz von
Lagrange gilt dann
#(Fy)* 1 1 -

#Fy (B (F)Y) 2
Beispiel 12.14. Kann man die Gleichung

22 =2012 (mod 30167)

mit z € Z l6sen? Nach dem Chinesischen Restsatz und der Primfaktorzerlegung 30167 = 97-311
reicht es, Losungen zu den unabhéngigen Gleichungen

22=2012=72=2-62 (mod 97)

und
22 =2012 =146 =2-73 (mod 311)

zu studieren. Es gilt nun nach dem zweiten Ergédnzungssatz

da 97 = 1 modulo 8, und die erste Gleichung ist 16sbar. Weiter gilt

2 31121
— | =(-1)"8 =1
da 311 = —1 modulo 8, und so

012 (M6 (2 (73 (3 (19) _(73) (16}
311 ) \311) \311 311) 73 ) \73) \19) \19)
Die Gleichung ist also l6sbar! (Da 30167 nur von 2 Primzahlen geteilt wird, gibt es 4 verschie-
dene Losungen modulo 30167.) In der Tat ist

75532 — 2012 = 1891 - 30167.

Das rechnet einem die Computeralgebra heutzutage natiirlich blitzschnell. Aber wenn man
wissen will, wie der Computer das macht, dann braucht man das Reziprozititsgesetz.

12.2. Ein erster Beweis mittels Gaufi-Lemma. Sei p > 2 eine ungerade Primzahl. Die
ganzen Zahlen

p—1 p-—3 p—3 p—1
5 RN 1,0,1,..., 5 5
sind ein Vertretersystem fiir F, = Z/pZ. Dabei ist
. p—1 p—1

Sei a € Z. Wir wéhlen ¢; € {—1,0,1} und biEZfﬁrlgig%durCh
a-i=¢gb; (mod p)
und
p_
1<b<P—2
<b; < 5

Falls p | a, so gilt &; = 0, und b; ist beliebig. Falls hingegen p 1 a, dann sind die Zahlen
g; € {—1,1} und b; eindeutig.
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Lemma 12.15 (Gauh). Sei (a,p) = 1. Mit den obigen Bezeichnungen gilt

p—1
2
a
p i=1

Beweis. Wir zeigen zuerst, daf die Abbildung

p—1 p—1
(Lo = L )

1> bi
bijektiv ist. Beide Seiten haben (p — 1)/2 Elemente. Fiir bijektiv reicht demnach injektiv. An-
genommen 1 < i < j < % und b = b; = b;. Dann ist
(ai)? =7 = b} = (aj)* (mod p),
also p | a®(i — j)(i + j). Das geht nur mit i = j.
Wir berechnen nun das Legendre—Symbol mit Proposition 12.10 als

-

p—1

2

<p> Hf— : g ?Eggi (mod p)

i=1
und aus der Kongruenz wird eine Gleichheit, da beide Seiten in {—1,0,1} enthalten sind. U
Beweis von Theorem 12.3. Sei p{a. Wir setzen fir 1 <i < % mit den obigen Notationen
a-t=¢;-bij+p-c
mit eindeutigem ¢; € Z. Es gilt dann wegen 0 < 2b;/p < 1:

2ai 2e:b; B 2¢; falls g; = 1,
LiJ =1 P J+26@_{ 2¢; —1 fallse; = —1.

Somit folgt unmittelbar

e = (—)L5

71
( > Z 1 |_2a1J

Jetzt miissen wir die 2 loswerden. Sei dazu a ungerade. Dann

(0)-(:)-6) (?)

pgl ai+pi
3 (et

(1)

und wegen Lemma 12.15

p—1 .
) (_DZZ i+ 3]

p—1
(D5 (enEe (12.1)

Il
7~ N 77 N 7 N 7 N

VI BINw BIN

N—— — 0

Fiir a = 1 folgt
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und damit der zweite Ergdnzungssatz. Dieser 1dft dann (fiir @ ungerade) in (12.1) weiter schlie-

Ben:
a Zp%1 1% ]
Z) = (=)= L]
(5) -
Sei ¢ > 2 eine andere ungerade Primzahl, dann gilt somit

p1 g1
(p) . <q> — (_1)21:21 L%JJFZJ':% 2]
q p

und es bleibt zu zeigen (es wird sogar Gleichheit gelten), daf
p=1 g=1
~ g~ pi _p—1 g—1 42

Wir betrachten die Box von Paaren (i, j)

—1 —1
S={iez;1<ist—}x{jez;1<j<i—

und partitionieren nach

S1=A(,7) € S5 qi > pj}

So={(i,j) € S5 qi <pj}
Dann ist S die disjunkte Summe S = S; U S5, denn gi = pj widerspricht der eindeutigen
Primfaktorzerlegung.

qi = pj
Sa

S

ABBILDUNG 4. Zerlegung von S in S7 und So am Beispiel p = 23 und ¢ = 17.

Offenbar ist ) )
p—- q—
S=——.
# 2 2
Bei festem i ist (4,7) € S1 genau dann, wenn 1 < j < min{‘%l, L%J} Weil i < %, gilt

L)< 22l o g- Ly et

Somit zdhlen wir S als Summe iiber die Anzahl der zu jedem ¢ passenden j:

p—1

2

#5=3 12

=1



112 JAKOB STIX

Per Symmetrie gilt {%jj = min{%, L%J} bei j < q%l’ und wir zéhlen So umgekehrt als Summe
iiber die Anzahl der zu jedem j passenden i:

q—1
2 .
p)
#S = |=].
— 4
7j=1
Diese Rechnung zeigt

p—1 g1
<Z> | (Z) = (- BIEA T o (CqySie#ss o (C1)#S = (1)t T
und komplettiert so den Beweis des Reziprozitatsgesetzes. O

12.3. Ein zweiter Beweis mittels Gaufi-Summen. Der zweite Beweis des quadratischen
Reziprozitéitsgesetzes benutzt ein wenig Korpertheorie.
Sei p eine ungerade Primzahl. Sei

C — e27’ri/p c C

die ausgezeichnete primitive komplexe p-te Einheitswurzel (jede andere tut es iibrigens auch).
Wir rechnen im p-ten Kreisteilungskorper

Q(¢) cC.
Genauer rechnen wir im Teilring
Z[¢] € Q(¢)

der ganzzahligen Linearkombinationen der ¢¥ fiir 0 < k < p — 1.
Da (P =1 gilt, ist fiir alle a € F,, der Ausdruck

¢ =" € Q(Q)
wohldefiniert. Aufferdem gilt

Lemma 12.16. Sei n € N. Dann ist

na __ -1 pT”
ZC _{p—l p|n.

aeF?

Beweis. Wenn p | n, dann sind alle Summanden gleich 1, und davon gibt es p — 1-viele. Wenn
p{n, dann ist Mutliplikation mit [n] bijektiv auf F);. Damit ist

anazzca:_l‘ 0O

a€lFy a€lFy

Lemma 12.17. B gilt 3, (£) = 0.

Beweis. Nach Korollar 12.13 ist die Hélfte der Werte 1 und die andere —1. O
Wir brauchen die folgende Anleihe aus der Algebra.

Lemma 12.18. Der Ring Z[(] hat als abelsche Gruppe eine Basis gegeben durch
1,¢, ..., P2



Elementare Zahlentheorie 113

(1) Seiq eine Primzahl. Ein Element
z=ag+ai(+...+ ap_QCp*Q € Z[C]

(mit a; € Z fiir alle i) ist genau dann in Z[C] durch q teilbar, wenn q | a; fir alle i.
(2) Firn,m € Z mitn=m (mod qZ[(]) gilt schon n =m (mod q).
(3) (z4+w)? =294+ w! (mod qZ[(]) fir alle z,w € Z[(].

Beweis. Der Ringhomomorphismus
ZIX] — Z[¢]
definiert durch X ~— ( ist per Definition von Z[(] surjektiv. Sei P(X) € Z[X] im Kern, d.h.
P(¢) = 0. Aus der Algebra wissen wir, dal das p-te Kreisteilungspolynom
Pp(X)=XP 4+ X +1

irreduzibel ist und die Nullstelle ¢ hat. Damit ist P(X) ein Vielfaches von ®,(X) wenigstens
im Hauptidealring Q[X]. Sei Q(X) € Q[X] mit P(X) = ¢,(X)Q(X). Nach dem Gauf-Lemma
iiber die Multiplikativitit des Inhalts** folgt, daR bereits Q(X) € Z[X]. Damit ist nach dem
Homomorphiesatz
ZIX]/(®p(X)) = Z[C].

Damit hat Z[(] als abelsche Gruppe die Basis 1,¢,¢?, ..., (P72

Aussage (1) folgt sofort aus der Eindeutigkeit der Darstellung von z bzw. z/q in der gegebenen
Basis. Aussage (2) ist ein Spezialfall von (1).

Fiir (3) erinnern wir daran, daf fiir alle 1 < i < ¢ gilt ¢ | (¢). Daher folgt aus dem Binomischen
Lehrsatz, dafs es ein Polynom F(A, B) € Z[A, B] mit ganzen Koeffizienten gibt, so daf

(A+B)1=A94+ B+ q-F(A, B).
Spezialisieren wir X +— z und B — w, so folgt (3). O
Bemerkung 12.19. Der Ring Z[(] hat die algebraische Struktur
ZIX])(XP7L 4+ X 1) ~Z[¢],
wobei der Isomorphismus durch X — ( festgelegt ist. Die Menge
{¢*: acE)

ist eine Normalbasis fiir die Galoiserweiterung Q(¢)/Q mit Galoisgruppe F,’. Durch einen An-
satz aus der Darstellungstheorie endlicher Gruppen, der Mittelung gegen einen Charakter der
Gruppe, wird die folgende Definition motiviert.

Definition 12.20. Wir definieren die Gaufl-Summe als
a
T = — ) ¢“.
> (5)
aEIFp
AuRerdem vereinbaren wir noch die Notation

P = <_1> p=(-1)"7p.

p

Satz 12.21. Sei q eine ungerade Primzahl. Es gilt
(1) 7%=p*.
(2) 4= (%) 7 (mod ¢Z[(]).

22Erinnerung: der Inhalt eines Polynoms in Z[X] ist der ggT der Koeffizienten.
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Beweis. (1) Wir rechnen
b b
S (T (2 (D (5) o= ()
a€Fy P beFy P a,beFy P

Wir substituieren b = za und rechnen weiter

— Z Z (”f) cot+a) — Z <Z> Z(C(H—x))a

z€F, acFy z€Fy, a€Fy
— (_1) (p—1)+ Z <$) (1) (Lemma 12.16)
b z€F) x#£—1 b
- <_1> =Y (”3) = p*. (Lemma 12.17)
P z€F) P
(2) Wir rechnen nun
! q
T = Z <;) | = (;) ¢ (mod qZI[(]) (Lemma 12.18)
a€Fy a€Fy
06 5 6)r
a€lFy p b a€Fy b
q a\ .a_ (4
() ZG)e-0G)
aclk,

O

Beweis von Theorem 12.3. Seien p und g verschiedene ungerade Primzahlen. Dann rechnen wir

in Z[¢] modulo ¢Z[(]
(—l)p;l'q%1 . <Z> pF = ( _1> p)q%1 -p*  (mod q) (Korollar 12.12)
= (p*) 7 =71t (Satz 12.21(1))

> 72 (mod ¢Z[¢]) (Satz 12.21(2))

WEeil p* teilerfremd zu ¢ ist, kann man kiirzen zu

W ()=(3) o

Weil beide Seiten nun in {—1,0,1} sind, gilt sogar Gleichheit als ganze Zahlen:

Das war zu zeigen.
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Beweis des zweiten Erginzungssdtzes: Wir rechnen im Ring Z[i] = Z[X]/(X? + 1)

—i(1+14)? =2
also modulo p in F,[X]/(X? + 1)
2 - - _
<> =9 = (=)' -1+ = (=) (1+#)/(1+4) (mod p).
p
Das héangt nur noch von der Restklasse p € Z/8Z ab. Die Primzahlen
p=3,57,17

decken alle ungeraden Restklassen modulo 8 ab. Weiter rechnet man leicht, dafs
2=3% (mod7)
2=6° (mod 17)

2_
und 2 ist weder Quadrat modulo (3) noch modulo (5). Also stimmen (%) und (—1)pT1 fiir die

vier ausgesuchten Primzahlen tiberein. Weil beide Seiten nur von p (mod 8) abhéngen, beweist
dies den zweiten Ergénzungssatz. U

12.4. Das Jacobi-Symbol. Das algorithmische Hauptproblem in der Berechnung des Legendre-
Symbols besteht im Faktorisierungsschritt. Bevor man (%) durch Anwendung des Reziprozitéts-

gesetzes ,umdrehen ¢ kann, mufs man a in Primfaktoren zerlegen. Das ist algorithmisch schwierig.
Das Jacobi-Symbol setzt das Legendre-Symbol fort, aber hat das Faktorisierungsproblem nicht.

Definition 12.22. Das Jacobi-Symbol (ﬁ) fiir eine ungerade natiirliche Zahl n mit
Primfaktorzerlegung n = [[;_, p* ist definiert als

T e;
(%) =TI <a> e {1,0,-1}
S \P
fir alle a € Z. Fir n = 1 betrachten wir das auftretende Produkt als das leere Produkt und
geben den Wert "
(1) ="

Bemerkung 12.23. (1)  Wenn a quadratischer Rest ist modulo n, dann ist a auch quadratischer

Rest modulo aller Primfaktoren p; | n. Dann ist offensichtlich (%) =1.

(2) Esist aber (Z) = (2)-(2) = (=1) - (~1) = 1 obwohl 2 kein quadratischer Rest modulo
15 ist.

(3) Das Jacobi-Symbol (£) hiingt offensichtlich nur von [a], € Z/nZ ab. Genauer muf man

a nur modulo aller Primteiler von n kennen, also nach dem Chinesischen Restsatz nur
modulo dem Radikal Rad(n).

(4) Ist n = p eine Primzahl, dann stimmt das Jacobi-Symbol (%) mit dem entsprechenden
Legendre-Symbol iiberein.

Proposition 12.24. Das Jacobi-Symbol ist multiplikativ: fir alle a,b € Z und alle ungera-

den n € N gilt
a) _(a). (P
n) \n n)’

Insbesondere definiert das Jacobi-Symbol einen Gruppenhomomorphismus
(Z/nZ)* — {£1}.
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n

Beweis. Das folgt, weil ( ) das Produkt vollstandig multiplikativer Funktionen (p—i) ist. O

Theorem 12.25 (Reziprozitét fiir das Jacobi-Symbol). Seien n und m teilerfremde unge-
rade natirliche Zahlen. Dann gilt:
n—1 m-1
1) (@) (@) =0T,
2) () =17,

n2-1

(3) (3)=(-13

Beweis. (2) Das beweisen wir per Induktion tiber die Anzahl der Primfaktoren in n. Es reicht,
fiir a, b ungerade zu zeigen, dafs
a—1 b—-1 ab-1

5 + 5 =3 (mod 2). (12.2)

Das ist aquivalent zu

) @b-1)~(@@a—1)~(b-1) = (a—1)(b-1),

und das ist ok, weil a, b ungerade sind.

(3) Das beweisen wir wieder per Induktion iiber die Anzahl der Primfaktoren in n. Es reicht,

flir a, b ungerade zu zeigen, daft
a?—1 v -1 _ (ab)?-1

+
8 8 8

(mod 2).

Das ist aquivalent zu
16 | ((ab)> —=1) — (a®* = 1) = (b* = 1) = (a®* = 1)(b* = 1) = (a — 1) (a + 1)(b—1)(b+ 1),
und das ist ok, weil a, b ungerade sind.

(1) Das Jacobi-Symbol (%) ist per Definition multiplikativ in n und nach Proposition 12.24

auch in m. Damit ist auch ( ) : ( ) multiplikativ in » und m. Nach der Rechnung fiir (1) ist

n m
m
auch

n

(-1 "
multiplikativ in ungeraden n und m. Damit reicht es, die Aussage fiir Primzahlen zu beweisen.

Wenn n = p # ¢ = m Primzahlen sind, dann folgt dies aus dem quadratischen Reziprozitatsge-
setz, Theorem 12.3. O

Bemerkung 12.26. Die Berechnung des Jacobi-Symbols (%) funktioniert nun wie folgt. Man
spaltet aus n die Faktoren 2 und —1 ab. Diese werden nach den Erganzungssétzen berechnet.
Danach bleibt (%) mit ungeraden n und m iibrig. Man geht mit dem entsprechenden Vorzeichen
zum Reziproken (%) iiber und reduziert m modulo n per Division mit Rest analog zum Vorgehen
beim Euklidischen Algorithmus. Das Verfahren besitzt eine Laufzeit, die &hnlich effizient wie die
des Euklidischen Algorithmus ist!

Beispiel 12.27. Wir rechnen zwei Beispiele:

:(12$><1§I><$><131><
(57)- (29) - (2) - ()
()-()-(2)

B3N _ (33 __
101/ 101/
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12.5. Das Kronecker-Symbol. Auch das Jacobi-Symbol 1&£t sich noch erweitern.

Definition 12.28. Das Kronecker-Symbol (%) fiir a,n € Z, n # 0, mit Primfaktorzer-

legung n = ¢ - [[;_, p;*, hier ist ¢ € {£1}, ist definiert durch
T €3
(@):<a>11(a)
n/ e/ L \p;

wobei fiir die ungeraden p; mit (17) das Legendre-Symbol gemeint ist und die weiteren
Faktoren durch

-1 a<0, -1 a=3,5 (mod38),
()= O =1 =) =30 a=0, (5)=40 2]a
1 1 a#0, -1 N 2 ’

1 a>0, 1 a=1,7 (mod8) >0

erklart sind.

Bemerkung 12.29. Wir notieren offensichtliche Eigenschaften des Kronecker-Symbols.

(1)  Wenn n eine ungerade natiirliche Zahl ist, dann stimmt das Kronecker-Symbol (ﬁ) mit
dem Jacobi-Symbol iiberein.

(2) Das Kronecker-Symbol (%) ist genau dann 0, wenn (a,n) # 1, also a und n nicht teilerfremd
sind, oder im Fall a = 0 (das deckt nur die weiteren Félle n = %1 ab).

(3) Fiire e {1,—1} gilt

sign(a)—1
)5 s s
€ 0 a=0.

Proposition 12.30. Das Kronecker-Symbol ist vollstindig multiplikativ in Zdihler und Nen-
ner.

(1) Fir alle a,b € Z undn € Z, n # 0 gilt:

ab a b
(2)=()-G)
(2) Fir alle a,b € Z, a #0 # b, und n € Z gilt:
n n n
(@)=(5) ()
Beweis. (1) Das Kroneckersymbol ist Produkt vollstdndig multiplikativer Funktionen der Form

(T) oder <jl>,
Aussage (2) folgt unmittelbar aus der Definition, weil die Primfaktorzerlegung von ab das

Produkt der Primfaktorzerlegungen von a und von b ist. Der Beitrag (g) fir e € {£1} ist
ersichtlich multiplikativ in € wegen der Formel (12.3). O

sowie (5) und <5> mit ungeradem p.

Definition 12.31. Zu einer ganzen Zahl n € Z, n # 0, die wir eindeutig als
n=c¢-2%n
mit 24 n' und dem Vorzeichen e = sign(n) € {£1} schreiben, definieren wir einen Vektor

“m:<¥ib>ﬂﬁﬁ

2
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Weiter definieren wir fiir zwei ganze Zahlen n, m € Z ungleich 0

o) = ) < o ) a(m) € Z/2Z.

Lemma 12.32. Fiir alle n,m € Z ungleich 0 gilt
a(nm) = a(n) + a(m).
Der Ausdruck (n,m) ist bimultiplikativ: fir alle a,b ungleich 0 gilt
(ab,m) = (a,m) + (b, m)
(n,ab) = (n,a) + (n,b).

Beweis. Das folgt im Wesentlichen aus der Rechnung (12.2) im Beweis von Theorem 12.25. [

Theorem 12.33 (Reziprozitit fiir das Kronecker-Symbol). Seien n und m teilerfremde
ganze Zahlen ungleich 0. Dann gilt:

) (3)- o

Beweis. Beide Seiten sind vollstdndig multiplikativ in » und m nach Proposition 12.30 und
Lemma 12.32. Daher reichen die Félle, wenn n und m Primzahlen oder —1 sind, die man direkt
nachrechnen kann.

Es geht aber auch direkt. Ohne Einschrankung sei m ungerade und zwar m = (, - m’ mit
m’ > 0 und (,, = sign(m) € {£1}. Fiir n haben wir den Ansatz n = (, -2%-n’ mit n’ > 0
ungerade, a > 0 und ¢, = sign(n) € {£1}. Wir bemerken fiir die Rechnung, dafs

n sign(n)—1 sign(m)—1 sign(n)—1 sign(m)—1 m
- — C 2 — (-1)## = C 2 = — 1.
<Cm> " ! Cn

Weiter werden wir nutzen, dafs

m/—1 sign(n)—1 m/—
<€"> — T = (—1)EE

m/

und entsprechend mit vertauschten Rollen.
Dann folgt aus dem Quadratischen Reziprozitatsgesetz Theoem 12.3 fiir das Legendre-Symbol,

insbesondere den Ergénzungssidtzen und der Definition des Kronecker-Symbols fiir <jl> und

(5), die folgende Rechnung,
() () G (2) (30 3) |
(DEEE EE ()

—1 m'— sign(n)—1 m/— sign(m)—1 n/— m'2— m2— @
:(_1)'n21. 21'(_1)3,(2) 1. 21'(_1)g(2)1.21'<(_1) 81.(_1)81>

’ ’ i ’ . ’
n'—1 m'—1 sugn(n)fl.m -1 SIgn(m)—lln —1
2 + 2 2 + 2

= (1) = (-,

weil
n—1 m'—1 sign(n)—1 m'—1 n'—1 sign(m)—1

2 2 2 2 2 2

<n7m> =

Proposition 12.34. Das Kronecker-Symbol ist modular im folgenden Sinne.
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(1) Fir alle n # 0 und alle a,b € Z, sofern bei n < 0 die Zahlen a und b das gleiche
Vorzeichen haben, gilt:

<Z) = (2) falls a=b (mod 4n).

(2)  Fir alle n,m,a >0 mit a Z 3 (mod 4):

<z> - (;) falls n=m (mod 4a).

Beweis. (1) Wir vergleichen die Faktoren in der Definition des Kronecker-Symbols. Die Vor-
aussetzungen an die Vorzeichen von a und b sorgen dafiir, daf (g) = (g) fiir das Vorzeichen

e = sign(n) von n gilt. Die Faktoren (%) fiir ungerade Primteiler p von n hingen nach den

Modularitatseigenschaften des Legendre-Symbols nur ab von a modulo p. Damit bleibt nur der
Faktor (%) zu diskutieren.

Der Faktor (%) héngt nur ab von ¢ modulo 8. Ist n ungerade, dann kommt (%) in der
Definition von (%) nicht vor. Ist n gerade, dann ist bereits 4n ein Vielfaches von 8 und aus a = b
(mod 4n) folgt a = b (mod 8) und dann weiter () = (%)

(2) Wenn (a,n) # 1, dann ist ein Primteiler von (a,n) auch Primteiler von m, somit beide
Kronecker-Symbole gleich 0. Andernfalls ist (2) eine unmittelbare Folge von (1) und Reziprozitét

aus Theorem 12.33, ndmlich

()= i (2) = 0 () = e (2

und der lastigen Vorzeicheniiberlegung

(a) = faym) = (£21) - (=L =1

8| (a —1)(m' —n).
Beide Faktoren sind durch 2 teilber. Wenn a gerade ist, dann sind m = m/ und n = n/ ungerade

und 4a | m’ — n'. Das gibt einen Extrafaktor 2. Wenn a ungerade ist, dann nach Voraussetzung
a =1 (mod 4) und somit ist der Extrafaktor 2 im Faktor «’ — 1 =a — 1. O

und es bleibt zu zeigen:

Bemerkung 12.35. Zu D = 0,1 (mod 4) ist x(n) = (£) auf n > 0 multiplikativ, und genauer
ein Dirichlet-Charakter zum conductor D. Das bedeutet, daft y eigentlich ein Gruppenhomo-
morphismus
X :(Z/DZ)* — {+1}

ist, der auf Z durch 0 fiir nicht zu D teilerfremde Zahlen fortgesetzt wurde. Wenn D kein
Quadrat in Z ist, dann gehort dazu nach Galoistheorie ein quadratischer Zwischenkorper K/Q
der zyklotomischen Erweiterung Q(¢)/Q, wobei ¢ eine primitive D-te Einheitswurzel ist. Der
Zwischenkorper ist genau K = Q(v/D).

Dirichlet-Charaktere spielen in Kapitel §13 eine wichtige Rolle. Quadratische Zahlkorper ler-
nen wir in Kapitel 16 kennen.

UBUNGSAUFGABEN ZU §12
Ubungsaufgabe 12.1. Zeigen Sie, daf die folgenden Abbildungen Gruppenhomomorphismen sind.
(1) e:(Z/AZ)* — Z/27 definiert fiir n € Z teilerfremd zu 4 durch

n—1

e([n]) = 5 (mod 2).
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(2) w:(Z/8Z)* — Z/27Z definiert fiir n € Z teilerfremd zu 8 durch

n? —
wlll) =" L (mod 2).

Ubungsaufgabe 12.2. Sei p > 3 ein Primzahl mit

(i) p=-1 (mod4), und

(i) ¢ =2p—+1 ist Primzahl.

Zeigen Sie, dafs g ein Teiler der Mersenne-Zahl M, = 2P —1 ist. Diese Mersennezahl ist also keine
Mersenne-Primzahl.

Ubungsaufgabe 12.3 (Spezialfall des Dirichlet’schen Primzahlsatzes). Zeigen Sie:

(1) Ist p ein Primteiler einer Zahl der Form 2N2+1 mit N € N, so ist p = 1 oder 3 (mod 8).

(2) Sind p1,...,pr ungerade Primzahlen, so besitzt P := 2(p1---pg)? + 1 einen Primteiler
der Form 8n + 3 mit n € Ny.

(3) Es gibt unendlich viele Primzahlen p mit p = 3 (mod 8).

Ubungsaufgabe 12.4 (Quadratische Kongruenzen).

(1) Sei p eine ungerade Primzahl. Weiter seien a, b, ¢ € N mit p { a. Zeigen Sie: Die Kongruenz
ar’ + bz +c=0 (mod p)

esitzt genau Yi—dac) 4 | yiele Losungen in Z/pZ.
b =
(2) Untersuchen Sie, wieviele Losungen in Z/nZ folgende Kongruenzen besitzen:
(a) 222 +3r —1=0 (mod n), wobei n = 133.
(b) 522 +32z+1=0 (mod n), wobein = 235.
Ubungsaufgabe 12.5.
(1) Berechnen Sie die folgenden Legendre-Symbole:
(@) (12),
o (28]
© (5
137/
(2) Berechnen Sie die Jacobi-Symbole
93
v
b) (127
240/
und entscheiden Sie ob die dazugehorigen Kongruenzen
(a) 22 =93 mod 115,
(b) x? = 127 mod 240
16sbar sind.
Ubungsaufgabe 12.6.
(1) Sei p eine ungerade Primzahl. Zeigen Sie, daf gilt

(3)_ 1 wenn p = +1  (mod 12),
p) |-1 wemnp=+5 (mod 12).

(2) Finden Sie eine Kongruenz, die alle (ungeraden) Primzahlen beschreibt, fiir die 5 ein
quadratischer Rest ist.

Ubungsaufgabe 12.7. Es sei p > 2 eine Primzahl. Fiir a € Z mit p { a definieren wir
Ko ={(z,y) € ®)*; 2® +y* =a (mod p)}.

Ziel dieser Aufgabe ist es, die Anzahl #K, zu bestimmen und daraus einen weiteren Beweis der
Ergénzungssétze des quadratischen Reziprozititsgesetzes herzuleiten. Gehen Sie wie folgt vor:
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W i sie S (10) -y

=0~ P
Hinweis: Zeigen Sie zundchst fir j # 0, dafl (
tive Inverse von j modulo p bezeichnet.

(b)  Zeigen Sie: #K, = pz_:l (1 + (;)) (1 + <“;j>>.

j=0

1

%) = (%); wobei j~1 € F, das multiplika-

Hinweis: Uberlegen Sie hierzu, daf gilt:
#reFy; =] (modp)}=1+())}

(¢)  Folgern Sie: #K, =p — (_1>
p

Wir kommen nun zum Beweis der Ergénzungsséitze. Folgende Teilaufgaben sind unabhéngig
von den vorherigen. Lediglich das Resultat von (c¢) wird fiir die Teile (e) und (f) benotigt.

2
(d)  Zeigen Sie: #Ko =4+2 <<) + 1) (mod 8).

p
Hinweis: Betrachten Sie die Gruppenwirkung von Dy = (0,7 | 0% = 7% = (o7)* = 1) auf
Ko, die fir (z,y) € Ko gegeben ist durch

O'(l',y) = (:1:7 _y) und T(l’,y) = (y,x)

Fiir welchen Punkt (x,y) € Ky hat die Bahn unter dieser Gruppenwirkung die Linge 8%
Welche Bahnlinge haben dann die restlichen Punkte?

-1

1 =1 d4
(e)  Folgern Sie den ersten Ergénzungssatz: <> = { P (mod 4),
p

—1, p=3 (mod 4).

2 1 =4=41 d8
(f)  Folgern Sie den zweiten Ergénzungssatz: <) _{ P (mod 8),
P -1, p=43 (mod 8).

Ubungsaufgabe 12.8. Sei p eine Primzahl. Zeigen Sie, daf sich jedes Element von F » als Summe
zweier Quadrate schreiben 1aft.

Ubungsaufgabe 12.9. Seien g € N und p = 2¢ + 1 ungerade Primzahlen.
(1) Zeigen Sie: 2 ist genau dann eine Primitivwurzel modulo p, wenn ¢ =1 (mod 4).
(2) Finden Sie eine notwendige und hinreichende Bedingung an ¢ dafiir, daf 5 eine Primi-
tivwurzel modulo p ist.

Ubungsaufgabe 12.10 (Pépins Primzahltest). Fir n € N sei F), = 2(2") 4+ 1 eine Fermat-Zahl.
Zeigen Sie:
F,, ist eine Primzahl < 3n=1/2 = 1 mod F,.
Hinweis: fiir die Riickrichtung zeigen Sie zundchst, daf$ fir jeden Primteiler q von F, die
Ordnung von 3 modulo q gleich 22") sein muss.

Ubungsaufgabe 12.11.
(1) Es sei P(x) = 2022 — 1. Sei n € N und sei p ein Primteiler von P(n). Zeigen Sie, daf
p=1 (mod 5) oder p =4 (mod 5) gelten muf.
(2) Folgern Sie, dafs es unendlich viele Primzahlen p mit p =4 (mod 5) gibt.

Ubungsaufgabe 12.12. Zeigen Sie, daf jede ganze Zahl a # 0 quadratischer Rest modulo unend-
lich vieler Primzahlen ist.
Hinweis: Aufgabe 4.11.
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13. PRIMZAHLEN IN ARITHMETISCHEN FOLGEN

Wir wissen seit langem, dafl es in N unendlich viele Primzahlen gibt. Wie geht die gleiche
Frage fiir bestimmte unendliche Teilmengen von N aus?

Definition 13.1. Eine arithmetische Folge ist eine Folge (a,)nen der Form

anp=d-n-+c.

Hier soll fiir die Zahlentheorie natiirlich ¢, d € Z sein.

Offensichtlich bilden die arithmetischen Folgen zu festem d > 1 und 1 < ¢ < d eine Partition
von N, namlich die Partition nach den Kongruenzklassenmodulo d, bzw. nach [c] € Z/dZ. Da
wir wissen, dafs es in N unendlich viele Primzahlen gibt, liegt es nahe zu fragen, ob dies fiir
Primzahlen in arithmetischen Folgen auch gilt.

Offensichtlich muft mindestens eine der Kongruenzklassen [c] bei festem d > 1 unendlich viele
Primzahlen enthalten. Auferdem gilt fiir n, dak

(Cvd>’6'n+d7

so daf nur bei teilerfremden ¢,d unendlich viele Primzahlen = ¢ (mod d) sein kénnen. Die
Antwort auf diese Verteilungsfragen ist bemerkenswert:

Theorem 13.2 (Satz von Dirichlet iiber Primzahlen in arithmetischen Folgen). Seien m,a
teilerfremd und m > 1. Dann gibt es unendlich viele Primzahlen p mit

p=a (mod m).

13.1. Algebraische Beweise in Spezialfiallen. Wir haben zwei Beweise dafiir gegeben, daf
es unendlich viele Primzahlen gibt. Wir diskutieren nun Varianten des Euklidischen Beweises,
die Teilresultate von Theorem 13.2 hergeben.

Bemerkung 13.3. Varianten des Eulerschen Beweises liefern mehr, ndmlich Gleichverteilung! Fiir
jedes feste d > 2 hat die Menge der Primzahlen in der arithmetischen Folge (dn + ¢),en eine
Dirichlet-Dichte. Diese ist 0, wenn (d,c) # 1, und sie ist fiir alle anderen Félle mit (d,c) =1
gleich! Mit diesen analytischen Methoden befassen wir uns im Anschluf.

Satz 13.4. Es gibt unendlich viele Primzahlen p = —1 (mod 4).

Beweis. Angenommen py, ..., ps wire eine endliche Liste aller Primzahlen = —1 (mod 4). Dann
betrachten wir

N:4ﬁp,-—1.
i=1

Dann gilt N = —1 (mod p;), also p; N fiir alle ¢ = 1,...,s und auch 2 { N. Daher sind alle
Primfaktoren von N kongruent zu 1 modulo 4. Dann mufs aber IV als Produkt seiner Primfak-
toren auch = 1 (mod 4) sein. Widerspruch. O

Satz 13.5. Es gibt unendlich viele Primzahlen p =1 (mod 4).

Beweis. Angenommen py, ..., ps wire eine endliche Liste aller Primzahlen = 1 (mod 4). Dann
betrachten wir

S
=1

Dann gilt N = 1 (mod p;), also p; 1 N fiir alle i = 1,...,s und auch 2 { N. Daher sind alle
Primfaktoren von N kongruent zu —1 modulo 4.
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Da N > 1 ist, gibt es einen Primteiler ¢ | N, und ¢ = —1 (mod 4). Dann gilt
S
@[[r)?*=N-1=-1 (mod o)
i=1

im Widerspruch zu Satz 4.35. O

Das letzte Argument l&ft sich verallgemeinern.

Satz 13.6. Sei ¢ eine Primzahl. Dann gibt es unendlich viele Primzahlen p =1 (mod ).

Beweis. Angenommen p1, ..., ps wire eine endliche Liste aller Primzahlen = 1 (mod ¢). Dann

betrachten wir
S
P = E Hpi
i=1

und daraus
N=pP 1y P24 4P+
Sei ¢ ein Primteiler von N. Da (N, P) =1, ist ¢t P und damit ¢ kein Primteiler von der Liste,
also ¢ Z1 (mod ¢), d.h.
ltqg—1.
Weil ¢ Primzahl ist, folgt (¢,q — 1) = 1. Wir wéhlen nach Bézout eine Z-Linearkombination

lr+(¢g—1)y=1
Auferdem beobachten wir, daf ¢ ein Teiler von N(P —1) = P’ — 1 ist. Dann folgt mit Satz 4.30
P = pletlaey = (phr  (pla-Dy =171 =1 (mod q).
Dann aber ist
0=N=P 14 P24 +P+1=1"14... 41=¢ (modq).
Aus q | ¢ folgt ¢ = ¢, aber das geht auch nicht, da ¢ | P und ¢ { P. Widerspruch. O

Bemerkung 13.7. (1)  Anstelle des Polynoms X241 in Satz 13.5, das zu den 4. Einheitswurzeln
gehort, nehmen wir in Satz 13.6 das Polynom X‘~!'4-...4+ X 41, das zu den /-ten Einheits-
wurzeln gehort. Dies ist ein deutliches Indiz des Zusammenhangs zwischen Primzahlen in
arithmetischen Folgen und der Galoistheorie der zyklotomischen Koérper.

(2) Im Beweis von Satz 13.6 haben wir implizit (z oder y ist negativ!) von der Erweiterung des
Kongruenzbegriffs auf Briiche mit zum Modulus teilerfremdem Nenner Gebrauch gemacht,
siehe Bemerkung 3.9.

Bemerkung 13.8. Wir schlieffen diesen Abschnitt mit zwei Bemerkungen zu jlingeren Entwick-
lungen in der additiven Zahlentheorie.

(1) Der Satz von Dirichlet gibt Auskunft iber Primzahlen in arithmetischen Folgen. Man
kann die Frage verdrehen und auf eine sehr spannende Frage stoflen, die erst kiirzlich
gelost worden ist. Gibt es arithmetische Folgen in der Menge der Primzahlen? Ein Beispiel
der Lange 5 ist:

5,17,29,41,53.

Natiirlich kann eine arithmetische Folge a,, = dn + ¢, d # 0 aus Primzahlen nicht
unendlich lang sein. Dann wiirde ndmlich das lineare Polynom P(X) = dX + c fiir alle
n € N nur Primzahlen als Werte annehmen im Widerspruch zu Satz 4.21.

Green und Tao haben 2004 gezeigt, daf es fiir jedes & € N ein d > 1 und eine arithme-
tische Folge

po=c¢, pr=d+c, ..., pp =dk+c
von Primzahlen gibt.
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(2) Die Goldbach—Vermutung (1742) besagt, dafs jede gerade natiirliche Zahl > 2 die Summe
zweier Primzahlen ist. Diese so einfache Frage ist bis heute (April 2017) nicht entschieden.
Allerdings hat Helfgott 2013 einen Beweis fiir die terndre Goldbach—Vermutung gefunden:
jede ungerade Zahl > 5 ist Summe dreier Primzahlen.

13.2. Charaktere und Dualitéit fiir endliche abelsche Gruppen. Fiir den Beweis von
Theorem 13.2 benétigen wir algebraische und analytische Werkzeuge. Interessanterweise haben
die algebraischen dabei etwas mit der diskreten Fouriertransformation zu tun, also eine Art
diskrete Analysis.

Notation 13.9. Wir notieren abelsche Gruppen hier multiplikativ, da wir bereits die Gruppe
(Z/mZ)* fur Dirichlet-Charaktere als Anwendung im Blick haben.

Definition 13.10. Sei G eine endliche abelsche Gruppe. Ein (komplexwertiger) Cha-
rakter auf G ist ein Gruppenhomomorphismus

x:G— C*,
das heift fiir alle z,y € G gilt x(zy) = x(x)x(y)-

Beispiel 13.11. Sei n ungerade. Das Jacobi-Symbol definiert einen Charakter
a

(f) L(Z/nZ)* - {£1} CCX,  av (f) .

n n

Bemerkung 13.12. Sind x und v Charaktere auf GG, dann ist das Produkt yt definiert als der
Charakter

(x¥)(z) := x(z)(z) fiir alle x € G.
Das neutrale Element beziiglich der Multiplikation von Charakteren ist der triviale Charakter

1:G—C~
mit 1(x) =1 fir alle x € G. Der zum Charakter x inverse Charakter x~

gy o L
X (2) @

Folglich bilden die Menge der Charaktere der endlichen abelschen Gruppe G
G :={x; x: G — C* Charakter}
mit der angegebenen Multiplikation selbst eine Gruppe, die Charaktergruppe von G.

1 ist damit

Bemerkung 13.13. Wir beschrinken uns auf endliche abelsche Gruppen G, obwohl die Theorie
auch fiir beliebige kompakte Gruppen funktioniert.

(1) Jeder Charakter y : G — C auf einer endlichen Gruppe G nimmt seine Werte in den
Einheitswurzeln an. Eine komplexe Zahl z € C ist eine (n-te)-Einheitswurzel, wenn es ein
n € N gibt mit z” = 1. Aus der Polarkoordinatendarstellung liest man ab, daf die n-ten
Einheitswurzeln eine endliche Untergruppe von C* bilden:

fin = pin(C) :={¢ =€*™n ; a=0,1,...,n—1}.
Mit n = #G gilt fiir jedes z € G nach dem Satz von Lagrange z™ = 1, also
x(2)" = x(z") = x(1) = L.
(2) Der zu einem Charakter x : G — C* konjugierte Charakter X ist definiert durch
X(z) = x(z) fiir alle x € G.

Das Inverse y~! stimmt mit dem komplex konjugierten Charakter iiberein, weil fiir alle
moglichen Werte ¢ € pu, gilt: { = (1.
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(3) Spéter wird die folgende Identitdt im Polynomring C[T'] niitzlich sein:

[Ta-¢m)y=1-1"

CEpn
Beide Seiten sind Polynome in T vom selben Grad mit der gleichen Nullstellenmenge .
Daher unterscheiden sie sich nur um eine multiplikative Konstante. Diese ist 1, wie man
durch Auswertung in T' = 0 feststellt.

Beispiel 13.14. Jeder Charakter x auf Z/nZ nimmt Werte in p, an. Die Auswertung in einem
x € Z/nZ liefert dabei einen Gruppenhomomorphismus

Z/nZ — Hn, Xt X(x)

allein aufgrund der Definitionen der beteiligten Gruppenstruktur. Wir werten nun in z = [1]
aus. Da [1] ein Erzeuger ist, wird jeder Charakter x auf Z/nZ durch x([1]) eindeutig festgelegt,
denn x([a]) = x([1])*. Dies bedeutet, daf die Auswertung in [1] injektiv ist.

Wir zeigen nun durch eine Konstruktion, daft Auswertung in [1] sogar surjektiv und damit
ein Gruppeisomorphismus ist. Zu ¢ € u, ist die Abbildung

expe : Z/nZ — C*,  exp¢(a) = ¢*

ein Charakter mit exp([1]) = ¢.
Jetzt betrachten wir Charaktere auf p,. Zu jedem k € Z gibt es

Vit e — CF, Yp(z) = 2~
Der Charakter v, hédngt von k& nur modulo n ab, denn (" = 1 fiir alle { € p,. Daher definiert
k — 4 einen Gruppenhomomorphismus

ZInZ — [in,.

Dieser ist injektiv, denn 1, = 1 impliziert 1 = 1, (e27/™) 2mik/n und damit n | k. Aus dem
Folgenden schliefien wir, daf es sich sogar um einen Isomorphismus handelt: jeder Charakter auf

Ln, ist von der Form vy, fiir ein eindeutiges k € Z/nZ.

=€

Proposition 13.15 (Fortsetzbarkeit). Sei G eine endliche abelsche Gruppe. Jeder Charak-
ter auf einer Untergruppe H ist die Einschrinkung eines Charakters auf G.

Beweis. Wir beweisen das per Induktion nach dem Index (G : H). Es reicht daher fiir ein z € G
den Charakter x € H auf die Untergruppe (H, z) fortzusetzen. Sei m > 0 minimal mit 2™ € H.
Ein solches m gibt es, weil z#¢ = 1 € H. Sei a = 2™ und z = x(a). In C kann man beliebige
Wurzeln ziehen (Polarkoordinaten!). Daher gibt es ein ¢ € C mit ("™ = z. Wir setzen nun x fort
durch

X(ha®) = x(h)¢*, he H ke
Das ist offensichtlich eine Fortsetzung und ein Gruppenhomomorphismus y : (H,z) — C*,

sofern wir uns nur iiberzeugen kénnen, dafs y tiberhaupt wohldefiniert ist.
Wenn hz* = Wzt fiir h, W' € H und k,l € Z, dann ist

#t=n'n"t e H,
und die Minimalitiit von m zeigt m | k—1I. Sei k—1 = mt, dann gilt ' = h(K'h~!) = ha™ = ha'
und
X(M)¢F = x(R)C™H = x(h)z'¢" = x(ha')¢" = x(R')¢.
Damit ist x¥ wohldefiniert. O
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Satz 13.16. Sei G eine endliche abelsche Gruppe. Dann gilt
4G = #G.

Beweis. Sei H eine Untergruppe von G. Einschrankung auf H definiert einen Gruppenhomo-
morphismus

res: G — H, res(x) = x|u-

Proposition 13.15 besagt nichts anderes, als daf res surjektiv ist. Sei 7 : G — G/H die Quoti-
entenabbildung. Dann haben wir einen induzierten Homomorphismus

w*:@%ker(res:@%ﬁ), X > X OT.

Nach der Eigenschaft des Quotienten induziert jeder Charakter y € ker(res), also ein Charakter
mit x(H) = 1 eindeutig einen Charakter

G/H — C*,

dessen Bild unter 7* er ist. Damit ist 7#* surjektiv, und injektiv ist 7* sowieso, weil 7 surjektiv
ist. Man kann daher ker(res) mit G/H identifizieren. Es folgt

#G = #1im(ves) - # ker(res) = #H - #C?/T{,

und wegen des Satzes von Lagrange #G = #H - #(G/H) reicht es daher den Satz fiir H und
G/H zu beweisen.

Der Induktionsschirtt bei Induktion nach #G fiihrt mit obigem Argument solange zum Ziel,
wie es in G eine echte Untergruppe gibt. Es reicht daher, den Satz fiir zyklische Gruppen zu
beweisen, denn nicht zyklische Gruppen G haben fiir jedes x € G, = # 1 die echte Untergruppe

H = (x).
Im zyklischen Fall ist G isomorph zu Z/nZ fir ein n. Diesen Fall haben wir bereits in Bei-
spiel 13.14 behandelt. (]

Wie iiblich gibt es eine natiirliche Abbildung in das doppelte Dual, hier der Homomorphismus

LG G, Ug) = (¢ = ¢(9)).

Korollar 13.17. Sei G eine endliche abelsche Gruppe. Dann ist v : G — G ein Isomorphis-
mus.

Beweis. Der Homomorphismus ist injektiv, denn +(x) = 1 bedeutet, dak ¢(z) = 1 fiir alle ¢ € G.
Dann wiirden alle Charaktere iiber G/(z) faktorisieren, also
#G = #G = #G/(z) = #(G/(z)) = #G/ ord ().
Daraus folgt ord(z) =1 und = = 1.
Es reicht nun, die Ordnungen zu vergleichen: #G = #@G = #G nach Satz 13.16. O
Integrale {iber Charaktere sind besonders einfach. Wenn es sich nicht um den trivialen Cha-

rakter handelt, dann oszilliert der Charakter und mittelt sich zu 0 im Integral. Das besagt die
folgende Proposition (siehe zum Beispiel auch Lemma 12.17).

Proposition 13.18. Sei G eine endliche abelsche Gruppe. Fiir jeden Charakter x € G gilt:

T x(@) = {#G falls x = 1,

by 0 sonst.
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Beweis. Die Formel ist trivial fiir den trivialen Charkter y = 1. Wir nehmen daher an, daf es
ein a € G gibt mit x(a) # 1. Dann ist

a)- > x(@) =Y xl@x@) => xlaz)=>_ x(=)

zeG zeG zeG zeG
und das geht wegen x(a) —1 # 0 nur falls )~ x(z) = 0. O
Sei G eine endliche abelsche Gruppe. Die Menge der C-wertigen Abbildungen auf G
R(G,C):={p; p:G—=C}

ist durch punktweise Addition und Skalarmultiplikation ein C-Vektorraum. Wir statten R(G,C)
mit der sesqui-linearen Bilinearform

(o, ¥) : # Z p(z
zeG
aus. In der (offensichtlichen) Basis aus den charakteristischen Funktionen zu g € G:

1 falls g ==,
1y(x) = {

0 sonst,
wird unter dem durch die Basis induzierten Isomorphismus R(G, C) ~ C#& aus ¢ das Tupel der

Werte (o(2))zeq
¥ = Z p(r)1y

el
Aus der Bilinearform (p, 1) wird die um den Faktor 1/#G skalierte hermitesche Standardform.
Insbesondere is (—, —) ein hermitesches Skalarprodukt auf R(G,C).

Proposition 13.19. Sei G eine endliche abelsche Gruppe. Die Menge der Charaktere G ist
eine Orthogonalbasis von R(G,C).

Beweis. Wegen #G = #G = dimg R(G, C) aus Satz 13.16 reicht es zu zeigen, daf die Charaktere
zueinander Orthogonal und normiert sind. Das leistet Proposition 13.20. O

Proposition 13.20 (Orthogonalititsrelation). Seien ¢ und 1» Charaktere auf der endlichen
abelschen Gruppe G. Dann gilt
1 falls ¢ = 1,
(6.9) = { fatls 0=

0 sonst.

Beweis. Seien ¢ und 1 Charaktere. Aus Proposition 13.18 angewandt auf x = 1) folgt

1 falls ¢ = 9,
#G 2 ol #G 2 Xz {

zeG zeG sonst.

O

Ein beliebiges f € R(G,C) laft sich somit eindeutig als Linearkombination f = Zx ayx der
Charaktere schreiben. An die Koeffizienten a, € C kommt man auf die iibliche Weise heran:

(f,x0) Zaxx X0) = ) ay (X, X0) = -
X

Speziell fir die Charakteristischen Funktlonen 1, und einen Charakter x gilt

_ X9
(Lg:) # G 2Nl # G2 G

zeG zeG
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also
-1

-y . (13.)

Wir spezialisieren (13.1) fiir den Fall modularer oder Dirichlet-Charaktere, also Charak-
tere fiir die multiplikative Gruppe (Z/mZ)*. Zunéchst definieren wir den folgenden Notations-
mifbrauch fiir einen Dirichlet-Charakter x : (Z/mZ)* — C*, die Fortsetzung durch 0 auf Z

mittels
a)) falls (a,m) =1,
x(a):{g‘“ ]) falls (a,m)
sonst.

Satz 13.21. Sei a € Z teilerfremd zu m. Die Charakteristische Funktion 1y, der Kongru-
enzklasse [a] C Z hat die folgende Darstellung als Linearkombination

1y (n ZX [a]) - x(n) fiir alle n € Z,

wobei die Summe tber alle C’hamk‘tere auf (Z/mZ)* liuft.

Beweis. Das ist ein Spezialfall von (13.1). O
Sei a € Z teilerfremd zu m. Wir wollen Primzahlen in [a] = a +mZ zéhlen, also die Funktion
m([a];x) := #{p < x ; pist Primzahl und p=a (mod m)} = Z 14 (p)
p<x
kontrollieren. Hier wird sich die Zerlegung aus Satz 13.21 als niitzlich erweisen. Mit
z) = x(p)
p<z
ergibt sich

=3 1) = X i M) x) = - w7 () - ).
X X

p<lx p<z SO(’I?’L

13.3. Dirichlet-Reihen. Wir wenden uns nun den analytischen Werkzeugen zu. Allerdings
verweisen wir fiir die Beweise oft auf [Ser73| Kapite VI.

Wir erinnern zunéchst an die Interpretation von Potenzen mit komplexem Exponenten. Fiir
x € Rypund s = 0 + it € C (mit Realteil o und Imaginérteil ¢ gilt

1
2% = eslos(®) — Z o (slog(z))*.
k>0
Der Absolutbetrag der Potenz wird zum Abschétzen oft gebraucht und berechnet sich als
|x5| _ |6 (o+it) log(x) | _ | olog(z | ‘ it log(z | _ Ulog(x) 2°.

Definition 13.22. Die (formale) Dirichlet-Reihe oder L-Reihe zu einer arithmetischen
Funktion f: N — C ist die Reihe

n>1

Beispiel 13.23. Die Dirichlet-Reihe zu 1(n) = 1 fiir alle n ist die Riemannsche Zeta-Funktion

1
-y

n>1
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Die Dirichlet-Reihe entwickelt ihre Starke erst, wenn wir sie als holomorphe Funktion in s € C
auf einem Teil der komplexen Ebene betrachten. Den Realteil von s = ¢ + it bezeichnen wir mit
R(s) = o, den Imaginérteil mit J(s) = t.

Potenzreihen haben einen Konvergenzkreis(-radius), und Dirichlet-Reihen haben einen Kon-
vergenzhalbraum und eine Konvergenzabszisse. Das zitieren wir im Wesentlichen durch die fol-
genden Propositionen.

Proposition 13.24. Wenn L(f,sg) konvergiert, dann konvergiert L(f,s) fur alle s mit
R(s) > R(sg) zu einer auf dem Halbraum {s ; R(s) > R(so)} holomorphen Funktion.

Beweis. [Ser73| VI §2 Corollary 1. O

Proposition 13.25. Sei f : N — C eine arithmetische Funktion mit reellen Werten f(n) >
0 fir alle n € N. Sei p € R, so daf$ L(f,s) auf dem Halbraum {s ; R(s) > p} konvergiert
aber nicht auf einem grofferen Halbraum. Dann hat L(f,s) eine Singularitdt in s = p.

Beweis. [Ser73| VI §2 Proposition 7. O

Beispiel 13.26. Fiir relle s = 1 4+ ¢ mit € > 0 erhélt man die Konvergenz der Reihe zu (1 + ¢)
durch Vergleich mit dem Integral. Es konvergiert > n~° genau dann, wenn das uneigentliche
Integral [ 2~ *dx einen endlichen Wert hat. Wegen

> N 1 Moo
/ x” °dxr = lim x °ds = lim el
1 N—oo Jq N—ooo [1—s 1 s—1

gilt das bei s = 1 + ¢ mit reellem ¢ > 0.

Bei s = 1 wird die formale Dirichlet-Reihe der Zeta-Funktion zur harmonischen Reihe und
divergiert. Damit hat ((s) bei s = 1 eine Singularitét, wir sehen gleich, daf es ein Pol erster
Ordnung ist.

Proposition 13.27. Sei f : N — C eine arithmetische Funktion.

(1) Ist f beschrankt, dann konvergiert L(f,s) sicher fir ®(s) > 1.

(2)  Sind die Partialsummen >_}"  f(k) fir alle n,m beschrankt, dann konvergiert L(f, s)
sogar fir R(s) > 0.

Beweis. [Ser73| VI §2 Proposition 8+9. O

13.4. Eulerprodukte. Sei f eine mulitplikative Funktion. Wir definieren den L-Faktor zur
Primzahl p als

Lp(f,8) = Mp(£,p ) =1+ f)p "+ fO)p > + ... =D fF)p ™.
k>0

Wenn f sogar vollstandig multiplikativ ist, dann gilt f(p*) = f(p)* und die geometrische Reihe

zeigt
1

Lp(f, s) = W

Proposition 13.28 (Eulerprodukt). Sei f eine beschrankte mulitplikative Funktion.
Es konvergieren L(f, s) sowie Ly(f,s) fir alle Primzahlen p fir R(s) > 1 und dort stimmt
L(f,s) mit dem dort konvergenten Eulerprodukt tiberein:

L(f7 3) = HLP(fa S)'

Beweis. [Ser73| VI §3 Lemma 4+5. O
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Korollar 13.29. Ist f wvollstindig multiplikativ, dann gilt genauer fir R(s) > 1

1
L(f,s) = —
9 =175
Beweis. Das folgt aus der Form der L-Faktoren L,(f,s). O

Satz 13.30. Die Zetafunktion ((s) ist holomorph fiir R(s) > 1 mit Eulerprodukt

1
g(s)znl_p—l'

p

Fir R(s) > 0 besitzt die Zetafunktion eine meromorphe Fortsetzung

1

((s) = —= +A()

mit A(s) holomorph in R(s) > 0.

Beweis. Der erste Teil folgt sofort aus Proposition 13.28, weil {(s) zur vollstandig multiplikativen
Funktion 1 gehort.

Zur meromorphen Fortsetzung approximieren wir die Summe durch das Integral floo t=5dt
und rechnen zunéchst fiir #(s) > 1:

1 00 1 n+1
—s —s
((s)zzns:/ t dHZ(ns_/ t dt)
n>1 1 n>1 n
L e [T ey
T / (= )t = —— + 5" An(s)
1—s =1 =in ns s—1 e "
mit A,(s) = fsﬂ(% — t~%)dt. Die Funktionen A, (s) sind holomorph fiir #(s) > 0. Damit

reicht es zu zeigen, daf auf jeder kompakten Teilmenge K C {s ; R(s) > 0} die Konvergenz
A(s) = >, An(s) uniform ist.

Wir wihlen M,e > 0 mit [s| < M und R(s) > ¢ fiir alle s € K. Dann folgt die uniforme
Konvergenz aus der Abschéatzung (die relevante Ableitung ist % —t7% = st7571):

1 1 t
An(s)| < sup |2 — = sup | / s dr]
ten,n+1] 1 t te[n,n+1] Jn

s s 1
< sup (jn—t|- sup |s7 7)) = " < M- ——.
ten,n+1] ( T€[n,t] ) ()1 nite

Damit majorisieren wir die Reihe A(s) =), A,(s) durch die konvergente Reihe
1

Jetzt fixieren wir einen modulus m und betrachten Dirichlet-Charaktere modulo m. Diese
definieren via Fortsetzung durch 0 multiplikative Funktionen auf N und damit L-Reihen

L(x,s) = X:L?
n>1
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Proposition 13.31. Sei x ein nichttrivialer Dirichlet-Charakter modulo m. Dann hat
L(x, s) fir R(s) > 1 das Eulerprodukt

L(s) = [ 7=

1= x(p)p~*
und definiert eine holomorphe Funktion auf R(s) > 0.

Beweis. Das Fulerprodukt folgt aus Proposition 13.28 und die holomorphe Fortsetzung nach
R(s) > 0 folgt aus Proposition 13.27, weil die Partialsummen aufgrund Proposition 13.18 nur
endlich viele Werte annehmen. U

Beispiel 13.32. Sei x4 : (Z/4Z)* — C* der einzige nichttriviale Dirichlet-Charakter modulo 4.
Das bedeutet
1 fallsn=1 (mod 4),

x4(n) =<0 falls 2 | n,
—1 fallsm=-1 (mod 4).

Den Wert L(x4,1) bestimmen wir mittels der Potenzreihe des Arcustangens. Zur Erinnerung:

— arctan(x) = = = —x°)".
dx (@) (L tan)(arctan(z)) 1+ a2 go( )
Integration und arctan(0) = 0 liefert die Potenzreihe des Arcustangens:
2k+1
arctan(z) = Z(—nk;k ot
k>0
Daraus schlieffen wir auf
— xa(k) _ 11 1 _ .
L<X4’1)_ZT_1_§+5_§i“'_ar0tan(1)_Z'

k>1

Die Fortsetzung durch 0 des trivialen Dirichlet-Charakters modulo m soll nicht mit der Funk-
tion 1 verwechselt werden, die zur Riemannschen Zetafunktion fiihrt. Daher bezeichnen wir diese
Funktion mit 1,,.

Proposition 13.33. Fir die Fortsetzung 1,, des trivialen Charakters gilt
L(1m,5) = C(s) - [[(1 = p7%).
plm

Insbesondere ist L(1,,,s) meromorph auf R(s) > 0 mit einzigem Pol bei s =1 der Ordnung
1.

Beweis. Das Eulerprodukt folgt aus Proposition 13.28. Nur fiir p | n weicht 1,,(p) = 0 von 1
ab, so dal genau diese Eulerfaktoren fehlen. Die Aussage zur Fortsetzung folgt aus Satz 13.30,
weil die endlich vielen Faktoren 1 — p~% holomoph sind, und iiberdies keine Nullstelle bei s = 1
haben und so den einfachen Pol bei s = 1 nicht zerstoren. O

Wir multiplizieren nun die L-Reihen zu Dirichlet-Charakteren auf

m(s) == L(x. 9).

Weil jeder der Faktoren L(x,s) ein Eulerprodukt hat, besitzt auch (,,(s) ein Eulerprodukt.
Dieses bestimmen wir als néchstes. Dazu setzen wir fiir jede Primzahl p f m

Hy = (p) C (Z/mZ)*
und f, = #H, sowie 1, = p(m)/ fp.



132 JAKOB STIX

Lemma 13.34. Sei p eine Primzahl mit p{m. Dann gilt

[[a-xwT) = -1~

X
mit dem Produkt tber alle Charaktere x auf (Z/mZ)*.

Beweis. In die Formel gehen nur Werte bei p ein, also die Einschridnkung x|#,. Um zu bestimmen,
wie oft jeder Charakter ¢ auf H, als Einschrankung vorkommt, betrachten wir

res : (Z//m\Z)X — H,

wie im Beweis von Satz 13.16. Die Menge {x ; res(x) = ¢} ist eine Nebenklasse unter dem Kern
von res. Es folgt, daf jede Einschrénkung genau 7,-mal angenommen wird, denn es gilt
rp = #((Z/mZ)*) /4 Hp = #((Z/mZ)* [ Hp) = # ker(res).
Die Gruppe H,, ist zyklisch von Ordnung f, mit Erzeuger p. Aus Beispiel 13.14 folgt, daf die
Charaktere von H), auf p als Werte jede der f,-ten Einheitswurzeln genau einmal annehmen.
Zusammengenommen liefert das

[I a-xen=(I[a-xen)" =(I[a-m)" =a-1km,

XE(ZJmL)x xeH, CEufy
wobei wir fiir die letzte Gleichung auf Bemerkung 13.13 verweisen. U
Satz 13.35.

(1)  Die Funktion (n(s) hat fir R(s) > 1 das Eulerprodukt

enls) =1 (=)
ptm

1—p

und ist damit eine Dirichlet-Reihe mit nichtnegativen ganzzahligen Koeffizienten.
(2)  Die Funktion (pn(s) ist meromorph in R(s) > 0 mit einem einfachen Pol bei s = 1.
(8)  Fir alle x # 1 haben wir nicht verschwindende L-Werte

L(x,1) #0.

Beweis. (1) Das Eulerprodukt folgt sofort aus Lemma 13.34. Die Dirichlet-Reihe ist das Produkt
fiir alle p f m von Potenzen der Reihen

14p o p=2h 4

und haben daher nichtnegative ganzzahlige Koeflizienten.
(2) Wegen Proposition 13.33 und Proposition 13.31 ist (,(s) meromorph in R(s) > 0 mit
hochstens einem Pol erster Ordnung in s = 1. Genauer ist (2) dquivalent zu (3), denn

ord—1 (Gm(s)) = > orde—1(L(x,5)) =1+ Y _ ords—1 (L(x;, 5))-
X x#1
Angenommen (2) ist falsch. Dann ist (,,(s) holomorph bei s = 1, und wegen (1) und Proposi-
tion 13.25 hat dann (,(s) eine in R(s) > 0 konvergente Dirichlet-Reihe. Aber fiir alle p  m ist
fp < ¢(m), daher dominiert der L-Faktor zur Primzahl p die Reihe

14 psetm) g p=2selm) 4

Insgesamt dominiert damit Gy, (s) die L-Reihe L(Lym, p(m)s) =3, ;)= m. Diese hat einen
Pol bei s = 1/¢(m) nach Proposition 13.33, und dies steht im Widerspruch zur Konsequenz,
dak (pn(s) fur alle R(s) > 0 konvergent ist. Dies zeigt (2) und damit auch (3). O
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13.5. Dirichlet-Dichte. Ein analytisches Maf fiir den asymptotischen Anteil (die relative Hau-
figkeit) einer Teilmenge der Primzahlen ist die Dirichlet-Dichte, sofern der sie definierende Limes
existiert.

Notation 13.36. Funktionen f(s) und g¢(s), die fiir reelle 1 < s < 1 4 ¢ definiert sind, nennen
wir asymptotisch gleich fiir s \, 1, wenn

fs) ~g(s) : = lim f(s)/g(s) =

Proposition 13.37. FEs gilt fiir s \, 1
_ 1
S5 ~ 1o (s) - og —

P

Beweis. Weil ((s)— -5 nach Satz 13.30 fiir s nahe 1 beschrénkt ist und ((s) selbst unbeschréinkt,
folgt die zweite asymptotische Gleichheit.
Mittels des Eulerprodukts fiir ((s) und der Potenzreihe log({L;) = D k1 % berechnen wir

fiir reelle s > 1:
log ¢ (s Zp s 10g( S)—ZPSZZ<1Og(1_1p ) Z k,psk

p p P pk>2
Hieraus folgt

1 1 1
0 <log((s zp: z; Sk_p,k2>2 sk zp:pgs'l_p_s_%:ps(ps_l)
<2

1 1
—1 <> n—l Zn—l_ﬁzl'

n2 't n>2

und damit die erste asymptotische Gleichheit. U

Definition 13.38. Die Dirichlet—Dichte einer Teilmenge A aller Primzahlen ist, sofern
der Limes existiert, die reelle Zahl 6(A) € [0, 1] definiert durch

1
§5(A) = lim Zpei"‘lp
95l Zp p°

Bemerkung 13.39. Aus Proposition 13.37 folgt, dafs sich die Dirichlet—Dichte einer Menge A von
Primzahlen nicht d&ndert, wenn man A um endlich viele Primzahlen verdndert. Endliche Mengen
haben Dirichlet—Dichte 0.

Fiir komplexe Zahlen ist der Logarithmus nur bis auf ganzzahlige Vielfache von 27i eindeutig
definiert. Wir legen uns daher mittels der Potenzreihe log(13;) = 3+, % auf einen Hauptteil
fest. -

Proposition 13.40. Sei x ein Dirichlet- Chamkter modulo m. Fir s 1 bleibt die Differenz
X

—log L(x, s)

beschrankt und

log L(x, ) logﬁ falls x =1,
e log L(x,1) sonst.
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Beweis. Fiir den trivialen Charakter x = 1,, unterscheidet sich L(1,,,s) von ((s) nur um
einen in s = 1 holomorphen Faktor ohne Nullstelle, ndmlich Faktoren 1 — p~ fiir p | m. Die
Logarithmen unterscheiden sich daher um einen beschrénkten Summanden und haben somit die
gleiche Asymptotik. Die Behauptung folgt aus Proposition 13.37.

Fiir nichttriviale Charaktere ist L(x, 1) # 0 nach Satz 13.35 und die zweite Asymptotik ist
trivial. Die erste folgt wie in Proposition 13.37.

o 1 5) = 32 221 = g (T 1= ) = 221 = 152 (loaly )~ 520

p (p)p~*
x(p)* 1
= ’ Z kpsk ’ S Z k‘pSk S L O
p,k>2 p,k>2

Bemerkung 13.41. In Proposition 13.37 ist es entscheidend, daf L(x, 1) # 0 fiir x # 1, damit
der Logarithmus beschrénkt bleibt und die Asymptotik nicht beeinflufit.

Wir beweisen nun Theorem 13.2 in der folgenden Form. Weil endliche Mengen von Primzahlen
Dirichlet-Dichte 0 haben, folgt auch das urspriingliche Theorem 13.2.

Theorem 13.42 (Satz von Dirichlet). Seien m,a teilerfremd und m > 1. Die Menge der
Primzahlen p mit

p=a (mod m).
hat die Dirichlet-Dichte 1/o(m).

Beweis. Wir benutzen Satz 13.21, um die Bedingung p = a (mod m) in eine Summe von
Dirichlet-Charakteren zu iibersetzen. Damit folgt

1 e 1 N Xy ol
2 ps_zp: p* _sO(m)Z(X ()zp: ps) olm) 85T

p=a X
(mod m)

denn nach Proposition 13.40 sind die Beitrdge fiir nicht-triviale Charaktere beschrankt und
verlieren gegen den Beitrag des trivialen Charakter bei s N\, 1. Die behauptete Dirichlet-Dichte
von 1/¢(m) folgt sofort. O

Bemerkung 13.43. Fiir die Gleichverteilung der Primzahlen auf die zu m teilerfremden Restklas-
sen modulo m sind letztendlich die folgenden Fakten verantwortlich:

e Die L-Werte L(x,1) fiir nichttriviale Dirichlet-Charaktere x sind endlich und von 0
verschieden. Damit tragen nur die trivialen Dirichlet-Charaktere zur Asymptotik bei.

e Der Koeffizient in der Formel von Satz 13.21 des trivialen Charakters hédngt nicht von
der ausgewahlten Restklasse modulo m ab.

UBUNGSAUFGABEN ZU §13
Ubungsaufgabe 13.1. Sei n € N gegeben. Zeigen Sie, daf es eine Primzahl p > n gibt, so daf alle
1 < m < n quadratische Reste modulo p sind:
m

<>:1 fir alle 1 <m <n.
p

Sei k(p) die kleines Primitivwurzel modulo p. Zeigen Sie

lim sup &(p) = oc.
p—r00

Ubungsaufgabe 13.2.
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(1) Seien n,m € N. Zeigen Sie: Wenn n # 1 (mod m), so existiert ein Primteiler p von n
mit p Z 1 (mod m).

(2) Modifizieren Sie den bekannten Trick von Euklid, um zu zeigen, dafs es jeweils unendlich
viele Primzahlen p gibt der Form
(a) p=2 (mod 3),
(b) p=3 (mod 4),
(¢) p=5 (mod 6).

(3) Betrachten Sie nun allgemeiner Primzahlen p mit p = k (mod n). Welche Bedingung
muss man an k und n stellen damit der modifizierte Trick von Euklid, der in (2) verwendet
wurde, funktioniert? Gibt es weitere Beispiele?



136 JAKOB STIX

14. DIOPHANTISCHE GLEICHUNGEN IN ENDLICHEN KORPERN

14.1. Endliche Korper. Um iiber diophantische Gleichungen iiber endlichen Koérpern sprechen
zu konnen, muft man zunéchst endliche Korper verstehen.

Proposition 14.1. Sei F ein endlicher Korper. Dann gibt es eine eindeutige Primzahl p
und einen Unterkérper Fo C F mit p Elementen, der eindeutig mit F), identifizierbar ist. Die
Anzahl g = #F der Elemente von F ist eine p-Potenz.

Beweis. Es gibt einen einzigen Ringhomomorphismus

f:Z—T,
denn es muf f(—n) = —f(n) gelten und f(1) =1 legt f(n) fir n > 0 durch

f(m)=n-1=14+...4+1 (mit n Summanden)
eindeutig fest. Dies ist in der Tat, wie man sofort nachrechnet, ein Ringhomomorphismus.
Da F endlich ist, hat f einen nichttrivialen Kern. Der Kern ist ein Ideal von Z. Weil Z ein
Hauptidealring ist, gibt es ein eindeutiges p > 0 mit
f(n)=0 < p|n

Angenommen p wire keine Primzahl, dann gibt es p = ab mit a,b > 1 und 0 = f(p) = f(a)f(b).
In einem Korper ist ein Produkt nur dann 0, wenn einer der Faktoren 0 ist. Daher gilt oBdA
f(a) = 0. Dann gilt p | @ und a | p, daher p = a und b = 1, ein Widerspruch. Daher ist p
Primzahl und F enthélt das Bild, also nach dem Homomorphiesatz

im(f) ~ Z/ ker(f) =Fp.
Dies ist der behauptete Unterkérper Fg mit p Elementen. Dieser ist eindeutig, denn als Unter-

korper enthélt Fo die 1 und damit im(f). Es gilt also F,, ~ im(f) C Fy, und aus Anzahlgriinden
gilt Gleichheit.

Die Einschréankung der Korpermultiplikation von F

F, xF — F
macht aus F einen [F,-Vektorraum. Da F endlich ist, ist 7 = dimg, (IF) endlich. Als IF-Vektorraum
ist damit F ~ (F,)". Demnach hat F genau ¢ = p” Elemente. O

Definition 14.2. Die Charakteristik eines Korpers k ist das minimale n > 0 mit n- 1 =
0 € k, oder per Konvention = 0, wenn kein endliches solches n existiert.

Bemerkung 14.3. Der Beweis von Proposition 14.1 zeigt, dafs die Charakteristik eines Korpers
stets 0 oder eine Primzahl ist. Fiir endliche Korper F ist dies die Primzahl p, so da IF,, C IF.

Proposition 14.4. Sei k ein Korper der Charakteristik p. Dann ist F : k — k definiert
durch

F(x) =xP
fir alle x € k ein Kdrperendomorphismus. Fir endliche k ist F' ein Automorphismus.

Beweis. Die Abbildung F' ist offensichtlich vertriglich mit Multiplikation. Beziiglich Addition
bemiihen wir den Binomischen Lehrsatz

(a+b)f = ZZ:% (Z;) aipP

und, weil p | (?) fiir alle 1 <4 < p — 1, erhalten F(a +b) = F(a) + F(b).
Jeder Kérperhomomorphismus ist injektiv. Fiir endliche Korper ist F' daher surjektiv. O
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Proposition 14.5. Sei F ein endlicher Kdrper mit ¢ = p” Elementen. Dann ist fiir alle
aclF
al=a
und
X1 -x =[x -a).
a€lF

Beweis. Fiir a = 0 gilt 09 = 0, und fiir a # 0 ist Multiplikation mit a eine Bijektion auf der
multiplikativen Gruppe F* = F \ {0}. Daher gilt

a?- H r=a- H ar =a - H x
zelFX zeFX xelFX
und Kiirzen mit [[, g« © # 0 zeigt a? = a.

Damit hat das Polynom X7 — X alle ¢ Elemente aus [, als Nullstellen. Dies sind dann nach
Satz 10.20 alle Nullstellen von X% — X. Genauer liefert der Beweis von Satz 10.20, daff man nach
und nach fiir jede Nullstelle a den Linearfaktor X —a abspalten darf. Dies zeigt die Faktorisierung
von X9 — X. U

Theorem 14.6. Fiir jede Primzahlpotenz q = p” g¢ibt es bis auf Isomorphie genau einen
Korper Fy mit g Elementen.

Beweis. Wir verwenden den folgenden Fakt aus der Korpertheorie. Es gibt eine algebraisch
abgeschlossene Erweiterung ), C IFp in die jede endliche Kérpererweiterung F,, C IF eingebettet
werden kann: F ist isomorph zu einem Unterkorper von ]Fp.

Dann ist aber alles klar, denn das Bild von F in Fp besteht nach Proposition 14.5 aus allen
a €< I_Fp mit a? = a. Dies zeigt die Eindeutigkeit.

Die Existenz folgt, da der Fixkorper des Automorphismus F" : Fp — I_Fp aus den Losungen der
Polynomgleichung X9 = X besteht, von denen es g-viele gibt, weil X? — X ein Polynom ohne
mehrfache Nullstelle ist. Das sieht man weil die formale Ableitung diX(X 1—X)=¢gX9 1 ~1zu
X7 — X teilerfremd ist. O

Theorem 14.7. Die Gruppe Fy ist zyklisch von Ordnung q — 1.

Beweis. Mit Proposition 14.5 ist der Beweis formal der gleiche wie der Beweis nach Satz 10.21
und Theorem 10.23, daf F zyklisch ist. O

14.2. Chevalley—Warning. Sei p eine Primzahl und sei F, ein endlicher Korper mit ¢ = p”
Elementen. Fiir ein Polynom f € F,[X1,..., X,,] definieren wir

S(Hy= Y. fl@,...,wn) €T,

(@1,0.,2n ) EFY
also die Summe {iber alle Funktionswerte auf dem affinen Raum A" (F,) = (F,)".
Bemerkung 14.8. (1)  Der Wert S(f) ist gewissermafen das Integral iiber die Polynomfunktion
f:A"Fy) — F,

beziiglich des diskreten Mafses.
(2) Das Integral S ist Fy-linear: fiir a,b € F; und Polynome f, g € F;[Xy,...,X,] gilt

S(af +bg) =aS(f)+ bS(g).
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(3) Es gilt das Fubini-Theorem: Seien f(Xi,...,X,) und ¢(X,41,...,X,) Polynome in dis-
junkten Variablen. Dann gilt

S(f(X1,. ., Xp)g(Xpg1, ..., X)) = S(f) - S(g).

Das ist trivial!
(4) Fiir n > 0 hingegen hat X" Triger in F C A'(F,;) und im Besonderen ist dort ein
Charakter

(=)™ Fy = Fy.

Dieser Charakter ist integrabel, wie jede Funktion, weil ja alles endliche Summen sind.
Dies steht im Kontrast zum Fall reeller oder komplexer Polynome, wo X™ auf R* oder C*
auch Charaktere sind, aber keine endliche .ZP-Norm haben.

Integrale iber Charaktere und Produkte mit Charakteren spielen in der Darstellungs-
theorie eine wichtige Rolle. Die Fourier-Transformation ist ein Beispiel.

Die Funktion XY soll die konstante Funktion 1 bedeuten.

Lemma 14.9. Fir alle ganzen Zahlen n > 0 gilt

0 q_1+n7
S(X")=<¢ g—1 wenn q—1|n, n>0,
q n =0.

Beweis. Fiir n = 0 summieren wir 1 {iber die Anzahl von F, und erhalten ¢. Wenn ¢ —1 | n und
n > 0, dann ist X" die charakteristische Funktion von F;, also 1 genau dann, wenn x % 0 und
0 sonst. Die Summe iiber diese Werte ist dann ¢ — 1.

Sei daher n > 0 und ¢ — 1 { n. Wir wéhlen einen Erzeuger ¥ der multiplikativen Gruppe F;.
Nach Voraussetzung ist nun 9" # 1 und daher

q—2 _

n n ni gl — 1
xqux =0

weil 97— = (9-1yn =17 = 1, O

Wir fiihren die folgende Notation fiir die simultane Nullstellenmenge von Polynomen f, ein:

V(fi,-o o fs) ={(x1,...,2n) € Fy)" 5 fi(zr,...,zp) firallea=1,...,s}.

Wir schreiben ein Monom in Multiindexschreibweise fiir den Multiindex I = (iy,...,1,) als
X=X X

mit Grad |I| = Y_"_, i. Ein Polynom f =Y ;a; X! € F,[X1,...,X,] hat dann den Grad
deg(f) = max{|I] ; as # O}.

Theorem 14.10 (Chevalley-Warning). Seien fo € Fg[X1,...,X,], fa #0 firl <a <s
Polynome mit

Z deg(fo) < n.
a=1

Dann st

#V(fi,...,fs) =0 (mod p).
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Beweis nach Ax. Die Funktion 1 — X971 ist die charakteristische Funktion von 0 € A!(F,). Bei
0ist 1 — 09! =1 und fiir a # 0ist 1 — a9 = 1 —1 = 0. Daraus ergibt sich sofort die
charakteristische Funktion von V' := V' (f1,..., f;) C A™(F,) als

S

1y = H(l - fg_l(Xla s >Xn))a

a=1
denn jeder Faktor nimmt nur die Werte 0 und 1 an, und genauer
ly(zy,...,2p) =1 <= 1— fo(xq,... ,xn)q_l =1 fiir alle «
— folx1,...,20) =0 fiir alle « <= (21,...,2,) € V.
Die Anzahl der simultanen Nullstellen berechnet sich daher als
#V: Z 1v(x1,...,$n)25(1{/),
(z1,...,xn) €A™ (Fy)
und es bleibt zu zeigen, daf
S (1\/) =0¢€ Fq.
Wenn eines der f, konstant ist, dann nach Voraussetzung mit einem Wert # 0, so dal V = ()
ist. In diesem Fall ist nichts weiter zu zeigen.

Wir nehmen daher nun an, daf kein Polynom f, konstant ist. Der Grad von 1y ist nach
Voraussetzung

deg(ly) =Y deg(l = fa(z1,...,2a)" ") = (¢—1) > deg(fa) < (¢ — L)n.

Daher ist 1y, eine Linearkombination von Monomen X7 = Xil o X omit Zﬁ ig<(g—1)n
und ig > 0 fiir alle 8. Es reicht wegen der Linearitit von S(—) nun S(X7) = 0. Mittels Fubini
folgt dies aus

S(x1) = ﬁ S(X) =0,
p=1

weil insbesondere mindestens ein ig < g—1 sein muf, somit der entsprechende Faktor S (X;B )=0
ist nach Lemma 14.9. U

Beispiel 14.11. Die Schranke fiir die Summe der Grade in Theorem 14.10 ist optimal.
(1)  Wenn wir fo(X1,...,X,) =X, wahlen fir « =1,...,n, dann ist

Z deg(fa) = n,

und (0, ...,0) ist die einzige gemeinsame Nullstelle.

(2) Sei g =p > 2 eine Primzahl und f(X,Y) = X*—aY™ fiir ein a in F¥. Dann gibt es immer
die Nullstelle (0,0). Nullstellen (z,y) mit y # 0 gibt es genau dann, wenn a ein Quadrat
ist modulo p, und dann gibt es zu jedem y € F,, genau zwei x, so dak (z,y) eine Nullstelle
ist. Damit ergibt sich

B{(ey) s floy) =0} =14 (p—1)(1+ (p))

und das ist kongruent zu 1 oder —1 modulo p. In diesem Fall ist der Grad gleich der Anzahl
der Variablen.
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Korollar 14.12 (Chevalleys Theorem). Seien f, € Fy[X1,...,X,] firl < a <s Polynome
mit

Z deg(fa) < n.
a=1

Wenn (0,...,0) eine gemeinsame Nullstelle der fi,..., fs ist, dann haben die fi,..., fs
eine gemeinsame nichttriviale Nullstelle, d.h. eine Nullstelle verschieden von (0, ...,0).

Beweis. Da (0,...,0) eine (triviale) gemeinsame Nullstelle ist, gilt

#V(f1,....fs) > 1.

Da nach Theorem 14.10 aber p | #V (f1,..., fs), folgt sofort #V (fi,..., fs) > p. Es muf also
weitere Nullstellen geben! O

Bemerkung 14.13. Die Voraussetzung von Korollar 14.12 bedeutet gerade, daf der konstante
Term der Polynome f, verschwindet, also der Koeffizient des Monoms X (90 =1 gleich 0 ist.

Wir erinnern: eine quadratische Form () in n Variablen ist ein Polynom Q € Fy[Xy, ..., X,],
das Linearkombination von Monomen vom Grad 2 ist.

Korollar 14.14. Jede quadratische Form @ dber Fy in n > 3 Variablen hat nichttriviale
Nullstellen.

Beweis. Das folgt aus deg(Q) =2 < 3 < n und dem Korollar 14.12. O

Bemerkung 14.15. N. Katz hat mit dem Ax-Katz Theorem die folgende schirfer Kongruenz
bewiesen. In der Situation von Theorem 14.10 setzen wir

— n-— Za deg(fa)
Supa deg(fa)

und betrachten die obere Gauf-Klammer m = [p]. Dann gilt sogar
#V(f1,....f) =0 (mod g)™
14.3. Eine Anwendung. Die Reichardt?*-Lind**-Kurve wird durch die Gleichung
Xt —17=2y?

beschrieben. Wir diskutieren die Losbarkeit der Gleichung mittels quadratischem Reziprozitéts-
gesetz und der Technik aus dem Beweis von Chevalley-Warning.

Theorem 14.16. Die Gleichung der Reichardt-Lind-Kurve hat keine rationalen Lisungen:
es gibt keine x,y € Q mit
zt —17 = 22
Jedoch gibt es
(a)  reelle Losungen: z,y € R mit z* — 17 = 232,
(b)  fiir jedes m € N Lésungen modulo m: Elemente x,y € Z/mZ mit x* — 17 = 2y? in
Z/mZ.

Bemerkung 14.17. (1)  Die Reichardt-Lind-Kurve zeigt, daf es nicht ausreicht, eine diophan-
tische Gleichung modulo beliebigem m € N zu betrachten.

23Hans Reichardt (1908-1991), deutscher Mathematiker, Assistent von Carl Ludwig Siegel an der Goethe-
Universitét Frankfurt (1934).
24Carl-Erik Lind, Doktorarbeit 1940, Universitit Uppsala.
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(2) Sei R ein Ring. Wir setzen
C(R) = {(z,y) € R? ; " =17 =2y},

Dann behauptet Theorem 14.16, daf C(Q) = 0, obwohl C'(R) # @ und fiir alle m € Z auch
C(Z/mZ) # 0.
(3) Zu einem Ringhomomorphismus f : A — B gehort eine Abbildung

C(f): C(A) — C(B)
(z,y) = (f(2), f(v)),

denn mit (z,y) € A% ist auch (f(x), f(y)) € B? eine Losung, wie man leicht nachrechnet:
(fl@)! =17 = f(z" = 17) = f(25%) = 2(f (y))*.

Proposition 14.18. Seien A und B Ringe und bezeichne pr4 bzw. prg die Projektionen
von A X B auf die jeweiligen Faktoren A bzw. B. Dann ist

C(Ax B) = C(A)xC(B),  (z,9) = ((pra(@),pra(y)), (pra(z), pra(y)))
etne Biektion.

Beweis. Trivial: in A x B wird komponentenweise gerechnet. (]

Korollar 14.19. Es habe m die Primfaktorzerlegung m = [[._, pi*. Dann induzieren die
natirlichen Projektionen Z/mZ — Z/p5'Z eine Bijektion

C(Z/mZ) = C(Z/p*) x ... x C(Z/pr)

Bewets. Das folgt aus dem Chinesischen Restsatz, Korollar 9.6
z/mz=1]2/p'Z,
i

und per Induktion {iber die Anzahl der Faktoren aus Proposition 14.18. Somit entspricht eine
Losung modulo m einem Tupel von Losungen modulo p* fiir alle i = 1,..., 7. O

Eine allgemeine Technik (Henselsches Lemma), wie man Losungen modulo p™ zu einer Losung
modulo p"*! verbessern (deformieren) kann, wird im Beweis des folgenden Lemmas benutzt. Man
kann die Methode zu einer p-adischen Variante des Newton-Verfahrens (zur Bestimmung von
reellen Nullstellen einer Funktion) ausbauen. Dann konvergiert das henselsche Liften genause
quadratisch wie das Newton-Verfahren.

Lemma 14.20. Fir alle Primzahlen p # 2,17 und alle n > 1 ist
C(E/yZ) > C(Z/r"T)

induziert von [a|,n+1 — [a]pn eine surjektive Abbildung.

p

Beweis. Sei (a,b) € C(Z/p"Z) eine Lésung modulo p™. Seien x,yo € Z Représentanten von a
und b. Dann gibt es ¢ € Z mit
xy — 17 =22 =c-p".
Wir betrachten die Taylorentwicklung der Gleichung
f(X,Y)=X*—17-2v?

nahe (zg,yp) mit dem Ansatz

T = x0+ EP"

y = yo+np".
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Die Bedingung fiir ([z], [y]) € C(Z/p"'Z) ist nun

0

F(2,) = Flao,u0) + (20, 10) (2 — 20) + 9w, o)y — 90)  (mod p*)

c-p" 4 4af - Ep" — dyo - mp”  (mod p T, (14.1)

denn p" | £ — xg und y — yp und daher sind die Terme mindestens quadratischer Ordnung in
der Talorentwicklung mindestens durch p?” teilbar. (Man muf sich iiberlegen, daf die Nenner
der Taylorentwicklung durch die Vorfaktoren, die beim Ableiten entstehen, kompensiert werden
und daher die Koeffizienten der Taylorentwicklung ganzzahlig sind. Das ist hier klar, gilt aber
allgemein.)

Die Gleichung (14.1) ist nun dquivalent zu

c=4yo-n—4xd- ¢ (mod p).

Dies hat in jedem Fall, egal wie ¢ aussieht, eine Lésung &, € Z, falls p { 423 oder p 1 4yp.
Die gerade Primzahl p = 2 braucht wieder eine Sonderbehandlung. Sei also p > 2. Dann haben
wir nur noch Probleme, wenn zg = yo = 0 (mod p). Dann ist (0,0) € C(Fp) und das bedeutet
p = 17. Fiir p # 2,17 haben wir also gezeigt, was wir wollen. O

Beweis von Theorem 14.16. (a) Offensichtlich gibt es reelle Losungen, zum Beispiel z = 3 und
y = v/32. Fiir die Losungen modulo m wie in (b) behautpet diirfen wir uns nach Korollar 14.19
auf den Fall eines Modulus m = p™ beschréanken, der eine Primzahlpotenz ist.

Schritt 1: Fiir p = 2 setzen wir y = 0 und zeigen, dak 17 eine 4-te Potenz z* modulo 2" fiir
alle n ist. Fiir n <4 ist nichts zu zeigen. Sei also n > 5. Wir behaupten also, daft 17 modulo 2"
im Bild des Gruppenhomomorphismus

(Z/2"7)* — (Z)2"Z)%,  t—t*
liegt. Dies schliefen wir aus Theorem 10.33 wie folgt. Weil ¢4 = 1 in (Z/2%Z)* gilt, ist das Bild
im Kern der Reduktion modulo 16 enthalten:

(z/2°2)*)* C {la] € (Z/2"Z)* ; a=1 (mod 16)}.

Weiter wird das Bild von den Bildern von [—1] und [5] erzeugt, also von [5]%. Die Ordnung von
[5]* in (Z/2"7Z)* ist 2", Also hat das Bild der 4-te Potenzabbildung die Ordung 2"~*, bzw.
den Index 277! : 274 = 8. Der Kern der Reduktion modulo 16 hat nach dem Homomorphiesatz
den Index

((Z/Q”Z)X {la] € (Z/2"Z)* : a=1 (mod 16)}) — 4(Z/162)% = 8.
Also stimmen beide Untergruppen iiberein, und wegen 17 = 1 (mod 16) ist 17 eine 4-te Potenz

modulo 2.

Schritt 2: Fiir p = 17 setzen wir = 1 und zeigen, dak —8 ein Quadrat y? ist modulo 17" fiir
alle n. Sei zunéchst n = 1. Dann gilt

S8\ (1) (2) g,
17 17 17
somit gibt es yo mit y32 = —8 (mod 17). Fiir allgemeines n schreiben wir —8 = (yp)? - ¢ in
(Z/p™Z)*. Dann ist t =1 (mod p) und daher in der Gruppe
{lal € (Z/p"Z)" ; a=1 (mod p)}

von ungerader Ordnung p”~ ", sieche Theorem 10.32. In einer abelschen Gruppe ungerader Ord-
nung ist jedes Element ein Quadrat. Also ist ¢t = y? (mod p") fiir ein y; und y = yoy; erfiillt

n—1

y> = (y0)* - (11)* = 8.
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Schritt 8: Wenn p = 2,17, dann ist nach Lemma 14.20 die Abbildung
C(2/p" ) — C(Fp)
surjektiv. Es reicht daher, eine Losung modulo p zu finden, und zwar fiir p #£ 2, 17.

Schritt 4: Fur jedes p # 2,17 gibt es Losungen modulo p: die Menge C(F,) ist nicht leer.
Diesen Fall unterteilen wir weiter:

(a)  Als erstes probieren wir # = 3. Dann gilt y?> = (81 — 17)/2 = 32 = 42 - 2 (mod p). Das
hat genau dann eine Losung, wenn (%) =1, also fiir p=+1 (mod 8).

(b)  Als zweites probieren wir = 1. Dann gilt y?> = (1 — 17)/2 = —2 - 22 (mod p). Das hat
genau dann eine Losung, wenn %) =1, also fiir p =1 oder 3 (mod 8).

(¢)  Fiir den verbleibenden Fall p =5 (mod 8) verweisen wir auf Beipiel 14.21.

Schritt 7: Wir zeigen nun durch einen Widerspruchsbeweis, daf es keine rationalen Losungen
gibt. Sei z,y € Q mit % — 17 = 2y? und als gekiirzte Briiche z = %,y = 5. Dann gilt

a*d® — 17Tb*d* = 2¢°b*.

Wir haben d? | d?(a* — 17b*) = 2¢%b* und da (d,c) = 1, folgt d*> | 2b*. Da d? und b*
Quadratzahlen sind, hat die 2-er Potenz in d? gerade Exponenten und ist daher schon in b*
enthalten. Es gilt also sogar d? | b*. Weiter haben wir b* | b*(2¢% + 17d?) = a*d?. Da (b,a) = 1,
folgt bereits b* | d2. Insgesamt gilt daher d? = b* und somit

a* —17b* = 2¢°.
Es gilt (a,c) = 1, denn ein Primteiler p | (a, ¢) erfiillt
p* | at —2c% = 17v.
Als Teiler von a ist p { b, und somit folgt p? | 17, Widerspruch.

Schritt 8: Nun arbeiten wir modulo 17. Es gilt a,c # 0 (mod 17), denn a* = 2¢? (mod 17)
und wegen (a,c) = 1 konnen nicht beide durch 17 teilbar sein.

Sei nun p | ¢ ein ungerader Primteiler. Dann ist a* = 176* (mod p) und a,b # 0 (mod p). Also
ist 17 = (a?/b?)? (mod p) ein quadratischer Rest. Aus dem quadratischen Reziprozitiitsgesetz

folgt
-()- @)

Es gilt nach den Ergénzungssitzen auch

)-(2)-

Daher ist jeder Faktor, auch das Vorzeichen e, in der Primfaktorzerlegung von ¢ = ¢ - [ p; ein
quadratischer Rest modulo 17. Es folgt

CY_ (L), biy _
(17) N (17) 11 (17) L
Daher gibt es v € Z mit 174~ und ¢ = 4% (mod 17). Daraus folgt
a*=2y* (mod 17)

und 2 = (a/7)* (mod 17) ist sogar eine 4-te Potenz modulo 17. Dann gilt aber nach dem kleinen
Fermat

1=(a/7)%=2"=-1 (mod 17),
und das ist der gesuchte Widerspruch. O
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Beispiel 14.21. Sei p eine Primzahl p =5 (mod 8). Insbesondere gilt

(2)-3)-()-vn--

Wir zeigen nun, daf die Gleichung

Xt —17=2v"
modulo p stets eine Lésung hat. Dies ist eine Gleichung in 2 Variablen vom Grad 4. Chevalley-
Warning sagt direkt hier gar nichts.

Schritt 1: Wir probieren z = 0 aus. Dann muf man 17 = —2y? (mod p) 16sen. Das geht, wenn

(2)-()-()-

ist. Wir sind also fertig, wenn 17 kein quadratischer Rest modulo p ist (und p = 5 (mod 8)),
und nehmen deshalb nun das Gegenteil an: (%) =1

Schritt 2: Wie im Beweis von Theorem 14.10 berechnen wir die Anzahl der Lésungen modulo
p als
S(1— (Xt =17 -2y 1ty
Das zu ,integrierende Polynom hat Grad < 4(p — 1). Nur Terme der Form Xrp=Dys(e=1) mig

r,s > 1 tragen bei. Wenn man ausmultipliziert, dann hat man also mindestens £ 1

2
Summanden —2Y? und mindestens 2 Zl-mal den Faktor X% zu wihlen. Damit bleiben nur noch

ple—viele Faktoren und nur die Monome

(a)  XP~lyP~! mit Koeffizient
-1
p—1 == p-1 p=1
() (&) e e
2 4
treten auf.

(b)  X2P=DyP=1 mit Koeffizient
_<p - 1) (=2)'
Schritt 3: Bei v > 0 gilt

S(Xr(pfl)y(pfl)) = S(Xr(pfl)) : 5(y(p71)) =(-1)%=1 (modp).
Daraus ergibt sich, daf

S(1— (X4 —17—2y2)p1) = — (ppjll) (—2)" - (1 + (E) : (—17)%1) (mod p).

4

-mal den

3
—

N ‘

2

Die Binomialkoeffizienten sind nicht durch p teilbar. Da wir nur an der Existenz von Ldsungen
interessiert sind, miissen wir nun zeigen, dafs

() (175 £ -1 (mod p).

4

Sei p = 8n + 5. Dann ist % = 2n + 1 ungerade. Zu zeigen ist also

Py 2 (@n+ 1)) (mod p).

Da nach Voraussetzung 17 ein quadratischer Rest modulo p ist, reicht es aus, wenn (E)! kein

quadratischer Rest modulo p ist.
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Schritt 4: Bs ist p%l = 4n + 2 gerade, also

—1

(<p;1>!)2= [[ i=-1i=-1 (modp)

i=—221 0

nach dem Satz von Wilson. Damit ist
BN _(p=1 N7
—2 (( 5 )'> =(-1)7 =(-1D)*""1=_-1 (mod p).
p

Damit ist (pgl)! kein quadratischer Rest modulo p, und der Nachweis der Losbarkeit der
Reichardt-Lind-Gleichung modulo p ist erbracht.

UBUNGSAUFGABEN zU §14

Ubungsaufgabe 14.1 (kubische Reste und diophantische Gleichung). Manchmal ist es niitzlich,
eine diophantische Gleichung modulo einer geeigneten natiirlichen Zahl n zu betrachten, um
festzustellen, ob sie ganzzahlige Losungen besitzen kann. Dies zeigt folgendes Beispiel:

(1) Bestimmen Sie alle moglichen kubischen Reste modulo 7 und 9.
(2) Zeigen Sie, daf die diophantische Gleichung

23+ 97 + 2% = 2012
keine ganzzahligen Losungen besitzt.
Ubungsaufgabe 14.2. Zeigen Sie, daf die Gleichung
15X* —7Y? =9
keine ganzzahligen Losungen besitzt.
Ubungsaufgabe 14.3. Zeigen Sie, daf die Gleichung
2X-1)8Y —-1)=0
fiir alle n € N Losungen modulo n besitzt, jedoch keine ganzzahligen Losungen existieren.

Ubungsaufgabe 14.4 (Quadratische Erweiterung von_IFp). Sei p eine ungerade Primzahl und
a € F; ein quadratischer Nichtrest. Es bezeichne F, 2 [F, eine algebraisch abgeschlossene
Erweiterung. Sei o € I_Fp fest so gewdhlt, dak a? = a. Ferner Sei

Fp(a) :={z+yo; z,y € Fp}.
Zeigen Sie:

(1) Die Teilmenge Fp(«) ist ein Unterkérper von F,, der Charakteristik p mit p> Elementen.
Diesen werden wir deshalb im folgenden mit F,2 bezeichnet.
(2) Fiir den Frobenius-Automorphismus F': F2 — Fj2, 2+ 2P gilt:

F(r+ya) =z —ya firalle z,y € F).
(3) Die Normabbildung
o2

NFPQ/FP:F;;Q_)IF‘;;a Z:$+yal—>zF(z):m —ay2

ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus.

Ubungsaufgabe 14.5 (Parametrisierung Pythagoriischer Tripel). Ziel dieser Aufgabe ist es, die
Parametrisierung Pythagoriischer Tripel mit einer geometrischen Methode herzuleiten, und zwar
wie folgt:
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(1) Zeigen Sie: Ist (a,b,c) ein Pythagordisches Tripel, so ist (x,y) := (%, 2) ein rationaler

Punkt auf dem Einheitskreis
22 +y? = 1.

Auferdem ist die Steigung der Geraden durch die Punkte (—1,0) und (x, y) eine rationale
Zahlt € (0,1).

(2) Bestimmen Sie fiir ¢ € (0,1) N Q die Schnittpunkte der Geraden der Steigung ¢ durch
den Punkt (—1,0) mit dem Einheitskreis.

(3) Folgern Sie: Ist (a,b,c) ein primitives Pythagoriisches Tripel, d.h. ein Pythagoriisches
Tripel mit ggT(a,b,c) = 1, so gibt es u,v € N teilerfremd mit u #Z v (mod 2), so daf

a=u?—v% b=2uv und c=u®+%

Hinweis: Schreiben Sie fiir t aus Teil (b) t = ¥ fiir u,v € N teilerfremd mit v > v. Was
passiert, wenn u und v beide ungerade sind?

(4*%) Wie viele rationale Punkte kann ein Kreis im R? mit irrationalem Mittelpunkt (o, o)
(d.h. zp € R\ Q oder yp € R\ Q) haben?

Ubungsaufgabe 14.6. Seien a,b € Z von 0 verschiedene ganze Zahlen. Wir betrachten die dio-
phantische Gleichung

aX?+by? = 72 (%)
Eine Losung (z,y, z) heift nicht-trivial, wenn (x,y,z) # (0,0,0). Wir definieren fiir v eine
Primzahl p oder co

p:  modulo p™ fir alle n > 1,
oo in R,

1 wenn (%) eine nicht-triviale Losung hat v
(a,b)y = v=

—1 sonst.

Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

(i)  Fir fast alle v gilt (a,b), = 1.
(il)  Die Anzahl der v mit (a,b), = —1 ist stets gerade.

Ubungsaufgabe 14.7. Sei n € Z und sei
n=a3 4+ +2°

ganzzahlig losbar. Zeigen Sie, daf dann n #Z +4 (mod 9) gilt.

Ubungsaufgabe 14.8 (Quadratisch Henseln).

(1) Bestimmen Sie die Losungen der Kongruenzgleichung
X?2=2 (mod 7).
Nutzen Sie das Ergebnis um eine Losung der Kongruenzgleichung

X2=2 (mod 49)

zu finden.
(2) Sei p eine ungerade Primzahl und p t m. Angenommen

X% =m (mod p)

besitzt eine Losung 0 < ap < p — 1. Zeigen Sie, daf es eine Folge ganzer Zahlen (ay,)nen
gibt mit
(1) 0<a,<p-—1,und
(i) @, = Z?:_Ol a;p’ ist eine Losung der Gleichung
X% =m (mod p").

Bemerkung: Die Potenzreihe >, a;p* 16st X2 = m in den p-adischen rationalen Zahlen Qp-
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Ubungsaufgabe 14.9 (Hyperbeln). Sei p eine ungerade Primzahl und (a,p) = 1. Wir betrachten
eine Hyperbel iiber [F,, gegeben durch
H={(z,y) €F,|2°—y*=a (modp)}.

(1) Zeigen Sie, dak H eine Parametrisierung iiber F,, besitzt, welche gegeben ist durch

tl 4t t=1—¢
x:a 2+ 7y:a 2 ) t§é0 (mOdp)

(2) Folgern Sie, daf #H =p — 1.

Ubungsaufgabe 14.10 (Affine diagonale Quadriken). Sei p eine ungerade Primzahl, und sein a, b, ¢
zu p teilerfremde ganze Zahlen. Wir betrachten die affine diagonale Quadrik

Q= {(u,v) €Fy:av’ + b0’ +c=0 (modp)}.
(1) Zeigen Sie, daf
#{zeFy|a®=] <m°dp)}:”<zj)>’

e X (-O)00)

u,v, mod p
au+bv=—c mod p

—b L ck~'+a
#o-r (3) 5 (557)
p)=\ p
Hinweis: Uberlegen Sie sich, da® fiir alle j # 0 (mod p) gilt

(5)-()

p p
—ab

#sz—(>.
p

Ubungsaufgabe 14.11. Sei p eine Primzahl und sei

E(Fp) = {(z,y) € Fz% |y? =2® —1}.
Ziel der Augabe ist es zu zeigen, daf fir p =3 und p =2 (mod 3) gilt #E(F,) = p. Gehen Sie

(2) Folgern Sie, daft

(3) Folgern Sie, dafs

(4) Folgern Sie

dazu wie folgt vor:
(1) Zeigen Sie die Behauptung fiir p = 2 und p = 3.
(2) Sei nun p > 5. Zeigen Sie, dak 0 < #E(F,) < 2p.
(3) Sei p =2 mod 3. Zeigen Sie, dak #FE(F,) =0 (mod p).
Hinweis: Nutzen Sie die Technik aus dem Beweis von Chevalley-Warning.

Ubungsaufgabe 14.12.
(1) Sei a € Z. Untersuchen Sie die Losbarkeit von

X?=a (mod?2)"
fir n > 1.
(2) Zeigen Sie, daf die Gleichung
(X2 —2)(X?—17)(X? - 34) =0

keine ganzzahlige Losung x € Z besitzt, allerdings Losungen modulo n fiir alle n hat.
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Teil 3. Arithmetik in quadratischen Zahlkérpern
15. (GAUSSSCHE GANZE ZAHLEN

Das Beispiel der ganzen Gaufischen Zahlen haben wir bereits implizit in Satz 4.41 kennen-
gelernt, als es um natiirliche Zahlen ging, die eine Darstellbarkeit als Summe zweier Quadrate
besitzen. Bei dieser Frage hilft die Zerlegung

2® +y? = (z +iy)(x — iy),
die wir nun konzeptioneller untersuchen mochten.

15.1. Arithmetik in Z[i]. Wir zeigen zunédchst, daf der Ring der Gaufschen ganzen Zahlen
ein euklidischer Hauptidealring ist. Dazu bestimmen wir die Einheiten. Das Hilfsmittel hierzu
ist die Norm.

Definition 15.1. Eine Gaufische Zahl ist eine komplexe Zahl der Form z = x + yi mit
z,y € Q. Eine ganze Gaufische Zahl ist eine Gaufssche Zahl z = x + yi mit z,y € Z.

Uber die algebraischen Eigenschaften der (ganzen) Gaufschen Zahlen gibt die folgende Pro-
position Auskunft.

Proposition 15.2. Die Menge der Gaufischen Zahlen ist ein Teikorper von C:

Qi) == {z+yi€C; z,y € Q).
Als Q-Vektorraum hat Q(i) die Basis 1,i: fir jedes z € Q(i) sind die Koordinaten z,y € Q
mit z = = + yi eindeutig.
Die Menge der ganzen Gaufischen Zahlen ist ein Unterring in Qi]:
Zli) :=={a+bi; a,bec Z}.

Die zugrundeliegende abelsche Gruppe ist frei mit Basis 1,i: fir jedes z € Zl[i] gibt es ein-
deutige a,b € Z mit z = a + bi.

Beweis. Das ist alles klar bis eventuell auf die Tatsache, daf man in Q(7) jedes z =z + iy # 0

invertieren kann. Das Inverse existiert in C und liegt bereits in Q(7) wegen
1 1 T — Yl T — Yyl x Yy 0
— = = = = — 1.

2 x+yi (v+yi)(r—yi) 22492 22+y? 2?2 +y?

Korollar 15.3. Z[i] ist ein Integrititsring.

Beweis. Unterringe von Korpern sind nullteilerfrei und somit Integritétsringe. (]

Proposition 15.4. Die komplexe Konjugation C — C, kurz Konjugation genannt,
z=T+Yi— z:=x— Yt
induziert einen Korperautomorphismus Q(i) — Q(i) und einen Ringautomorphismus

Zli] — Z[i).

Beweis. Das ist klar: die komplexe Konjugation ist als R-linearer Automorphismus von C be-
kannt und bildet offenbar die Teilmengen Z[i] C Q(i) C C wieder bijektiv in sich ab. O

Bemerkung 15.5. Es gilt fir z = x 4+ yi € Q(¢) (bzw. z = a + bi € Z]i])
z2=%2 <= z=0€Q (bzw.z=a€Z).
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Definition 15.6. Aus der Konjugation entsteht die Norm N : Q(i) — Q definiert durch
N(z) = zz.
In der Tat ist N(z) € Q wegen
N(2) =2Z = 2z = 2z = 22 = N(2).
Mit z = x + yi sieht man dies auch wegen
N(z + yi) = (z + yi)(z — yi) = 22 + 2.
Bemerkung 15.7. Hier sind einige Eigenschaften der Norm und z,w € Q(4).
(1) Die Norm ist multiplikativ:
N(zw) = zwzw = zwzw = zZ - ww = N(z)N(w).

(2) Es gilt N(z) = 0 genau dann, wenn z = 0 gilt: eine Summe reeller Quadrate ist nur 0,
wenn jeder Summand 0 ist. Dabei definiert die Norm einen Gruppenhomomorphismus

N:Q»i)" — Q,
der auch als Norm bezeichnet wird.
(3) Die Norm respektiert die ganzzahlige Struktur: fir z = a + bi € Z[i] ist

N(a+bi) =a®>+b* € Z

(4) Die Norm nimmt auf Q(7) und damit erst recht auf Z[i] nur nichtnegative Werte an.

Proposition 15.8. Fir z € Z[i] gilt:
z ist Finheit in Z[i]| <= N(z) ist Einheit in Z.

Beweis. Sei z eine Einheit mit Inversem w. Aus zw = 1 in Z][i] folgt N(z)N(w) =1 in Z, und
N(z) ist Einheit. Wenn umgekehrt N (z) eine Einheit in Z ist, dann gibt es v € Z mit N(z)u = 1.
Aber dann folgt

und z ist Einheit. 0

Proposition 15.9. Die Gruppe der Einheiten Z[i|* besteht aus {1, +i} und ist zyklisch
von Ordnung 4.

Beweis. Die Einheiten von Z sind +1. Nach Proposition 15.8 ist a + bi € Z[i] Einheit, wenn
a’ +b* = £1.

Da a? +b% > 0 ist, kommt —1 nicht in Frage. Die Gleichung a? 4+ b? = 1 hat nur die ganzzahligen
Losungen

((I, b) € {(1’ O)a (_17 0)7 (07 ]-)7 (Oa _1)}
entsprechend a + bi € {1, —1,7,—i}. Damit wird Z[i]* von i erzeugt und ist zyklisch. O

Bemerkung 15.10. (1) Wie in jedem Integritétsring definieren wir fiir z, w € Z[i] die Teilbar-
keit
z|w < esgibt 2’ € Z[i] mit w = 22
Wenn z =n € Z und w = a + bi € Z[i], dann ist
n|a+bi <= nl|aundn|b,

wie man sofort sieht: ein 2/ = o/ + b'i mit 22’ = w fithrt zu a + bi = na’ + nb'i.
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(2)  Ohne weiteres Wissen zur Arithmetik in Z[i] kénnen wir mit der Teilbarkeitsrelation nicht
viel anfangen. Die guten Eigenschaften der Teilbarkeitsrelation in Z sind Konsequenzen
der Existenz von ggT und kgV und folgen damit letztlich, weil Z ein Hauptidealring ist.

(3)  Wir erinnern an den Begriff der assoziierten Elemente. Das sind hier Elemente z, w € Z[i],
die sich multiplikativ nur um eine Einheit unterscheiden, also w € {z, —z,iz, —iz}.

Satz 15.11. Der Ring Z[i] ist euklidisch beziiglich der Norm
N : Z[Z] — No

als euklidischer Normfunktion.

Beweis. Wir miissen zu beliebigem z € Z[i] und 0 # d € Z[i] ein ¢ und r € Z[i] finden mit
z=dqg+r

und r = 0 oder N(r) < N(d). Dazu betrachten wir
= = +yicQ)
und wéhlen g = a + bi € Z[i] derart, daf

Y

N =

|z —al und |y — b| <

indem wir die Koordinaten x,y auf ganze Zahlen runden. Dann gilt fiir r = z — dg

N(r) =N(d)-N(§—q) =N(d) - N((z —a) + (y — b)i)
= N(d)- ((z —a)® + (y — b)*) < N(d)(1/4 + 1/4) < N(d). O

iR

@ (] (] (] (] (]
b q

@ (] = (]
i va

® ) ) 0 ®

—e ® ° ¢ oo —o—
(] (] (] (] (] (] (]
(] (] r (] (] (] (]

ABBILDUNG 5. Division mit Rest fiir ganze Gaufssche Zahlen. Pythagoras: das
Abstandsquadrat von 2 nach ¢ ist N(3 — ¢q) = ((z — a)* + (y — b)?).

Korollar 15.12. Der Ring Z[i] ist ein Hauptidealring.

Beweis. Euklidische Ringe sind Hauptidealringe. U
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Korollar 15.13. Der Ring Z[i] hat eindeutige Primfaktorzerlegung, d.h., Z[i] ist faktoriell.
Es gibt den ggT und das kgV.

Beweis. Hauptidealringe sind faktoriell und haben damit ggT und kgV. U

Bemerkung 15.14. Die euklidische Division mit Rest im Ring Z[i] ist nicht nur eine Existenzaus-
sage, sondern sogar algorithmisch bestimmbar. Damit gibt es auch fiir den Ring Z[i] einen
euklidischen Algorithmus fiir den ggT.

15.2. Die Primzahlen der Gaufischen Zahlen. Nachdem wir nun wissen, daf die Gaufischen
ganzen Zahlen als grofser Bruder der ganzen Zahlen auch eigene Primzahlen besitzen, wollen wir
nun zunichst eine Ubersicht {iber diese erhalten und sodann verstehen, wie Primzahlen p in Z
in Primzahlen in Z[i] zerfallen.

Proposition 15.15. Sei m € Z[i| ein Primelement. Dann gibt genau eine Primzahl p € Z
mit
T | p.
Fir dieses p gilt genau einer der beiden Fille:
(a) N(7)=p? und 7 ist zu p assoziiert: m € {%p, +ip}.
(b) N(m)=p und 7 und 7 sind Primelemente, und es gilt w -7 = p.
Jede Primzahl p € Z kommt vor: es gibt ein Primelement w € Z[i] mit 7 | p.

Beweis. Es ist w | N(m). Als Primelement teilt 7 dann einen der Primfaktoren der Primfaktor-
zerlegung von N () als Element in Z. Dies zeigt die Existenz einer Primzahl p mit 7 | p.
Angenommen ¢ # p sei eine weitere Primzahl mit = | ¢. Nach dem Lemma von Bézout,
Lemma 2.10, gibt es dann u,v € Z mit pu + v = 1. Dann teilt aber 7 | pu + fv = 1 und 7 ist
Einheit, Widerspruch.
Sei p = 7wz mit z € Z[i]. Dann ist

p* =N(p) = N(r)- N(2),

also N(m) ein Teiler in Z von p?. Da kommen nur p und p? in Frage, weil die Norm stets
nichtnegativ ist und aus N(7) = 1 folgen wiirde, dal 7 eine Einheit ist.
e Wenn N(7) = p?, dann ist N(z) = 1 und z ist eine Einheit. Damit sind 7 und p assoziiert
in diesem Fall.
e Wenn N(7) = p, dann ist p = 7 - 7. Primelemente werden unter Ringautomorphismen
wieder auf Primelemente abgebildet, da Primelementsein ausschlieflich durch ringtheo-
retische Eigenschaften festgelegt ist. Damit ist auch 7 ein Primelement von Z.

Fiir die letzte Behauptung betrachten wir die Primfaktorzerlegung von p als Element von Z[i].
Weil p keine Einheit in Z[i] ist, hat seine Primfaktorzerlegung mindestens einen Primfaktor 7.
Dieses 7 erfiillt somit 7 | p, und damit kommt p in der Existenzaussage der Proposition fiir
dieses 7 vor. O

Proposition 15.15 zeigt insbesondere, dafs die Abbildung
NZ: {Primelemente in Z[i]} — {Primzahlen in Z}, T pmit 7| p

wohldefiniert und surjektiv ist. Wir wollen nun verstehen, wie die Fasern der Abbildung NZ
aussehen: gegeben eine Primzahl p € Z, wie sehen die Primelemente 7 aus, die p teilen in Z[i]?
Wir wollen also nun wissen, wie man der Primzahl p € Z ansehen kann, wann welcher Fall
eintritt. Der Fall (a) in Proposition 15.15 tritt genau dann auf, wenn p auch Primelement in
Z[i] ist. Der Fall (b) unterteilt sich weiter, je nachdem ob 7 und 7 im Prinzip verschiedene
oder das gleiche Primelement sind. Im Prinzip bedeutet hier ‘bis auf Assoziiertheit’, weil das fiir
Teilbarkeitsfragen die entscheidende Klassifizierung ist.
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Theorem 15.16 (Primzerlegungsgesetz). Sei p eine Primzahl in Z. Dann ist p in Z][i]

Produkt zweier assoziierter Primelemente <~ p=2,
Produkt zweier nicht assoziierter Primelemente <= p=1 (mod 4),
Primelement <= p=3 (mod4).

Beweis. Es gilt N(1+1i) =2,also2=(1+4)(1—14) und (1 —i) = —i(1 +14). Aukerdem ist 141
ein Primelement, da irreduzibel: ein 1+¢ = zw bedeutet 2 = N(1414) = N(z)N(w), und z oder
w hat Norm 1 und ist Einheit. Damit ist p = 2 richtig einsortiert und wir diirfen nun p > 3
annehmen.

Die Primzahl p ist in Z[i] keine Einheit. Daher gibt es einen Primfaktor 7 | p. Fiir dieses
m = a + bi ist p die eindeutige Primzahl aus Proposition 15.15. Es gibt also zwei Fille zu
betrachten:

Wenn p = 77 = a® + b?, dann ist p = 1 (mod 4), weil Quadrate = 0,1 (mod 4) sind, und
wir p = 2 schon ausgeschlossen haben. Ist umgekehrt p = 1 (mod 4), dann gibt es nach dem
quadratischen Reziprozititsgesetz, genauer nach Satz 4.37, ein x € Z mit 22 = —1 (mod p).
Dann gilt in Z[i]

pla?+1=(x+i)(x—1i).
Weil p aber in Z[i] kein Teiler von x + ¢ ist, kann p nicht Primelement von Z[i] sein. Damit
scheidet Fall (a) in Proposition 15.15 aus und p zerfallt als Produkt zweier Primelemente.

Es bleibt zu zeigen, daf fiir p = 1 (mod 4) die beiden Faktoren in p = 77 nicht zueinander
assoziiert sind. Angenommen 7 = um mit v Einheit. Dann ist u € {£1, +i} und

p =77 = ur® = u(a® — b* + 2abi).

e Wenn u = +1, dann folgt 2ab = 0 und daher p = +a? oder +b?. Das ist keine Primzahl
in Z, Widerspruch.
e Wenn v = +i, dann ist p = +2ab und p gerade. Aber p = 2 ist bereits behandelt. O

Bemerkung 15.17. Es folgt aus Proposition 15.15, daf die Primfaktoren von Primzahlen p €
Z, tuber die das Zerlegunsgesetz, Theorem 15.16, Auskunft gibt, alle Primelemente von Z[i]
beschreiben (natiirlich bis auf assoziierte Primelemente).

15.3. Anwendungen. Wir beschreiben nun ein paar Anwendungen der Arithmetik in Z[i]. Als
erstes erhalten wir einen neuen Beweis des Fermat’schen Zweiquadratesatzes.

Satz 15.18 (Zwei-Quadrate-Satz). FEine natirliche Zahl n ist Summe zweier Quadrate
n = a® 4+ b> mit a,b € Z genau dann, wenn jeder Primfaktor p | n mit p = 3 (mod 4) mit
geradem Ezxponenten in der Primfaktorzerlegung von n auftritt.

Beweis. Die Zahl n 14t eine solche Zerlegung zu genau dann, wenn n = N (a + ib) eine Norm
eines Elements a + ib € Z[i] ist. Um zu bestimmen, welche Zahlen Normen sind, zerlegen wir
a + ib als Produkt von Primfaktoren. Es ist n € N(Z[i]), wenn n Produkt von Normen von
Primelementen N (7) ist. Aber solche Normen sind nach Proposition 15.15 und Theorem 15.16

N(1L+i) = (1+d)(1—i) =2,
N(m)=p, wennp=1 (mod4),
N(r)=p? wennp=3 (mod4). O

Es sei an die charakteristische Funktion 1(n) zu einer Restklasse [a] € Z/mZ aus Kapitel
§13 erinnert. Wir definieren eine modifizierte Teilersumme zu [a] als

dam(n) == > 1= 1(d)
dln

dln, und d=a (mod m)
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und konnen dadurch einen Ausdruck fiir die Darstellungszahlen, das sind die Anzahl von Dar-
stellungen von n als Wert einer quadratischen Form bei ganzzahligen Werten, angeben.

Satz 15.19 (Jacobi 1828). Sei n eine natirliche Zahl. Die Anzahl der Darstellungen n =

a’? 4+ b*> mit a,b € Z ist
4(d1,4(n) — d3,4(n)).

Beweis. Der Beweis beruht auf der eindeutigen Primfaktorzerlegung in Z[i]. Wir definieren eine
Funktion r : N = C durch

7ww:i-#&w4bemﬂ;Nm+wn=n}

Die Funktion r z#hlt im Prinzip die Anzahl der Loésungen n = a? + b?> mit ganzen Zahlen
a,b € Z. Der Faktor 4 = #Z[i]* trégt dazu bei, die 4 assoziierten Losungen, bei der a + bi mit
einer Einheit u € Z[i]* multipliziert wird, nur einfach zu zéhlen. Wir miissen also zeigen, daft

r(n) = d174(n) — d374(n).
Das Jacobi-Symbol (_71) definiert eine Funktion (_—1) : N — C durch

= 0 2|n
-1 n=-1 (mod 4).

(_ﬁ 1 n=1 (mod4)

Dies ist nichts anderes als x4 : N — C, die Fortsetzung durch 0 des nichttrivialen Dirichlet-
Charakters modulo 4 gegeben durch x4 : (Z/4Z)* = £1 — C*. Daher ist die Funkton y4(n) =
(%) ist vollstdndig multiplikativ und

dia(n) — dsa(n) = xa(d) = (xa * 1)(n).
dln
Damit ist dy 4(n) — ds4(n) multiplikativ nach Proposition 7.5.
Wir zeigen nun, daf auch die Funktion r(n) multiplikativ ist. Seien n und m teilerfremde
natiirliche Zahlen. Die Abbildung von Teilmengen von Z][i]
{a+bi; Nla+bi)=n}x{c+di;N(c+di) =m} = {z+yi;N(xz+yi) =nm}
(z,w) = x4+ yi = zw

ist aufgrund der eindeutigen Primfaktorzerlegung 4 : 1, denn die Zerlegung in Faktoren mit

Norm n respektive m ist eindeutig bis auf eine Einheit als Faktor. Damit ergeben genau die 4

Paare (uz,u 'w) mit u € Z[i]* das gleiche Produkt. Dies zeigt, daf

4 r(nm) = 4r(n) -447”(m)’

und somit ist 7(n) multiplikativ.
Um den Satz zu beweisen, diirfen wir nun annehmen, dafs n = p™ eine Primzahlpotenz ist.

e Wenn p = 2 ist, dann ist a + bi = u - (1 + @)™ mit u € Z[i|*. Die Darstellung ist also
eindeutig bis auf die Wahl von u und
T(2m> =1= d174(2m) - d374(2m)

e Wenn p =3 (mod 4), dann ist a + bi = u . p™/2 und das geht genau fiir 2 | m und dann
auch nur eindeutig bis auf die Wahl von u. Es folgt

1 2|m

T(pm) = { 0 2me } = d1,4(pm) - d3,4(pm)'



154 JAKOB STIX

e Wenn p =1 (mod 4), dann gibt es zwei verschiedene nichtassoziierte Primelemente von
Norm p, ndmlich 7 und 7 mit N(7w) = 7 - 7 = p. Dann folgt

a+bi=u 7% - 7"

und davon gibt es m + 1-viele Moglichkeiten bis auf Multiplikation mit v € Z[i]*. Es

folgt
r(p™) =m+1=da(p™) — d3a(p™). O
Beispiel 15.20. Als néchste Anwendung diskutieren wir die diophantische Gleichung
Vi=Xx%—1,

also die ganzzahligen Losungen dieser Gleichung. Sei (z,y) € Z? eine Losung. Mit Hilfe der
ganzen Gaufsschen Zahlen Z[i] finden wir die Faktorisierung

2® = (y+i)(y — ).
Sei 7 ein Primelement von Z[i], das den ggT der Faktoren y + ¢ und y — i teilt. Dann teilt

m]i((y —i) = (y+1)) = 2.
Damit ist bis auf Assoziierte @ = 1 + i das einzig mogliche Primelement, das den ggT der
Faktoren teilt. Aber aus

2= N(m) | N(y+i) =2 + 1= 2
folgt x gerade, und weiter
> +1=0 (mod 4).

Das ist nicht moglich, weil 0 und 1 die einzigen quadratischen Reste modulo 4 sind.
Die Faktoren y + ¢ und y — ¢ sind daher teilerfremd in Z[i]. Sei z = [[,_, 7'~ die Primfak-
torzerlegung von z in Z[i]. Dann ist

(y+i)(y —i) =a2® = [[ 73m.
a=1

Wegen der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung in Z[i] miissen sich die Primfaktoren von z?

zur Primfaktorzerlegung der Faktoren y £ aufteilen. Da y + ¢ und y — ¢ teilerfremd sind, kommt
mit einem Faktor 7, automatisch die ganze Potenz 7™ zum selben Faktor. Wir schliefen, daf
es nach entsprechendem Umnummerieren ein 1 < s < r und ein u € Z[i]* gibt, so daf

S
y+i=uH7r§ma

a=1
,
y—i=u"" H m3Me,
a=s+1
Damit sind die Faktoren y+1 bis auf eine Einheit u dritte Potenzen in Z[i]. Sei also a + bi € Z]i]
mit
y+i=u(a+bi)> =u(a® - 3ab® + (3a%b — b3)i).
e Wenn v = £1, dann folgt per Koeffizientenvergleich
b(3a® — b%) = +1,

somit b = +1 und 3a? = £1 + b> = £1 + 1. Dies geht nur fiir a = 0 und b = +1.
e Wenn v = £4, dann folgt per Koeffizientenvergleich

a(a® — 3b%) = +1,
somit @ = 1 und 3b? = a® — (£1) = 1 — (&1). Dies geht nur fiir b =0 und a = +1.
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In jedem Fall ist a + bi selbst eine Einheit. Folglich sind y + 7 auch Einheiten, somit

y=0
und dann x = 1. wir haben damit gezeigt, daf es aufser der Losung
(z,y) = (1,0)

keine weiteren ganzzahligen Losungen gibt.

Als dritte Anwendung parametrisieren wir pythagoréische Tripel. Dazu benétigen wir als
erstes einen Spezialfall von Hilberts Satz 90. Varianten eines Satzes aus Hilberts beriihm-
ten Zahlbericht, der dort die Nummer 90 hat, werden mit dieser merkwiirdigen, aber iiblichen
Terminologie bezeichnet.

Satz 15.21 (Hilbert 90 fiir Q(i)/Q). Ein z € Q(i) hat N(z) =1 genau dann, wenn es ein
w € Q[i] gibt mit
z =w/w.

Beweis. Wenn z = w/w, dann ist
N(z) = N(w/w) = N(w)/N(w) = (ww)/(ww) = 1.
Sei umgekehrt z von Norm 1. Dann setzen wir w = 1 + 2z und rechnen

w 14+z (14+2)z  (1+2)z (1—1—2)22

w 1+z (1+42)z z2+N(k) 241
Bleibt einzig der Fall z = —1, der zu w = 0 fithrt und die obige Rechnung fehlerhaft macht. Hier

hilft uns w =1

—1

RIS

Definition 15.22. Ein pythagoréaisches Tripel ist ein Tripel (a, b, ¢) natiirlicher Zahlen
mit

a® + b2 =2
Ein primitives pythagoriisches Tripel ist ein pythagoriisches Tripel (a, b, ¢) mit
(i) 2o,

(ii)  a,b,c sind paarweise teilerfremd.

Bemerkung 15.23. (1)  Unsere Definition schlieft die offensichtlichen ganzzahligen Losungen
mit abc = 0 aus.

(2)  Mit (a,b,c) ist auch (b, a, ) ein pythagoréisches Tripel. Wenn beide a und b ungerade sind,
folgt das unmogliche ¢* = 2 (mod 4). Es ist daher wenigstens einer der beiden a und b
gerade. Durch Vertauschen darf man annehmen, daff b gerade ist.

(3)  Wenn zwei der drei Zahlen a,b, c einen gemeinsamen Teiler d haben, dann teilt d jede
davon wegen a? 4+ b> = 2. Durch Kiirzen von d erhélt man ein neues pythagoriisches
Tripel mit dann paarweise teilerfremden a, b, c.

Wir sind daher nur an primitiven pythagordischen Tripeln interessiert. Aus diesen ent-

stehen alle pythagoréischen Tripel durch Skalieren und Vertauschen von a und b.

Satz 15.24. Die Menge der primitiven pythagordischen Tripel wird parametrisiert vermaoge

a=22—y? b=2y, c=z°+1y>

mit teilerfremden ganzen Zahlen x >y > 0, die nicht beide ungerade sind.
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Beweis. Zu einem primitiven pythagoriischen Tripel (a, b, c¢) € N? betrachten wir

b
2=242i e Qi)
C C

mit ( ) ) )
N(a+bi a‘+b
(2) N(c) c?
Nach Satz 15.21 gibt es ein w € Q(i) mit z = £. Wenn A € Q*, dann ist
w_w
W \w

Wir diirfen also w so skalieren, daf w = x + yi mit teilerfremden ganzen Zahlen z,y und = > 0.
Es gilt dann

x+yi_w2—y2 2xy .

oy g g

also mit der linken Seite in gekiirzter Form

2 .2
a x°—vy
- = 15.1
c  z%49? ( )
b 2wy
c  a?+y?

Weil (z,y) = 1, ist (22 + y2,22y) | 2. Der Fall (22 + y?,2zy) = 2 trifft genau dann ein, wenn
x und y beide ungerade sind. In diesem Fall wire b ungerade, da die 2 in 2xy/(z% + 3?) dann
gekiirzt werden konnte. Da aber b gerade ist, muf z? 4+ y? bereits zu 2xy teilerfremd und nicht
beide x,y ungerade sein. Dann ist aber 2 + y? ungerade und

(@ +y% 2% =) = (@ + 7, 20%) = (2% + 3%, 0%) = (%) = 1.
Damit ist auch die rechte Seite in (15.1) gekiirzt, woraus die behauptete Parametrisierung
a=2%—y? b=2xy, c=2>+y° (15.2)
folgt. Die Nebenbedingungen a,b > 0 erzwingen x > y > 0, weil wir sowieso x > 0 gewahlt
haben. Damit haben wir gezeigt, daf (15.2) eine surjektive Abbildung

z>y>0
(z,y) € N? ; x,y teilerfremd — {(a,b, ) ;

nicht beide ungerade

primitives
pyth. Tripel

definiert. Wir miissen nun die Eindeutigkeit zeigen. Sei (z/,4’) mit den genannten Nebenbedin-
gungen fir (z,y) eine weitere Parametrisierung des primitiven pythagordischen Tripels (a, b, ¢).
Wir setzen w = x + yi und w’ = 2’ + y'i und finden

w a b, w

_ = — —|— -1 = T/

w c c w
Daraus folgt

w/

w

Sl‘gl

Daher ist A = % € Q*, oder

2+ i = Az + \yi.
WEeil z,y teilerfremd sind, darf A keinen nicht-trivialen Primfaktor im Nenner haben, und weil
2',y teilerfremd sind auch keinen im Zahler. Daher ist A = £1. Weil z,y,2’,y > 0 folgt A =1
und die Eindeutigkeit ist gezeigt. (]

UBUNGSAUFGABEN ZU §15
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Ubungsaufgabe 15.1.
(1) Wie in Z kénnen wir zu jedem Primelement 7 € Z[i] die Abbildung v, : Z[i] \ {0} — Ny
definieren durch
vr(z) := Anzahl der Faktoren 7 in der Primfaktorzerlegung von x
= max{veNy: 7|z}

fiir jedes x € Z[i]. Darauf basierend kénnen wir v;4;(10) auf folgenden zwei verschiedenen
Weisen bestimmen:
(i) In der Primfaktorzerlegung 10 =2-5 = (1 +4)(1 —4)(1 + 2i)(1 — 2¢) kommt 1+ ¢
genau einmal vor, d.h. v14;(10) = 1.
(i)  Aus (1+44)% |10 und (1 +4)3 ¢ 10, folgt aber vy4,;(10) = 2.
Wo liegt der Fehler?
(2) Bestimmen Sie die Primfaktorzerlegung von 7 + 74i in Z[i].

Ubungsaufgabe 15.2 (Bézout trifft GauR).
(1) Uberlegen Sie sich, wie Sie eine Variante des Euklidischen Algorithmus in Z[i] formulieren
konnen. Beweisen Sie, dafs der Algorithmus terminiert und korrekt ist.
(2) Bestimmen Sie den ggT von 23 4 17¢ und 11 — 37 in Z[i].
(3) Gilt eine analoge Version des Lemma von Bézout auch fiir Z[i] anstelle von Z?
Ubungsaufgabe 15.3. Finden Sie alle ganzzahligen Losungen (z,y) € Z? der Gleichung
Vipd=x3

Hinweis: Rechnen Sie in Z[i].
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16. QUADRATISCHE ZAHLKORPER

Die Gauftschen Zahlen Q(i) beschreiben die Algebra von /—1. Die Arithmetik der ganzen
Gaufsschen Zahlen hilft bei Fragen zu Werten der quadratische Form

2 +y? = (x +iy)(z —iy).

16.1. Quadratische Zahlkorper. Nun ersetzen wir —1 durch ein beliebiges d € Z und sehen,
was wir bekommen.

Notation 16.1. Sei d € Z, d # 0 eine ganze Zahl. Von den zwei Quadratwurzeln von d in C
wihlen wir v/d € C wie folgt aus:

Vi — Vd >0 wenn d > 0 und daher Vd € R,
-~ )iv/=d wenn d < 0 mit v/—d > 0.

Proposition 16.2. Sei d € Z kein Quadrat einer ganzen Zahl. Der von 1 und /d aufge-
spannte Q-Untervektorraum von C

QWd) ={z=z+yVd; z,y € Q}
ist ein Unterkorper von C mit Q-Basis 1,V/d.

Beweis. Die folgenden Rechnungnen zeigen, dak Q(v/d) ein Unterring von C ist:

(z +yVd) + (2 + wVd) = (z +2) + (y + w)Vd,

(z +yVdy) - (z + wVd) = (zw + dyw) + (zw + 2y)Vd.
Weil d kein Quadrat in Z ist, gilt auch v/d ¢ Q nach Korollar 4.19. Damit sind 1, V/d linear
unabhingig iiber Q und dimg(Q(V/d) = 2.

Es fehlt noch die Existenz eines Inversen Elements in Q(v/d). Das inverse Element existiert in
C, und genauer besteht unsere Aufgabe darin zu zeigen, dafs das Inverse aus C schon in Q(\/&)
liegt. Das folgt aus derselben Rechnung wie im Fall der Gaufischen Zahlen:

1 —yvd —yvd —
x—yvd r—yJd oz LY

2 — dy?

z+yVd B (z + yvd)(xz — yVd) a2 —dy? 22— dy?
Diese Rechnung ist giiltig (keine 0 im Nenner), weil mit = + yVd # 0 auch z — yvd # 0.
Andernfalls wire v/d € Q und das haben wir bereits ausgeschlossen. O
Beispiel 16.3.
(1) Die Gaufschen Zahlen Q(7) erhdlt man als Spezialfall d = —1.
(2)  Wenn D = n?d fiir ein n € Z, n # 0, dann ist Q(v/D) = Q(v/d), denn fiir z,y € Q gilt

x—i—y\/ﬁzx—i—ny\/a.

Definition 16.4. (1) Ein quadratischer Zahlkérper K ist ein Unterkorper Q C K C
C, der als Q-Vektorraum die Dimension 2 hat.

(2) Ein reell-quadratischer Zahlkorper ist ein quadratischer Zahlkérper K C C, der
sogar K C R erfiillt.

(3) Ein imaginir-quadratischer Zahlkoérper ist ein quadratischer Zahlkorper K C C,
der nicht in R enthalten ist.

Bemerkung 16.5. Sei d € Z kein Quadrat in Z. Der quadratische Zahlkorper Q(\/&) ist

(1) reell-quadratisch <= d > 0,
(2) imagindr-quadratisch < d < 0.
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Die beiden Falle reell- bzw. imaginar-quadratische Zahlkorper unterscheiden sich in manchen
Aspekten grundsétzlich. Wir werden also im Folgenden 6fters diese Dichotomie sehen.

Proposition 16.6. Sei d € Z kein Quadrat in Z, und sein K = Q(v/d). Die Konjugation
auf K ist definiert fir alle x,y € Q durch

z=z+yVd— 2z =z —yVd.

Die Konjugation st der einzige nichttriviale Korperautomorphismus von K. Insbesondere
ist die Konjugation unabhingig von der Wahl von d mit K = Q(\/d).

Beweis. Man rechnet sofort nach, daff Addition und Multiplikation mit der Konjugation ver-
triiglich sind. Auferdem ist das Bild der Q-Basis 1, v/d unter Konjugation die Q-Basis 1, —v/d.
WEeil die Konjugation Q-linear ist, ist sie folglich bijektiv.

Jeder Koérperautomorphismus fixiert 1 € K und daher alle z € Q C K. Insbesondere ist ein
Korperautomorphismus eine Q-lineare Abbildung.

Weiter muR ein Korperautomorphismus v/d auf eine Nullstelle des Polynoms 7 — d abbilden.
Das ist v/d und dann haben wir die Identitat, oder —+/d und dann haben wir die Konjugation,
denn der Effekt auf der Q-Basis bestimmt den Korperautomorphismus eindeutig. O

Bemerkung 16.7.

(1)  Wenn K imagindr-quadratisch ist, dann ist die Konjugation die Einschrankung der kom-
plexen Konjugation: mit d < 0 gilt

Vi= V= —iv=d=iv—d=vi

Wenn K reell-quadratisch ist, dann ist die komplexe Konjugation auf K trivial.
(2) Sei K ein quadratischer Zahlkérper. Dann gilt fir z € K:

7=z <= z€Q.

Satz 16.8. Quadratische Zahlkérper haben die folgende Klassifikation.
(1) Jeder quadratische Zahlkérper ist von der Form
Q(Vd)cc
fiir ein quadratfreies d € Z, d # 0, 1.
(2) Seien d,e € Z keine Quadrate in Z. Dann gilt
Q(Vd) = Q(ve) < e/d ist ein Quadrat in Q.

Wenn d und e quadratfrei sind, dann ist dies dquivalent zu e = d.

Beweis. (1) Sei 1, v eine Basis des quadratischen Zahlkorpers K C C als Q-Vektrorraum. Dann
ist o2 € K eine Q-Linearkombination von 1 und o es gibt =,y € Q mit

o =za+ Y.
Folglich ist o Nullstelle eines quadratischen Polynoms mit Koeffizienten aus Q, ndmlich

T2 — 2T — y € Q[T).

Durch quadratisches Ergénzen und Skalieren mittels einer lineare Substitution § = g(a — )
erhélt man eine Q-Basis 1, 8 von K mit
2
x
52 — q2(y + Z) = d7

wobei d € Z quadratfrei ist bei richtiger Wahl von ¢ € Q. Damit ist K = Q(v/d) wie behauptet.
Die Fall d = 0 und 1 treten nicht auf, weil sonst 1, 8 keine Q-Basis von K sein kann.
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(2) Wenn e/d ein Quadrat ist, folgt die Gleichheit Q(v/d) = Q(y/€) aus Beispiel 16.3.
Wir nehmen nun Q(v/d) = Q(y/e) an. Die Konjugation ist eindeutig und hat als Q-linearer
Endomorphismus einen eindimensionalen Eigenraum zum Eigenwert —1. Wegen Vd = —/dund

Ve = —y/e sind beide Wurzeln im Eigenraum zum Eigenwert —1 und unterscheiden sich daher
nur um ein rationales Vielfaches: /e = ¢v/d mit ¢ € Q. Daraus folgt durch Quadrieren die
Behauptung. O

Definition 16.9. Sei K ein quadratischer Zahlkorper.
(1) Die Norm N = Ng/q : K — Q ist definiert fiir 2 € K durch

N(z)==z %
(2) Die Spur (trace) tr = trg /g : K — Q ist definiert fiir z € K durch
tr(z) =z +Z.

Bemerkung 16.10. Hier sind einige Eigenschaften von Norm uns Spur.

(1)  Norm und Spur sind invariant unter Konjugation und daher wohldefiniert wegen Bemer-
kung 16.7.
(2) In Koordinaten z = z 4 yv/d € Q(\/d) gilt

N(2) = (z +yVd) - (z —yVd) = 2* — dy”
tr(z) = (z + yVd) + (z — yVd) = 2z.
(3) Die Norm ist multiplikativ:
N(zw) = (zw)zw = zwzw = (22)(ww) = N(2)N(w).

Die Spur ist offensichtlich eine Q-Linearform.
(4) Es gilt N(z) = 0 genau dann, wenn z = 0. Zu z # 0 gibt es z=! und N(2)N(z7!) =
N(1) =1, also ist N(z) # 0. Damit induziert die Norm einen Gruppenhomomorphismus

N:K* — Q*.

Proposition 16.11. Sei K ein quadratischer Zahlkorper. Sei z € K ein beliebiges Element.
Dann ist z Nullstelle des rationalen quadratischen Polynoms

T? — tr(2)T + N(z) € Q[T).

Beweis. Das folgt aus der offensichtlichen Rechnung
2 —(z+2z+2Z=0. O
16.2. Der Ganzzahlring. Um Arithmetik (Zahlentheorie) in einem quadratischen Zahlkorper

betreiben zu kénnen, braucht es eine Verallgemeinerung der ganzen Zahlen.

Notation 16.12. Seien R ein Ring und o € R ein Element.

(1) Die Auswertung von « im ganzzahligen Polynom
P(X)=ao X+ X+ .. +a41X +aq € Z[X],
also mit Koeffizienten a; € Z fiir alle 0 < 7 < d, ist das Ringelement
P(a) = apa® + a0 + ...+ ag_1a+ay € R.
(2) Der von a € R erzeugte Unterring wird mit Z[a] C R bezeichnet. Es gilt
Zla) = {P(a) ; P € ZIX]}.
Dies ist ein Unterring, denn fiir Polynome P, Q € Z[X] gilt
(P+@Q)(0) = P(a) +Q(a), wnd (P-Q)(a) = P()Q(a).
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Genauer ist Z[a| der kleinste Unterring von R, der « enthalt.

Proposition 16.13. Sei d € Z kein Quadrat in Z. Es gilt
ZIVd] = {a+bVd ; a,be Z}.

Die zugrundeliegende Gruppe ist frei mit Basis 1,v/d: fiir jedes z € Z[v/d] gibt es eindeutige
a,b mit z = a+ bV/d.

Beweis. Die Elemente a+bv/d mit a,b € Z gehéren zu Z[v/d]. Wir miissen zeigen, daf die Menge
dieser Elemente abgeschlossen ist unter Addition und Multiplikation. Das ist klar. O

Beispiel 16.14. Sei d € Z kein Quadrat in Z, und sei n € Z, n # 0. Dann ist
Z|Vdn?) C ZVd,
genauer besteht Z[v/dn?] aus den a + bv/d, a,b € Z mit n | b.

Definition 16.15. Ein Element o € R eines Rings R ist ganz algebraisch iiber Z, wenn
es ein Polynom P(X) € Z[X| mit ganzen Koeffizienten, Leitkoeffizient 1 und P(«) = 0 gibt,
d.h. es gibt a; € Z mit

a® + alad_l +...+a4_1a+aqg=0.
Ein solches Polynom P(X) wird auch Ganzheitsrelation fiir o genannt.

Beispiel 16.16. Die wichtigsten Beispiele ganzer algebraischer Zahlen sind die folgenden.

(1) Die Elemente von Z sind ganz algebraisch iiber Z, denn a € Z ist Nullstelle von X — a.
(2) Sei d € Z kein Quadrat in Z. Die Elemente a = a + bv/d mit a,b € Z sind ganz iiber Z,
denn
o —2aa+ a* — db? = (o — a)® — db*> = 0.

(3) Seid=1 (mod 4). Dann ist w = 1"'7‘/& ganz iiber Z, denn 174 € Z und

) 1-d

— — =0.
w w + 1

(4) Der goldene Schnitt ¢ = 1+72\/5 ist Nullstelle von X2 — X — 1 = 0 und damit ganz iiber Z.

Satz 16.17. Sei R ein Unterring eines Korpers K und o € R. Dann sind dquivalent:

(a)  Das Element « ist ganz algebraisch tber Z.
(b)  Der Unterring Z[a] C R ist als abelsche Gruppe endlich erzeugt.
(¢)  FEs gibt eine endlich erzeugte abelsche Untergruppe M C R, M # 0, mit

a-M C M.

Beweis. (a) = (b): Sei P(X) = X%+ a1 X% 1+ ...+ ag_1X + a, eine Ganzheitsrelation fiir a.
Sei d = deg(P) der Grad von P. Dann gilt

Zla) = (1,...,a% Y,
Es reicht offenbar o € (1,...,a% 1)y fiir alle n zu zeigen. Dies zeigen wir per Induktion. Fiir

n < d ist nichts zu zeigen. Fiir n > d gilt durch Auswertung von X" ¢P(X) in a:

A" = —apa N = —ag_a T~ gpan

und das ist per Induktionsannahme bereits in (1,...,a%"1)

(b) = (c): Das ist trivial: M = Z[«a] funktioniert.

7
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(¢) = (a): Seien vy,...,v, € M Erzeuger als abelsche Gruppe. Nach Voraussetzung gibt es
ajj € Z, 1 <i,7 < n mit

n
a-vi:ZaijUj fiir alle 1 <14 <n.
j=1

Sei E € M,,(K) die Einheitsmatrix. Wir betrachten die Matrix A = a- E' — (a;;) und den Vektor
v=(v1,...,v,)". Dann gilt

Av = 0.
Mit der adjunkten Matrix A%, mit welcher die Relation A% A = det(A) - E gilt, folgt

0=A%Av =det(A) -v € K™

Weil M nichttrivial ist, gibt es v; # 0 und damit folgt det(A) = 0. Jetzt berechnen wir det(A) mit
der Leibnitz-Formel und sortieren nach Potenzen von «, die auftreten. Wir erhalten ein Polynom
P(X) € Z[X] mit Leitkoeffizient 1, Grad n und P(«) = det(A) = 0: nur die Hauptdiagonale
mit dem Beitrag (o —aq1) - ... (& — apy) liefert einen Beitrag vom hochsten Grad n, und dieser
hat offenbar Leitkoeffizient 1. Dieses P(X) ist die gesuchte Ganzheitsrelation. O

Korollar 16.18. Sei R ein Unterring eines Korpers, der als abelsche Gruppe endlich erzeugt
ist. Dann sind alle Elemente von R ganz algebraisch tiber Z.

Beweis. Satz 16.17 (c) mit M = R. O

Korollar 16.19. Sei R ein Unterring eines Korpers. Summen und Produkte tiber 7, ganz
algebraischer Elemente aus R sind wieder ganz algebraisch tiber Z.

Beweis. Seien «a, 8 € R ganz algebraisch iiber Z, und zwar « mit einer Ganzheitsrelation vom
Grad d und 8 mit einer vom Grad e. Dann ist wird der von « und § in R erzeugte Unterring
Z|a, 5] C R als abelsche Gruppe von den Monomen

o' B
mit 0 < i < dund 0 < j < e aufgespannt. Nach Korollar 16.18 sind alle Elemente von Z|a, ]
ganz algebraisch iiber Z. Dazu gehoren insbesondere oo + 3 und «f. O

Korollar 16.20. Sei R ein Unterring eines Kérpers. Die Menge
o ={a € R; « ganz algebraisch iber 7}

ist ein Unterring o C R.

Beweis. Das folgt sofort aus Korollar 16.19. O

Definition 16.21. Der Ring der ganzen algebraischen Zahlen im quadratischen Zahl-
korper K ist der Ring

oxg = {a € K ; a ganz algebraisch tiber Z}.

Proposition 16.22. Sei K ein quadratischer Zahlkérper. Es gilt o N Q = Z.

Beweis. Sei z = z/y € QN ok mit teilerfremden ganzen Zahlen x,y eine ganze algebraische
rationale Zahl. Sei P(X) = X%+ a1 X9 ' +... 4 aq_1X + ag eine Ganzheitsrelation fiir z. Dann
gilt

0= ydP(g) = 2% 4 y(ar2 4 agx® 2y + .. ¥ ag1xy?? 4 agytTh).
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Dabher teilt 3 | % und das ist fiir teilerfremde z,y nur mit y = £1 moglich. Somit liegt z = 2 /y
bereits in Z. O

Proposition 16.23. Sei K ein quadratischer Zahlkérper. Dann ist z € og genau dann,
wenn N(z) und tr(z) ganze Zahlen sind.

Beweis. Sei z € oy, ein ganz algebraisches Element, und sei P(X) = Xl X 4 ag 1 X+
aq eine Ganzheitsrelation fiir z. Weil die Koeflizienten in Z liegen, gilt

P()=P(z)=0=0

und Z ist auch ganz algebraisch iiber Z. Damit folgt aus Korollar 16.19, dak N(z) = 2z und
tr(z) = z + z ganz algebraisch sind und damit aus Z nach Proposition 16.22.

Sei nun umgekehrt ein z € K gegeben, dessen Norm und Spur aus Z sind. Dann folgt aus
Proposition 16.11, daft T? — tr(z)T + N(z) = 0 eine Ganzheitsrelation fiir z ist. O

Im folgenden Satz tritt der Fall d = 0 (mod 4) tritt nicht auf, weil d als quadratfrei ange-
nommen wird.

Satz 16.24. Sei K = Q(v/d) ein quadratischer Zahlkérper mit d € Z quadratfrei. Der Ring
der ganzen Zahlen in K besteht aus
o ZIVd = {a+b/d; a,becZ} falls d =2,3 (mod 4),
b Z[HT‘/Q] = {z+yVd; 22,2y, s +y€Z} fallsd=1 (mod 4).

Beweis. Wir wissen Vd € o bzw. # € ox bereits aus Beispiel 16.16 und daher mit Korol-

lar 16.20 auch, daR stets Z[v/d] bzw. Z[#] in ox enthalten sind. Es bleibt, die umgekehrte
Inklusion der dufsersten Mengen nachzuweisen.

Sei dazu z = x4+ yvd € og. Aus tr(z) = 2z und N(2) = 22 — dy? folgt mit Proposition 16.23,
daf 2r € Z und z? — dy? € Z. Damit folgt d(2y)? = (tr(z))? — 4N(z) € Z. Weil d quadratfrei
ist, darf 2y keinen Nenner haben, also 2y € Z.

Angenommen = = a/2 und y = b/2 mit a oder b ungerade. Dann folgt aus

a®> —db* =4N(2) =0 (mod 4),

dafl entweder beide a,b gerade oder beide ungerade sein miissen. Sonst: wenn a ungerade und
b gerade, dann ist 1 = a® — db®> = 0 (mod 4) ein Widerspruch. Wenn a gerade und b ungerade,
dann ist —d = a? — db?® = 0 (mod 4) ein Widerspruch. Der Fall a und b ungerade bedeutet

0=a’—db®>=1—d (mod 4)
und kann also nur bei d =1 (mod 4) auftreten. Das zeigt bereits alles. O

16.3. Ordnungen. Der Name Ordnung ist meiner Meinung nach ungliicklich gewéhlt aber Stan-
dard. Es geht nicht um eine Anordnung in irgendeinem Sinne.

Definition 16.25. Eine Ordnung im quadratischen Zahlkérper K ist ein Unterring o C K,
der

(1) als abelsche Gruppe endlich erzeugt ist,
(i)  und den Koérper K als Q-Vektorraum erzeugt.

Proposition 16.26. Sei K ein quadratischer Zahlkérper.

(1)  Der Ring der ganzen algebraischen Zahlen ox ist eine Ordnung von K.
(2) Jede Ordnung von K ist in ox enhalten.
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Beweis. (1) Sei K = Q(v/d) mit d € Z quadratfrei. Damit folgt die Aussage aus Satz 16.24,
denn mit
Vd falls d = 2,3 (mod 4),
W= 1+vd _
% fallsd=1 (mod 4).
erzeugen 1 und w den Ring ok als abelsche Gruppe. Eigenschaft (ii) ist trivial.

(2) Wenn o C K eine Ordnung ist, dann erfiillen alle @ € o das Kriterium aus Satz 16.17
beziiglich M = o. Daher sind alle Elemente aus o ganz algebraisch, folglich o C og. (]

Bemerkung 16.27. Man nennt ox wegen Proposition 16.26 auch die Maximalordnung von K.

Proposition 16.28. Sei d € Z quadratfrei und o eine Ordnung im quadratischen Zahlkérper
K = Q(Vd). Sei w wie im Beweis von Proposition 16.26. Dann gilt mit dem Index als
abelsche Gruppen ¢ = (0k : 0), dafs

0=%7Z+ c-Zw.

Beweis. Die Darstellung als u + vw mit u,v € Z ist fiir jedes Element von ox eindeutig. Die
Menge
I={veZ; esgibt u€Z mit u+vw € o0}
ist ein Ideal von Z.
Da o # Z gilt, folgt I # (0). Sei ¢ > 0 mit I = Zec. Sei t = b+ cw € 0 ein Zeuge fir ¢ € I.
Wegen 1 € o0 kénnen wir ¢ = cw, also b = 0 wahlen. Dann ist offensichtlich

Z+c-Zw C o,
und wir haben die umgekehrte Inklusion zu zeigen. Sei also z = u 4+ vw € 0 beliebig. Dann gibt
es per Konstruktion ein n € Z mit v = nc. Dann ist
z=u+ncw €Z+c-Lw.
Die Abbildung ox — Z/cZ definiert durch
u+vw v (mod c)

ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit Kern o. Dies zeigt ¢ = (0x : 0). O

Definition 16.29. Das eindeutige ¢ aus Proposition 16.28 nennt man Fiihrer (conductor)
der Ordnung o.

16.4. Spurform und Diskriminante. Wir gehen nun der Frage nach, wie grof die Maximal-
ordnung ox eines quadratischen Zahlkorpers in einem gewissen Sinne ist.

Definition 16.30. Sei K ein quadratischer Zahlkorper. Die Spurform auf K ist definiert
fiir x,y € K durch

T,y > trg (Ty).

Bemerkung 16.31. Sei K ein quadratischer Zahlkorper.

(1) Die Spurform ist eine symmetrische Bilinearform auf K aufgefafst als Q-Vektorraum. In
der Tat ist die Multiplikation (x,y) + zy bilinear und trg g eine Q-Linearform.

(2)  Sei o C K eine Ordnung. Die Spurform nimmt nach Proposition 16.23 auf o nur Werte in
Z an.

(3) Seien a, (3 eine Z-Basis von o, also 0 = Za + ZS. Dann hat die Gram’sche Matrix A der
Spurform beziiglich «, § eine Determinante det(A) € Z, die von der Wahl der Basis unab-
héngig ist. Wir nennen diese Gram’sche Determinante die Diskriminante der Ordnung

o tr(a?) tr(apB)
2= (0 W )



Elementare Zahlentheorie 165

In der Tat hat die Basiswechselmatrix S zu einer weiteren Basis Eintrdge in Z, genauso
wie die inverse Basiswechselmatrix S~!. Damit sind det(S) und det(S~!) ganzzahlig und
wegen

1 = det(E) = det(SS™!) = det(S) - det(S™1)

notwendigerweise det(S) = 1. Der Basiswechsel zur neuen Gram’schen Matrix liefert
S*AS mit Determinante

det(S'AS) = det(S") det(A) det(S) = det(S)* det(A) = det(A).

Definition 16.32. Die Diskriminante eines quadratischen Zahlkorpers K ist die Diskri-
minante
AK = AUK

der zugehorigen Maximalordnung.

Proposition 16.33. Sei d € Z quadratfrei. Dann ist die Diskriminante von K = Q(v/d)
gleich

d fallsd=1 (mod 4).

Insbesondere ist die Diskriminante stets = 0,1 (mod 4).

{4d fallsd#1 (mod 4)
Ag =

Beweis. Sei zunichst d # 1 (mod 4). Dann ist 1,v/d eine Z-Basis von ox und die diesbeziigliche
Gram’sche Matrix lautet
2 0
0 2d
mit Determinante A = 4d.
Falls d =1 (mod 4), dann ist eine Z-Basis von ox gegeben durch 1 und w = %. Damit ist
tr(w) = 1 und tr(w?) = tr(%m) = 114 Die Gram’sche Matrix lautet in diesem Fall

(150
1+d

15

mit Determinante A = d. O
Ein reell-quadratischer Zahlkoérper K hat zwei Einbettungen K < R, némlich neben der

Identitat auch noch z — z. Am besten benutzt man beide!

Definition 16.34. Der Minkowski-Raum eines quadratischen Zahlkorpers K ist der fol-
gende R-Vektorraum:

Ko — R xR falls K reell-quadratisch ist,
7 c falls K imaginér-quadratisch ist.

Dazu betrachten wir die Einbettung j : K < Kpg und ihre Einschrénkung j : ogx — Kpg
definiert durch die Identitat fiir imagindr-quadratische K und durch

i(z) = (2,2)

fiir reell-quadratische K.

Bemerkung 16.35. Der Minkowskiraum von K ist kanonisch isomorph zu K ®g R und tragt
damit sogar die Struktur einer R-Algebra. Es gilt

K 9o R = Q[X]/(X - d)) ©g R = R[X]/(X? - d) = K.
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ABBILDUNG 6. Der Fall reell-quadratischer Zahlkorper: ganze Zahlen als Gitter
im Minkowski-Raum R x R.
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(@)  Z[V—6] (b)  Z[HgH]

ABBILDUNG 7. Der imagindr-quadratische Fall: ganze Zahlen als Gitter im
Minkowski-Raum C.

Lemma 16.36. Sei K ein quadratischer Zahlkérper.

(1)  Das Bild einer Z-Basis von ok ist eine R-Basis von K.
(2) Seia,p eine Z-Basis von 0. Dann ist

Kr= | i(0) +{z=ti(e) +sj(B) ; 0<t,5 <1}
YEOK

eine disjunkte Uberdeckung.

Beweis. (1) Da Z-Bases sich um Matrixmultiplikation mit einer Matrix aus GL2(Z) unterschei-
den, ist es egal, fiir welche Basis wir die Aussage beweisen.
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Wir wéhlen eine Z-Basis o = 1,8 von ox. Dann ist 8 ¢ Q, also 8 # E Im imaginé&r-
quadratischen Fall bildet dies auf j(1) = 1 und j(8) ¢ R ab, weil in diesem Fall komplexe
Konjugation und Konjugation in K tbereinstimmen. Das ist dann eine R-Basis von Kg = C.

Wenn K reell-quadratisch ist, dann geht die Basis 1, 8 auf

=) ww=(%)

und das ist wieder eine R-Basis, weil g # E .
(2) folgt aus (1): in Koordinaten beziiglich der gegebenen Basis sieht j(ox) aus wie Z? C R?
und wir sprechen von der Parkettierung der Ebene durch die Translate des Einheitsquadrats. [

Der Minkowskiraum hat ein natiirliches Flachenmaf. Das Co-Volumen des Gitters j(ox) C
Kp ist das Volumen (hier: Fliche) des Quotienten Kg/j(ox).

Proposition 16.37. Sei K ein quadratischer Zahlkérper. Sei sk = 1, wenn K imagindr-
quadratisch und sonst sg = 0. Die Mazimalordnung hat als Gitter im Minkowskiraum das

Co-Volumen
vol(KRr/j(ok)) = 27°K - \/|Ag|.

Beweis. Nach Lemma 16.36 ist das gesuchte Volumen gleich dem Volumen der zu einer Z-Basis
a, 5 von o gehorenden Grundmasche (oder Fundamentalbereich)

{zj(a) +yj(B) ; 0< 2,y <1}
Daraus folgt mit der 2 x 2-Matrix mit Spalten j(«) und j(5)

|det a 8 ] K reell,
B

R(a) R(B)
S(a) 3(B)

Im imagindr-quadratischen Fall berechnen wir die Determinante genauer zu

Ra) R(B)\ _ o [ (@+@)/2 (B+5)2
o < S(a) S(8) ) - ( (a=@)/2 (8- 5)/2 )

= (@ +@)(B-B) - (a-E)B+B) = (@8 - ab)

s a p
=-2 det<a§>

Die Aussage folgt nun in beiden Féllen aus

a B\\2_ a @ a B _ o? + a2 aﬁ—kgiﬁ B
(det(a 5)) —det<ﬁ 5) det<& 5>_det<ﬁa+5\c/x 52+52>_AK,

denn das ist die Determinante der Spurform, berechnet zur Basis a, (. O

vol(KRr/j(ok)) = |det(j(), j(8))] =

|det >| K imaginar.

Bemerkung 16.38. Der Beweis von Proposition 16.37 zeigt nicht, daft Ak stets positiv ist, obwohl
die Rechnung zeigt, dafs Ag ein Quadrat ist. Der Ausdruck

a p
(5:det<& ,E)

ist in K und nicht rational! Fiir reell-quadratische K ist § € R, aber fiir imaginér-quadratische
K ist 6 € C\ R. Nichtsdestotrotz zeigt die Rechnung, daf stets

AK€K2
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die Diskrimante ein Quadrat im betrachteten Zahlkoérper wird. Das folgt allerdings auch aus der
expliziten Berechnung der Diskriminante von Q(v/d).

UBUNGSAUFGABEN ZU §16

Ubungsaufgabe 16.1. Zeigen Sie: v/2 /3 ist eine algebraische, aber keine ganz algebraische Zahl.

Ubungsaufgabe 16.2. Sei A =0 oder 1 (mod 4) und kein Quadrat in Z. Wir setzen a = %.

(1) Finden Sie eine Ganzheitsrelation fiir «.

(2) Sei 0 = Z[a] die von « erzeugte Ordnung in Q(v/A). Berechnen Sie die Diskriminante
von o beziiglich der Spurform.

Ubungsaufgabe 16.3 (Gitter im quadratischen Zahlkorper). Sei d € Z, quadratffrei d # 0, 1, und

sei K = (@(\/&) der zugehorige quadratischer Zahlkorper. Fiir y € K\ Q definieren wir das Gitter
(das wird ein Gitter im Minkowski-Raum KR)

My:=7Z+Zy={a+bylabeZ} CK,
und die Menge
R,={z e K |xM, C M,}.
Zeigen Sie, daf Ry ein Unterring des Ganzzahlrings ox von K ist.

Ubungsaufgabe 16.4. Sei K ein quadratischer Zahlkorper und o C K eine Ordnung.
(a)  Zeigen Sie, daf es ein eindeutiges A € Z gibt, so dafs A kein Quadrat in Z ist, A = 0,1

(mod 4) und

A+VA
2 ]
(b)  Bestimmen Sie den conductor von o anhand von A.

Ubungsaufgabe 16.5 (Der Ring Z[/—2]). Wir betrachten den Ring
Z[v—=2] :={a+bv/-2|a,beZ} CC.
(1) Zeigen Sie: Der Ring Z[y/—2] ist ein euklidischer Ring beziiglich der Normabbildung
N : Z[v=2] = Ny, N(a+bv/=2) := (a+bvV—2)(a — b\/=2) = a® + 2V? fiir a,b € Z

als euklidische Normfunktion.

(2) Bestimmen Sie in Z[\/—2] einen groften gemeinsamten Teiler d von z := 5 — 2y/=2 und
y:=1+4y-2.

(3) Vergleichen Sie N(d) mit ggT(N(z), N(y)) mit x, y und d aus (2). Warum stimmen sie
nicht iiberein, obwohl die Normabbildung N multiplikativ ist?

0o =17

Ubungsaufgabe 16.6 (Primzahlen der Form z? + 2y?).

(1) Sei ™ = a+ +/—2b ein Primelement in Z[/—2]. Zeigen Sie, dak es (genau) eine Primzahl
p gibt mit p | 7. Weiter gilt N(7) = p oder N(7) = p°.
(2) Sei p eine ungerade Primzahl. Zeigen sie die Aquivalenz folgender Aussagen:
(a) p ist kein Primelement von Z[y/—2].
(b) Es gibt ein Primelement 7 von Z[v/—2] mit N(7) = p.
(c) p =22 + 2y? hat eine Losung =,y € Z.
(d) p=1 oder 3 (mod B).
(3) Finden Sie eine Charakterisierung, wann eine natiirliche Zahl n der Form z? 4 2y? fiir
x,y € 7 ist.
(4) Zeigen Sie, dak es unendlich viele Primzahlen der Form p = x2 + 232 gibt.
Hinweis: Betrachten Sie N2 + 2.
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Ubungsaufgabe 16.7. Finden Sie die ganzzahligen Losungen der diophantischen Gleichung
2?42 =193
Hinweis: Ubungsaufgabe 16.5.

Ubungsaufgabe 16.8 (Primzahlen der Form 22 — 2y?). Sei p eine ungerade Primzahl. Ziel der
Aufgabe ist es zu zeigen, daf es unendlich viele Primzahlen der Form p = 22 — 2y? gibt. Dazu
finden wir zunéchst eine alternative Beschreibung solcher Primzahlen.
(1) Sei p eine Primzahl mit p = 22 — 2y? fiir x,y € Z. Dann gilt p = £1 (mod 8).
(2) Zeigen Sie die Riickrichtung von (a).
Hinweis: Schauen Sie sich dazu nochmal den Satz von Thue, Satz 4.33, und den Beweis
des Zwei-Quadrate-Satz, Theorem 4.39, an.
(3) Folgern Sie, daf es unendlich viele Primzahlen der Form p = 2% — 2y? gibt.
Hinweis: Hier diirfen Sie bereits gezeigte Aussagen tiber Primzahlen der Form +1+ 8k
benutzen, oder aber auch ein neues Argument a la Euklid finden, das auf N? —2 basiert.

Ubungsaufgabe 16.9 (Norm-Euklidische Ringe). Seien d kein Quadrat und K = Q(v/d). Es
bezeichne N die natiirliche Norm auf K. In dieser Aufgabe soll es darum gehen, wann Z[v/d]
euklidisch beziiglich N ist. Wir nennen diese Eigenschaft auch Norm-euklidisch.
(1) Sei d > 5 mit d = 1 mod 4. Zeigen Sie, dak der Ring Z[v/d] nicht Norm-euklidisch ist.
Hinweis: Zeigen Sie, daf Z[v/d] nicht faktoriell ist. Dazu iiberlegen Sie sich, daf 2

irreduzibel aber nicht prim ist.
(2) Zeigen Sie, daf Z[v/14] nicht Norm-euklidisch ist.?’
(3) Zeigen Sie, daR Z[(1 + v/—3)/2] Norm-euklidisch ist.
Ubungsaufgabe 16.10.
(1) Sei p eine Primzahl. Zeigen Sie, dak p = 22 4 3y? fiir z,y € Z genau dann, wenn p = 3,

oder p = 1 mod 3.
2) Folgern Sie, daff es unendlich viele Primzahlen der Form p = 22 + 3y? gibt.
( g p y' g

Hinweis: Mit der Primzerlegung in welchem Ganzzahlring sollte diese Aufgabe zu tun haben?

25 Hinweis: Tatsichlich ist Z[/14] aber euklidisch beziiglich einer anderen Normfunktion.
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17. GANZZAHLIGE BINARE QUADRATISCHE FORMEN

17.1. Binére quadratische Formen. Nachdem der Zwei-Quadrate-Satz uns beantwortet, wel-
che Primzahlen die Summe zweier Quadrate sind, wollen wir als Variante die Frage aufwerfen,
welche Primzahlen der Form x? + 2y? mit x,y € Z sind.

Definition 17.1. Eine binfre quadratische Form (oder quadratische Form in zwei
Variablen) mit Koeffizienten aus Z ist ein homogenes Polynom vom Grad 2 der Form
f(X,Y) =aX?+bXY + cY?
mit a, b, c € Z. Die zugehérige symmetrische Bilinearform auf Z?
Br(( 3 ) (4 )= st uyt o) = s - fluno)
= 2azu + b(zv + yu) + 2cyv
hat beziiglich der Standardbasis die Gram’sche Matrix

G(f) = ( 2ba 2bc)'

Die abelsche Gruppe (Addition von Polynomen) aller bindren Quadratischen Formen be-
zeichnen wir mit

QF(Z) := {aX? +bXY 4+ ¢cY? ; a,b,c € Z} ~ 73,

Bemerkung 17.2 (Polarisationsformel). Wir bekommen die quadratische Form aus der Bilinear-

o s =) (=5 (¥ ) e (¥)

zuriick. Die definierende Gleichung fiir By wird damit zur Polarisationsformel fiir By.

Bemerkung 17.3 (Funktionen auf P!(C)). Die obere Halbebene H = {z € C ; J(z) > 0} ist eine

Zusammenhangskomponente von
P}(C)\P'(R) = C\R = HU (—H).

Aus einer quadratischen Form f(X,Y) = aX? + bXY + c¢Y? € QF(Z) bekommen wir eine
Funktion

F:PYC)\P'R) —C
auf die folgende Weise. Die Homogenitat von f(X,Y’) bedeutet fiir alle z,y, A € C, daf

Fz, xy) = N f (2, y).
Damit ist fiir [z : y] € PY(C), [z :y] # [1: 0] der Wert

fz,y) x
F(lx:y]) = = f(—,1
(lz = yl) )2 ( " )
unabhéngig von der Wahl der homogenen Koordinaten und damit wohldefiniert. Der Fall [z :
y] = [1 : 0] entspricht dem Punkt co € P}(C), den wir aus dem Definitionsbereich ausgenommen

haben.
Sei K ein Korper. Wir erinnern an die Operation von GLg(K) auf P'(K) durch Mébiustrans-
formationen. Dabei operiert eine Matrix

(3

Az y] = [ax + By : vz + 0y).

auf [z : y] € P1(K) durch
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In der Beschreibung durch den Paramter ¢t = z/y € K U {oo} wird daraus

iiig t # oo und vt + 0 # 0,

00 t # oo und vt + 4§ =0,
& t =00 und v # 0,
00 t = oo und v = 0.

Aus dieser Beschreibung wird klar, daf eine reelle Matrix A € GLa(R) die Teilmenge P!(R) von
P!(C) in sich iiberfiihrt. Die Operation ist stetig in der iiblichen Topologie auf P*(C), so daf fiir
eine zusammenhingende Teilmenge U C P!(C) das Bild A.U wieder zusammenhingend ist. Die
Zusammenhangskomponenten H und —H des Komplements von P!(R) werden fiir A € GLa(R)
genau dann vertauscht, wenn dariiberhinaus det(A4) < 0 gilt.

Definition 17.4. Wir definieren eine Rechtsoperation von GLy(Z) auf QF(Z). Fir S =
( :f g > und f(X,Y) = aX? 4+ bXY + cY? setzen wir

fls(X,Y) :=det(S) - f(aX + BY,vX 4+ 6Z) =: AX? + BXY 4+ CY?,
wobei mit der Abkiirzung A = det(S) € Z* = {1} gilt:

A=A\ f(aay)a
B =\ (2aa8 + b(ad + ) + 2¢v9),
C=Ax-f(8,9).

Der Faktor det(S) = A ist eine Konvention (siche [Za81]).

Bemerkung 17.5. Dak wir eine Rechtsoperation definiert haben sieht man sofort, wenn man die
Transformation der Gram’schen betrachtet:

G(fls) = det(S) - S G(f)S, mﬂ5<§>zﬁﬁig>.

Also gilt fiir alle S,T € GLy(Z) und f € QF(Z):

fsr(X,Y) = det(ST) - %(ST ( i/( > )tG(f)ST < ;( )

— det(T) - ;(T( X )>t<det(5)_5tg(f)S>T< X )

—aei(r) (1 () i () = o)

Die Operation auf quadratischen Formen entspricht geometrisch der Operation auf Funktionen
auf HU —H, welche durch Translation mittels Mobiustransformationen gegeben ist, ergénzt um
den zusétzlichen Faktor det(95).

Notation 17.6. Die Aquivalenzrelation, welche durch die Bahnen der GLg(Z)-Operation auf
QF(Z) definiert wird, nennen wir dquivalent im weiteren Sinne (oder GLy-dquivalent) und
notieren sie durch

f~y
Wir nennen quadratische Formen eigentlich dquivalent (oder Aquivalent im engeren Sinne
oder SLy-Aquivalent) mit der Bezeichnung

fg,
wenn f = g|g mit dem Basiswechsel S aus
SLy(Z) = GLI (Z) = {A € GL2(Z) ; det(A) > 0}.
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Bemerkung 17.7. Sei F([z : y]) die quadratische Funktion auf H, die wir der quadratischen
Form f(X,Y) zugeordnet haben. Fiir welche [z : y] € C ist F([z : y]) = 07 Die zugehorige
homogene Gleichung f(z,y) = 0 auf (j) € C? ist die Vereinigung zweier Ursprungsgeraden, die

auch zusammenfallen kénnen. Dazu schreiben wir bei a # 0 die Gleichung f(x,y) = 0 als

b b? — dac
0= f(z,y) = a((:p + %9)2 - T?f)-

Die Losungen mit y = 0 haben dann z = 0, und ansonsten gibt es t = x/y gegeben durch

b= Vb2 — 4dac
- 2a '

Das Vorzeichen von b? —4ac bestimmt die Gestalt der Losungsmenge und ob die Geraden bereits
in R? als solche sichtbar sind. In homogenen Koordinaten auf P!*(C) sind die Nullstellen die zwei

Punkte
b+ Vb% — 4ac ]
_—:al,

t4+

2

welche rational, reell oder komplex sein kénnen, oder sogar zu einem Punkt zusammenfallen
kénnen.

Definition 17.8. Die Diskriminante einer ganzzahligen binare quadratische Form
f(X,Y) =aX?+bXY + cY?
ist
D = D(f) :=b* — 4ac.
Man beachte, daft D = —det(G(f)), und damit die Diskriminante von f das Negative der
Diskriminante der Bilinearform B} ist.

Bemerkung 17.9. Erlaubt man Koeffizienten aus Q(v/D), dann gilt

b D b—+vD
+‘Fy)(X+ VD
2a 2a

aX? +bXY 4+ cY? = a(X + Y).

Proposition 17.10. Aquivalente quadratische Formen haben die gleiche Diskriminante.

Beweis. Bis auf das Vorzeichen koénnen wir die Determinante der Gram’schen vergleichen. Jedes

S € GL2(Z) hat det(S) € Z*, also det(S)? = 1. Daher gilt
D(f|s) = — det(G(fls)) = — det(det(S) - S* G(f)S) = — det(S)* - det(S' G(£)S)
= —det(S)* - det(G(f)) = D(f). O

Proposition 17.11. Die Diskriminante kann die folgenden Werte annehmen.

(1)  Die Diskriminante einer ganzzahligen bindren quadratischen Form ist stets = 0 oder 1
(mod 4).

(2) SeiDeZ, D=0 oder1 (mod 4). Dann gibt es eine ganzzahlige bindre quadratische
Form f(X,Y) mit Diskriminante D(f) = D.

Beweis. (1) Die Diskriminante hat die Form D = b?> — 4ac und ist daher modulo 4 ein Quadrat.
Quadrate sind = 0 oder 1 (mod 4).
(2) Wir betrachten

X2 - Ly? falls D=0 (mod 4),

X,Y)=
f&Y) {X2—XY+14DY2 falls D=1 (mod 4).
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Man rechnet sofort nach, dafs D(f) = D gilt. O

Die Bilinearform By zu f € QF(Z) kann man als symmetrische Bilinearform auf R? auffas-
sen, wenn man reelle Werte fiir X und Y erlaubt. Wir wollen nun die Signatur dieser reellen
Bilinearform bestimmen.

Proposition 17.12. Sei f(X,Y) = aX?+bXY +cY? eine quadratische Form mit Diskri-
minante D # 0. Die zugehdrige Bilinearform By hat als reelle symmetrische Bilinearform
e Signatur (2,0), wenn D <0 und a > 0, d.h. By ist positiv definit;
e Signatur (0,2), wenn D <0 und a <0, d.h. By ist negativ definit;
e Signatur (1,1), wenn D > 0, d.h. By ist indefinit.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus dem Hauptminorenkriterium angewandt auf die Gram’sche
Matrix G(f), wenn man das Vorzeichen in D = —det G(f) beachtet und bemerkt, daf 2a der
erste Hauptminor ist. O

Diese reelle Beobachtung fiihrt zu folgender Definition.

Definition 17.13. Sei f eine ganzzahlige bindre quadratische Form. Wir nennen f positiv
definit, wenn By positiv definit ist, wir nennen f negativ definit, wenn B negativ definit
ist, und wir nennen f indefinit, wenn B indefinit ist

Proposition 17.14. Sei f(X,Y) = aX? +bXY +cY? € QF(Z) mit Diskriminante D # 0.
(1)  f ist positiv definit <= D < 0 und f(x,y) > 0 fir alle (0,0) # (z,y) € Z2.

(2) f ist negativ definit <= D < 0 und f(z,y) <0 fiir alle (0,0) # (z,y) € Z*.

(3) f ist indefinit <= f nimmt auf Z? positive und negative Werte an.

Beweis. Die Aussagen ,,=" folgen trivialerweise aus Proposition 17.12 und der Definition.

(1) Wir nehmen nun an, daf D < 0 und f auf Z? nur Werte > 0 annimmt. Durch Skalieren
nimmt dann f auf Q? ebenfalls nur Werte > 0 an. Weil Q in R dicht liegt, nimmt f auch auch
R? nur nichtnegative Werte an. Der Wert 0 kann nicht nichttrivial angenommen werden, weil
sonst die Form ausgeartet wire und D = 0. Also ist By positiv definit. Dies zeigt (1), und (2)
geht genauso.

(3) Eine indefinite und nicht-ausgeartete (D # 0) Form nimmt auf R? jeden Wert aus R an.
Weil Q in R dicht ist und f stetig ist, liegen die Werte auf Q? dicht in den Werten auf R?. Durch
Skalieren erreicht man Argumente aus Z?, ohne das Vorzeichen der Werte zu dndern. O

Korollar 17.15. Seien f,g € QF(Z) zwei GLo(Z)-dquivalente quadratische Formen mit

f=gls fir S € GLa(Z). Dann gilt
(1)
B gt st e = {g zist positi? deﬁmf und det(S) > 0,
g ist negativ definit und det(S) < 0.

und entsprechend
7 0 ety @ = g ist negativ definit und det(S) > 0,
I g ist positiv definit und det(S) < 0.

(2) f indefinit <= g indefinit.

Beweis. Das folgt sofort aus G(f) = det(S) - S'G(g)S. O
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17.2. Aquivalenzklassen quadratischer Formen. Wir sind an einer Klassifikation quadrati-
scher Formen bis auf SLa-Aquivalenz interessiert. Die Diskriminante ist eine Invariante sogar der
GL2(Z)-Operation. Damit konnen wir die Klassifikationsfrage nach dem Wert der Diskriminante
aufteilen.

Proposition 17.16. Jede ganzzahlige bindre quadratische Form f(X,Y) mit Diskriminante
D ist SLo-dquivalent zu einer quadratischen Form mit den folgenden Eigenschaften:

(1)  Wenn D kein Quadrat in Z ist, dann gilt f(X,Y) L aX? + bXY + Y2 mit:
lc| = |a] = [b].
(2) Wenn D =m? m >0 ein Quadrat ist, dann gilt f(X,Y) L AmXY + cY? mit
m > c¢ > 0.
(8) Wenn D =0 ist, dann gilt f(X,Y) L dX? fir ein d € Z.

Beweis. Wir nehmen zunéchst ohne Einschrinkung an, daf f(X,Y) = aX2+bXY +cY? in seiner
SLo-Aquivalenzklasse das Minimum von |a| realisiert. Wenn |a| = 0 gilt, dann ist D = b? — 4ac
ein Quadrat.

Wir zeigen nun Aussage (1). Hier muf |a| > 0 sein, denn D ist kein Quadrat. Der Basiswechsel

mit T,, = < 1 ? ) liefert die quadratische Form

flr, (X, Y) =a(X +nY)2 + b(X +nY)Y +cY? = aX? + (2an + b)) XY + (an® 4+ bn + ¢)Y2.

Dadurch kénnen wir b in ein beliebiges Intervall der Lange 2|a| verschieben. Wir wéhlen n so,
dak —|a| < b < |a| und erhalten |a| > |b].

Basiswechsel mit S = 1 1 liefert

fls(X,Y) = f(=Y,X) = ¢X? = bXY + aX?,

so dak aus der angenommenen Minimalitét von |a| folgt, daf |c| > |a| gilt. Dies zeigt (1).
Wir zeigen nun Aussage (2). Wenn D = m? ein Quadrat ist, dann folgt aus Bemerkung 17.9

b+m b—m

JELY) = a(X + =2 (X + = =Y).

Insbesondere hat f eine rationale Nullstelle. Durch Skalieren finden wir teilerfremde o,y € Z
mit f(«,y) = 0. Nach dem Lemma von Bézout kénnen wir 3,4 € Z finden mit

M= (j g)eng(Z),

und nach der Formel aus Definition 17.4 folgt
flm(X,Y)=BXY 4+ CY2.

Insbesondere ist das Minimale |a| gleich 0. Ohne Einschrinkung ist also f(X,Y) = bXY +cY2.
Der Vergleich der Diskriminanten zeigt b = +=m. Der Basiswechsel mit 7}, wie in (1) liefert nun

flr, (X, Y) = +m(X + nY)Y +cY? = +mXY + (¢ £ mn)Y?2

Dies verschiebt ¢ in jedes beliebige Intervall der Lange m. Mit der richtigen Wahl von n wird
daher m > ¢ > 0. Dies zeigt (2).
Wir zeigen nun Aussage (3). Sei also D = 0 und demnach b? = 4ac. Sei d = ggT(a, c) und

a=dd und c=dc.
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Dann ist (2d)? | b?, also /¢’ = (b/2d)? eine Quadratzahl. Bis auf (das gleiche) Voreichen, und
das konnen wir d zuschlagen, ist also ¢/ = o und ¢ = % mit teilerfremden o, f € Z. Wie in
(2) ersetzt ein geeigneter Basiswechsel X durch aX + Y und

FX,Y) =d(aX + pY)? L dX2, O

Bemerkung 17.17. Der Beweis zu Proposition 17.16 (1) liefert bei genauerer Betrachtung bereits

einen Algorithmus, um einen Repréasentanten mit den geforderten Ungleichungen der Koeffizi-

enten zu bestimmen.

Sei f(X,Y)=aX?+bXY + cY?2 Dann:

(1)  Ersetze (a,b,c) durch (a,b+ 2an,c + bn + an?), wobei n so gewihlt wird, daR |b + 2an|
minimal wird.

(2) Ist nun |c| > |a|? Bei ja gehe zu (3), bei nein gehe zu (4)

(3) STOP: es gilt |¢| > |a] > |b].

(4)  Ersetze (a,b,c) durch (¢, —b,a) und gehe zuriick zu (1).

Der Algorithmus terminiert, weil |a| bei jedem Durchlauf kleiner wird und nur endlich viele

kleinere Werte annehmen kann.

Satz 17.18. Sei D € Z, D # 0. Es gibt nur endlich viele verschiedene Aquivalenzklassen
ganzzahliger bindrer quadratischer Formen mit Diskriminante D.

Beweis. Wenn D = m?, m > 0, ein Quadrat ist, folgt dies sofort aus Proposition 17.16 (2), denn
es kommen nur die Aquivalenzklassen zu den dort angegebenen 2m Formen +mXY + ¢Y? mit
m > ¢ > 0 in Frage.

Wenn D kein Quadrat ist, reicht es ebenfalls nach Proposition 17.16 (1) aus, |a| zu beschréan-
ken. Denn dann ist |b| beschrénkt und ¢ beschrénkt als ¢ = 1’24%13, denn es gilt dann stets a # 0.
Es gilt wegen |¢| > |a| > |b):

|D| = |b? — dac| > |dac| — b* > 4a® — a® = 3a°.
Also ist |a| < \/|D|/3 beschréankt. O

Jetzt wollen wir QF(Z) noch feiner nach Invarianten der SLo-Operation aufteilen. Dazu defi-
nieren wir den Inhalt einer quadratischen Form.

Definition 17.19. Der Inhalt einer quadratischen Form f(X,Y) = aX? + bXY, cY? ist

ggT(f) := ggT(a, b, c).
Eine quadratische Form heifst primitiv, wenn sie Inhalt 1 hat. Jede quadratische Form ist
Vielfaches einer primitiven quadratischen Form.

Proposition 17.20. Der Inhalt einer quadratischen Form ist eine Invariante der GLo-
Aquivalenz.

Beweis. Sei f(X,Y) = aX?+bXY +cY? und g(X,Y) = f|s(X,Y) = AX? + BXY + CY2
Dann zeigen die Formeln fiir A, B, C' aus der Definition der Substitutionsoperation, dafs

ggT(a,b,c) | A, B und C.

Daher ist ggT(f) | ggT(g) und die Behauptung folgt daraus zusammen mit der symmetrischen
Aussage ggT(g) | ggT(f). O

Bemerkung 17.21. (1)  Die Klassifikation der SLo-Aquivalenzklassen binérer ganzzahliger qua-
dratischer Formen bendétigt zunédchst eine Klassifikation der primitiven Formen mit gege-
bener

e Diskriminante D,
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e Definitheit (positiv, negativ oder indefinit),
Dabei gibt es nur die Fille
(1) D < 0, primitiv und positiv definit,
(2) D < 0, primitiv und negativ definit,
(3) D > 0, primitv und indefinit.
Die Fille (1) und (2) werden durch Multiplikation mit —1 vertauscht, und die Klassifikation
iibertragt sich entsprechend.

(2) Die Formen mit Inhalt » > 1 und Diskriminante D ergeben sich aus den primitven Formen
mit Diskriminante D/r? durch Skalieren mit 7.

(3) Ist manan GLs-Aquivalenzklassen interessiert, so kann zwischen positiv und negativ definit
nicht mehr unterschieden werden, denn jedes S € GL2(Z) mit det(S) < 0 vertauscht diese.
Definite Formen bis auf GLy-Aquivalenz entsprechen daher positiven Formen bis auf SLy-
Aquivalenz.

(4)  Bei indefiniten Formen kommt es darauf an, ob der Stabilisator einer Form ein Element S
mit det(S) < 0 besitzt.

Definition 17.22. Die Klassenzahl h(D) einer Diskriminante D # 0 ist die Anzahl der
SLy-Aquivalenzklassen primitiver, positiv definiter, ganzzahliger binirer quadratischer
Formen mit Diskriminante D.

Die Klassenzahl im weiteren Sinne hy(D) einer Diskriminante D # 0 ist die An-
zahl der GLy-Aquivalenzklassen primitiver ganzzahliger binirer quadratischer Formen mit
Diskriminante D.

Bemerkung 17.23. (1) Die Klassenzahl h(D) ist endlich nach Satz 17.18. Um die Klassenzahl
genau bestimmen zu kénnen, benétigen wir eine Liste, die zu jeder Aquivalenzklasse genau
einen Vertreter enthalt.

(2) Fir D <0 gilt h(D) = ho(D). Fir D > 0 gilt

ho(D) =h(D) oder ho(D)= =h(D).

Satz 17.24 (Reduktionssatz von Lagrange 1773). Jede positive definite ganzzahlige bindre
quadratische Form ist SLo-dquivalent zu genau einer quadratischen Form aX?+bXY +cY?
mit

c>a>b>—-a oder c=a>b>0.
Quadratische Formen mit diesen Bedingungen an die Koeffizienten heiflen reduzierte qua-
dratische Formen.

Beweis. Eine positiv definite quadratische Form hat Diskrimante D < 0 nach Proposition 17.14.
Daher ist D kein Quadrat und der Beweis von Proposition 17.16 stellt in der gegebenen Aqui-
valenzklasse eine Form f(X,Y) = aX? + bXY + cY? mit

el 2 [a] = [b] > —lal
bereit. Es ist genauer a = f(1,0) > 0 und ¢ = f(0,1) > 0, und damit
c>a>b> —a.
Im Fall ¢ = a miissen wir noch die Werte 0 > b > —a diskutieren. Der Basiswechsel mit
S = < 1 1 ) liefert bei a = ¢

fls(X,Y) = f(=Y,X) = cX? = bXY + aX? = aX? — bXY +cY?,

so daR wir annehmen diirfen, daf b > 0 gilt. Damit haben wir gezeigt, daf jede SLy-Aquivalenz-
klasse eine reduzierte quadratische Form enthélt.
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Wir zeigen nun die Eindeutigkeit des reduzierten Vertreters in jeder Aquivalenzklasse. Der
Koefhizient a wird durch das folgende Lemma bestimmt, denn der minimale positive Wert ist
eine Invariante der SLa-Aquivalenzklasse.

Lemma 17.25. Sei f(X,Y) = aX?4+bXY +cY? eine reduzierte positiv definite quadratische
Form. Dann st

a=min{f(z,y) ; =,y € Z,(z,y) # (0,0)}
und dieses Minimum wird genau in
(£1,0) falls c > a
(z,y) = < (£1,0) und (0,£1) fallsc=a>Db
(£1,0),£(1,-1) und (0,£1) fallsc=a=0

angenommen.

Beweis. Es gilt fir alle z,y € Z, (z,y) # (0,0)

Iyl

242 2 a

f@,y) = az® + bay + ey > a(a® — |2yl +y*) = a((2] = )" + ) > @
denn der Ausdruck in der Klammer ist positiv und ganzzahlig.
Das Minimum wird angenommen bei (|| — |—g|)2 +3]y[? = 1. Dazu mub |y| < 1 und |z| < 3/2

sein, und ein Durchprobieren der Félle liefert die Werte
(z,y) = (£1,0), (£1,£1) und (0, £1).
An diesen Stellen nimmt f die Werte a, a + b+ ¢ sowie ¢ an. Dies liefert die Behauptung. [

Als néchstes vergleichen wir, wie oft der kleinste Wert a angenommen wird.

e Wird a sechsmal angenommen, dann gilt a = b = ¢ und f(X,Y) = a(X? + XY + Y?)
ist die einzige solche reduzierte Form.

e Wird a viermal angenommen, dann gilt a = ¢ und b bestimmt sich als die nichtnegative
Wurzel von D +4ac. Die Form f ist damit auch unter den reduzierten Formen eindeutig
bestimmt.

o Als letztes diskutieren wir den Fall, da a nur zweimal angenommen wird. Sei g(X,Y) =
uX? + vXY + wY? eine weitere reduzierte Form, die SLo-dquivalent ist zu f. Dann
gilt durch Vergleich der zwei kleinsten Werte # 0 bereits a = u. Auferdem muf die
Matrix S € SLa(Z) mit g = f|g die Stellen, an denen das Minimum a angenommen wird
aufeinander abbilden. Daher gilt

1 n
soe(10).
Die Substitution liefert dann
uX? + XY +wY? = aX? + (2an + b) XY + (an® + bn + ¢)Y?,

somit v = a, v = 2an + b und w = (an? + bn + c). Weil v und b beide im Intervall
(—a,a] liegen, folgt n = 0 und v = b, sowie w = c¢. Dies zeigt auch in diesem Fall die
Eindeutigkeit des reduzierten Vertreters.

Damit ist der Beweis des Reduktionssatzes von Lagrange gefiihrt. ([

Korollar 17.26. Sei D < 0. Die Klassenzahl h(D) ist die Anzahl der teilerfremden Tripel
(a,b,c) mit

-D v’ — D
—>a>|bl, und c= .
3 4a
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Beweis. Das folgt sofort aus Satz 17.24 und der a priori Abschiatzung der Koeffizienten aus
Satz 17.18. U
17.3. Werte quadratischer Formen.

Definition 17.27. Eine quadratische Form f(X,Y") stellt m € Z dar, wenn es z,y € 7Z gibt

mit f(x,y) = m. Wir sagen, dal m primitiv von f dargestellt wird, wenn ggT(z,y) = 1
ist.

Lemma 17.28. Seien f,g € QF(Z). Wenn f ~ g gilt, dann stellen f und g die gleichen
m € 7Z dar. Zusatz: Das gleiche gilt fiir die Zahlen die primitv dargestellt werden.

Beweis. Sei S € GLg(Z) mit f|s = g, und sei m € Z eine Zahl die von f dargestellt wird. Dann
gibt es x,y € Z mit f(x,y) = m. Mit < Z > = S( z > folgt

g(u,v>=f|s<u,v>=;("; >StG(f)S< v ) =;< ¥ )G(f) ( ’ ) — fzy) =m.

Der Umkehrugn folgt aufgrund der Symmetrie der Aussage.
Der Zusatz folgt aus der Beobachtung, daf unter einem Basiswechsel aus GL2(Z) der ggT der
Komponenten eines Vektors erhalten bleiben. O

Lemma 17.29. Se: f(X,Y) € QF(Z). Eine Zahl m € Z wird genau dann primitiv von f
dargestellt, wenn
f~mX?+bXY +cY?

fiir geeignete b, c € Z.

Beweis. Sei m = f(«, 8) mit teilerfremden «, 8. Nach dem Lemma von Bézout gibt es 7,0 € Z,
so dafs
(B
S_<’Y 6>€GL2(Z).

Der zu S inverse Basiswechsel bildet ( g ) auf < (1) > ab. Eine zu f dhnliche quadratische

Form stellt m daher als Wert bei (1,0) dar. Das ist nichts anderes als der Koeffizient von X2.
Die Umkehrung folgt aus Lemma 17.28, weil mX?2 + bXY + cY? mittels (1,0) den Wert m
primitiv darstellt. O

Proposition 17.30. Sei D € Z. FEine ungerade Zahl m € Z wird genau dann primitiv von
einem f € QF(Z) von Diskriminante D dargestellt, wenn D ein Quadrat modulo m ist.

Beweis. Angenommen m wird primitiv von f(X,Y") dargestellt. Weil die Diskriminante sich bei
Basiswechsel nicht éndert, diirfen wir nach Lemma 17.29 annehmen, daR f(X,Y) = mX? +
bXY + ¢Y?. Dann ist

D=0 —4mec=0b> (mod m)
ein Quadrat modulo m.
Sei nun umgekehrt D ein Quadrat modulo m. Es gibt daher b € Z mit D = b (mod m). Weil
m ungerade ist, konnen wir annehmen, dalt D = b (mod 2), indem wir notfalls b durch b + m

ersetzen. Weil D eine Diskriminante ist, gilt D = 0,1 (mod 4), und als Quadrat ebenso b* = 0, 1
(mod 4). Wir schliefen, daf sogar

D =0b* (mod 4m)
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gilt. Damit gibt es ¢ € Z mit D = b?> — 4mec. Es folgt, dak die quadratische Form

f(X,Y) =mX? +bXY +cY?
Diskriminante D hat und dariiberhinaus m als f(1,0) darstellt. O

Theorem 17.31. Eine ungerade Primzahl p ist von der Form x? + 2y* mit x,y € Z genau
dann, wenn (‘72) =1, d.h. wenn p=1,3 (mod 8).

Beweis. Die Diskriminante von X? 4 2Y? ist D = —8. Angenommen p wird von einer qua-
dratischen Form f(X,Y’) von Diskriminante —8 dargestellt, dann wird p automatisch primitiv
dargestellt, denn fiir a, 8 € Z mit p = f(«, ) folgt

geT(a, B)* | f(a, B) = p,
so dak o und S teilerfremd sind.
Nach Proposition 17.30 wird p von einer quadratischen Form von Diskriminante —8 genau
dann dargestellt, wenn —8 ein Quadrat modulo p ist, also wenn

=()-() -

Dies sind genau die Fille p = 1,3 (mod 8).

Die Bedingung des Theorems besagt also, dak p von irgendeiner quadratischen Form von Dis-
kriminante —8 dargestellt werden kann. Es reicht daher nun zu zeigen, da® es bis auf Aquivalenz
nur genau eine solche Form gibt, denn nach Lemma 17.28 stellen dquivalente Formen die gleichen
Werte dar.

Berechnen wir also die Klassenzahl h(—8) mittels Satz 17.24 und vor allem Korollar 17.26
(Weil p ein Wert ist und D = —8 < 0 gilt, handelt es sich um positiv definite quadratische
Formen). Weil mit der dortigen Notation

[—D

kommt nur @ = 1 und b = 1 oder 0 in Frage. Weil ¥ = D = 0 (mod 4), haben wir b = 0 und
c = —D/4a = 2. Damit ist X?+2Y? die einzige reduzierte quadratische Form mit Diskriminante
—8. Es gilt A(—8) = 1 und dies beendet den Beweis. O
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18. DIE PELL-GLEICHUNG UND KETTENBRUCHE
18.1. Die Pell-Gleichung.

Definition 18.1. Unter der Pell-Gleichung verstehen wir fiir ein ganzzahliges d > 0 die
diophantische Gleichung
X?—-dvy?=1.
Bei einer ,,diophantischen Gleichung* werden nur Losungen in Z gesucht.
Manchmal wird auch die verwandte Gleichung

X2 —dy?=-1
oder sogar X2 — dY? = +4 als Pell-Gleichung bezeichnet.
Bemerkung 18.2. Wenn d = e? ein Quadrat ist, dann sucht die Pell-Gleichung nach zwei Qua-

draten a? und (eb)? mit Abstand 1. Das geht genau fiir a = £1 und b = 0.
Wir nehmen daher im Folgenden an, daft d € N kein Quadrat ist.

Bemerkung 18.3. Ganzzahlige Losungen der Pell-Gleichung beschreibt man am besten {iber das

Element
z=a+bVdeZ|Vd,
mittels dessen die Pell-Gleichung die Form einer Normgleichung

N(z)=a*—db* =1
annimmt. Fiir eine Losung z = a + bv/d der Normgleichung ist
ZT=a—-b/d=N(2)/z=2""

das Inverse auch in Z[v/d]. Somit ist z eine Einheit in Z[v/d]. Genauer entsprechen Lésungen
(a,b) der Pell-Gleichung als z = a + bv/d eindeutig den Einheiten von Z[v/d] mit Norm 1.

Proposition 18.4. Sei d > 0 kein Quadrat. Jede Lisung (a,b) € Z* mit a,b > 0 der
Pell-Gleichung X% — dY? =1 erfillt:

(1) Es sind a und b teilerfremd, und

(2)  der gekiirzte Bruch ¢ ist ein Niherungsbruch der Kettenbruchentwicklung von V.

Beweis. (1) Der ggT von a, b teilt a® — db? = 1. Fiir Aussage (2) rechnen wir

2 2
- - 1
“a_ i b/d a® —db >0
b b bla+bvd)  bla+bVd)

Um mit Satz 8.26 (3) schliefen zu konnen, miissen wir § — Vid < ﬁ zeigen.

a 1 1 1 a+bv/d a
¢ V< = S S . 9 o 4TOVE 2 od<2_ Vi
; f<2b2 — b(a+b\/&)<2b2 =2 —— = \f<b Vd

Nun ist die rechte Seite positiv, wihrend die linke Seite negativ ist. U

18.2. Periodische Kettenbriiche. Jetzt wissen wir, wo wir nach Losungen der Pell-Gleichung
suchen miissen und daf wir die Kettenbruchentwicklung von v/d verstehen miissen.

Definition 18.5. Ein periodischer Kettenbruch ist ein Kettenbruch

[ao,al, oo .],

so dafs es ein r > 0 und ng gibt, so daf fiir alle n > ng gilt: a4, = a,. Wir schreiben dies

[a07a17 <oy Qngy - 7an0+7’—1]'
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Ein sofort periodischer Kettenbruch ist ein periodischer Kettenbruch der Form
[@o, a1, -, an).

Beispiel 18.6. Der Kettenbruch des goldenen Schnitts ist sofort periodisch:

1+2‘/5 11, ] = .

Satz 18.7 (Euler, Lagrange). Sei x € R. Dann sind dquivalent:

(a)  Die Zahl x hat eine periodische Kettenbruchentwicklung.

(b)  Die Zahl x ist eine quadratische irrationale Zahl, d.h., x ¢ Q liegt in einem reell-
quadratischen Zahlkéorper.

Beweis. (a) = (b): Sei x eine reelle Zahl mit periodischer Kettenbruchentwicklung. Wenn
x = [a,y] = a+ % mit a € Z, dann erzeugen x und y in C den gleichen Unterkérper. Damit
ist & quadratisch irrational genau dann, wenn y dies ist. Wir diirfen also ohne Einschriankung
annehmen, dafs
x = [ag, ar, - -, an)
sofort periodisch ist. Dann gilt mit der Standardnotation M,, = < Z " Z n-l )
n n—1

- DnT + Pn—1
x = [ag, a1, .-, an| = [ao, a1, ..., an,z] = Mp(z) = ————.
GnT + gn—1

Daraus wird die quadratische Relation

(g + n-1) = PnT + Pn—1.
Diese ist nichttrivial, weil g, # 0.
(b) = (a): Sei x quadratisch irrational. Dann gibt es a,b, ¢ € Z, nicht alle 0, mit

az? + bz +c=0,
also eine quadratische Form f(X,Y) = aX? + bXY 4+ cY? mit

f(z,1) = 0.
Die Diskriminante D = D(f) = b*> — 4ac muf D > 0 sein, damit die Nullstelle z reell aber nicht
rational ist. Die Kettenbruchentwicklung mit Restgliedern sei

_ _ PnTp+1 + Pn—1
T = [G/O, ai, ... 7any$n+1] - -
AnTn+1 + gn—1

Wir erinnern uns, daf det(M,) = (—1)"*! gilt. Die quadratische Form f,(X,Y) := f|u, (X,Y)
hat dann (z,41,1) als Nullstelle, denn

(_1)n+1fn(xn+17 1) = f(pna7n+1 + Pn—1, @nTn+1 + Qn—l)

PnT + Pn—1 )
AT + Gt ) = (@nTnt1 + qu1)"f(z,1)

Wir zeigen, dal die quadratischen Formen f,, nur aus einem endlichen Vorrat stammen kénnen
und sich daher wiederholen miissen. Dann aber wiederholen sich auch die Nullstellen in der
Form (z,41,1) und damit die Restglieder x,1. Sobald dies das erste Mal passiert, wird die
Kettenbruchentwicklung periodisch.

Alle quadratischen Formen (—1)"T!f,(X,Y) = a, X% + b, XY + ¢,Y? sind dquivalent und
haben die gleiche Diskriminante D. Der Basiswechsel bedeutet konkret fiir die Koeffizienten

= (ann—i-l + Qn—1)2f(

ap = f(Pm Qn)v
Cp = f(pn—la Qn—l) = anp—1-
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Aufserdem wissen wir, dafs es ein 6,, € R mit |§],, < 1 gibt mit

DPn on
xr =

an g2

Mit F(X) = aX? + bX + c kénnen wir per Taylorentwicklung um z die Abschitzung

0.
janl = [F(22) - 2| = |[F(@+ 22| - ¢
dn dn
 F@) + Fl(e)- 2 4 L) (O g2
B @ 2 g2
52
= |(2am+b)-5n+a~q—g\ < |2azx + b| + |al.
n

erreichen. Damit ist |a,| nur in Abhéngigkeit der Anfangsdaten a, b,z beschrénkt. Dieselbe
Abschiitzung gilt demnach fiir ¢, = a,_1. Aus b2 = D + 4a,c, folgt eine obere Schranke fiir |by,|
uniform in n. Insgesamt folgt damit, daft nur endlich viele a, b,, ¢, vorkommen. Dies zeigt wie
bereits erwahnt die Behauptung. (]

Lemma 18.8. Wenn x € R einen sofort periodischen Kettenbruch hat, dann ist x > 1.

Beweis. Aus x = [ag, a1, - - -, ap) folgt
x = [ag, a1, -- -, an) = [ag, a1, ..., an, z|.
Damit ist « das n 4 1-te Restglied der Kettenbruchentwicklung von z, also
T () = .

Weil T nur Werte > 1 annimmt, folgt x > 1. O

a
Cc

QL

Lemma 18.9. Sei R ein Ring. Fir jede Matrix < ) € GLa(R) gilt:

e D0 27 =((8 = )=asl(2 2)(c O

S]

Beweis. Das rechnet man sofort nach. O
Lemma 18.10. Sei x = [ag, a1, - .-, an) ein sofort periodischer Kettenbruch. Dann ist
Yy = [Gn, Gn_1,---,a0]
gegeben durch y = —1/Z, wobei T das konjugierte Element im von x in C erzeugten reell-
quadratischen Zahlkérper bezeichnet.

Beweis. Aus x = [ag, a1,---,0n) = [ap,a1,. .., an, ] folgt wie iiblich mit

M:(“lo é)(“ll é)(“ln é)eGLQ(Z),
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daf z ein Fixpunkt z = M (x) der von M vermittelten Mobiustransformation ist. Analog folgt
mit der transponierten Matrix

o (2 (3 3(5 1))
(5 ) (33

die Gleichung

Wegen

(-

folgt (mit dem Produkt in der aufsteigenden Reihenfolge der Indizes)

Mf(—l):Mt( ! >(az):Mt< - )M(m)

(i1 (D)) e

— M (ﬁ_ ( “ >1> (_%) (Lemma 18.9)

(7 )=t

(Letzteres wegen ( “ a ) (z) = %€ = 2z fiir alle a # 0 und z.) Die Fixpunktgleichung

a
a b
< e d ) (2) ==z
einer Md&biustransformation ist die quadratische Gleichung

z(cz+d) =az+b.
Somit gilt entweder y = —%, dies widerspricht > 1 und y > 1 geméf Lemma 18.8, oder eben

y=—1/z=-1/z. O

Satz 18.11 (Galois). Ein x € R hat eine sofort periodische Kettenbruchentwicklung genau
dann, wenn x in einem reell-quadratischen Zahlképer liegt, x ¢ Q und

z>1 wund —-1<7Z<0.

Beweis. Sei x > 1 eine quadratisch irrationale Zahl mit —1 < z < 0. Satz 18.7 besagt, daft x
eine periodische Kettenbruchentwicklung hat. Das bedeutet, dafs die Restglieder
xy =T"(z)
in
x = ag,a1,...,0n_1,Ty]
sich wiederholen: es gibt r > 0 und ng, so daf fiir alle n > ng gilt
T (2) = T"(x).
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Wir miissen zeigen, daf wir hier 7" kiirzen kénnen. Denn dann gilt x = T"(z), und wegen
x = ag,a1,...,ar—1, 2]
hat z eine sofort periodische Kettenbruchentwicklung.
Aus z > 1 und —1 < z < 0 folgt (sowieso)
T(x)>1

und T — |z] < —1, somit
1
1< ———<0.
z — |z
Damit vererben sich die Bedingungen x > 1 und —1 < z < 0 auf T'(z). Per Induktion ist fiir
allen >0

zp,>1 und —-1<7,<0.
Wenn y,z > 1 und —1 < ¢,z < 0, dann folgt aus T'(y) = T'(z), dak

y—lyl =1/T(y) =1/T(z) =z — |z].
Daraus folgt
y—z=lyl - =] €Z,

aber auch —1 < § — zZ < 1. Ergo 4y = z und damit auch z = y. Wir kénnen also T ‘kiirzen’, und
das beendet den Nachweis der sofortigen Periodizitét.

Wir beweisen nun die umgekehrte Richtung. Sei « = [ag, ag, - - -, G, sofort periodisch. Dann ist
x > 1 nach Lemma 18.8. Aufierdem hat nach Lemma 18.10 auch —1/Z einen sofort periodischen
Kettenbruch, somit wieder nach Lemma 18.8

—1/z > 1.

Das iibersetzt sofort in —1 < Z < 0. O

Korollar 18.12. Sei d > 0 kein Quadrat. Sei ag = [\/d|. Dann hat x = ag+/d eine sofort
periodische Kettenbruchentwicklung

a0+ﬂ:[2a0,a1,...,an]

und
\/;1 = [ao,al, ‘e .,an,2a0].

Beweis. Es gilt # > 1 und —1 < Z = ag — v/d < 0 per Definition der Gauk-Klammer. Nach
Satz 18.11 hat demnach z = ag + v/d einen sofort periodischen Kettenbruch. Dieser beginnt mit

|z| = |ao + Vd| = 2ap.

Die Kettenbruchentwicklung von Vd stimmt ab dem ersten Teilnenner mit der von ag + Vd
iiberein, denn
1

T = o

=T(ap + \/&) O

Satz 18.13. Seid > 0 kein Quadrat. Die Pell-Gleichung X* —dY? = 1 hat eine Lésung
z=a+bVd > 1.
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Beweis. Wir nutzen die Kettenbruchentwicklung aus Korollar 18.12

\/g: [ao,al, .o .,an,an].

Damit gilt mit den iiblichen Bezeichnungen

n d n—
\/g:[ag,al,...,an,ao—i—\/&]:(p” Pn—1 )(ao—i-\/g):p (a0+\f)+p 1.
I n—t qn(a0 + Vd) + qn1

Ausmultiplizieren liefert
Gnd + (qnao + gn-1)Vd = ppag + pn—1 + paVd.
Koeffizientenvergleich der Elemente aus Z[\/g] bringt das Gleichungssytem
qnd = Ppao + pn—1

Pn = qnao + qn—1-

Die erste Gleichung mal ¢, subtrahiert von p, mal der zweiten Gleichung ergibt

2 2 Pn Pn-1 n+1
—d = det = (-1 .
Pn I ( dn  dn-—1 > ( )

Die Periodenlinge der Kettenbruchentwicklung von v/d in unserer Darstellung ist n + 1. Wir
sind also bei gerader Periodenlédnge fertig. Sollte n + 1 ungerade sein, dann nehmen wir einfach
die doppelte Periode als neue Periode. So wird die Periodenlédnge 2n + 2 gerade. U

Bemerkung 18.14. (1)  Damit ist nun endlich Satz 19.11 vollstandig bewiesen. Eine ganzzahlige
Losung u = pp + guvVd > 1 der Pell-Gleichung ist insbesondere eine Einheit u € 0%
verschieden von 1. Damit ist die diskrete Untergruppe log|oj |, aus dem Beweis von
Satz 19.11 nichttrivial.

(2) Die Situation stellt sich sogar ein bischen besser dar. Der Beweis von Satz 18.13 liefert ein
effektives Verfahren, um eine Einheit € > 1 in 0} anzugeben. Wir wissen einzig an dieser
Stelle noch nicht, ob es sich um eine Fundamentaleinheit handelt.

UBUNGSAUFGABEN ZU §18

Ubungsaufgabe 18.1. Sei d € N kein Quadrat. Zeigen Sie, daf die Kettenbruchentwicklung von
x:%Jr\/gdieForm

[bo, b1, ba, ..., ba, b1, 2bg — 1]
hat.

Ubungsaufgabe 18.2 (Die Schlacht von Hastings (14.10.1066)). Harolds Mannen standen nach
alter Gewohnheit dichtgedréngt in 13 gleichgrofen Quadraten aufgestellt, und wehe dem Nor-
mannen, der es wagte, in eine solche Phalanx einbrechen zu wollen . ... Als aber Harold selbst auf
dem Schlachtfeld erschien, formten die Sachsen ein einziges gewaltiges Quadrat mit ihrem Konig
an der Spitze und stiirmten mit den Schlachtrufen , 4Utl, , Olictosse!!, |, Godemite!” vorwarts.
... (aus ,,Carmen de Hastingae Proelio“ von Gui, Bischof von Amiens).

Bestimmen Sie die Mindestgrofse der Armee von Kénig Harold I1.

Ubungsaufgabe 18.3. Bestimmen Sie eine nicht-triviale Losung (z,y) € Z? (d.h. (z,5) # (1,0))
der Pell-Gleichung

X?—dy?=1
fir die Falle d = 2, 7, 13 und 19.



186 JAKOB STIX

Ubungsaufgabe 18.4. Zeigen Sie, dak es unendliche viele Tripel aufeinanderfolgender positiver
ganzer Zahlen gibt, die sich als Summe zweier Quadrate schreiben lassen.

Hinweis: Das erste Beispiel ist 8 = 22 422, 9 = 32 + 02 und 10 = 32 + 12. Versuchen Sie eine
Pellsche Gleichung zu finden, aus dessen Losungen (x,,y,) sich passende Tripel konstruieren
lassen. Das angegebene Beispiel korrespondiert zur minimalen positiven Losung.

Ubungsaufgabe 18.5 (Negative Pell-Gleichung).
(1) Sei d > 1 kein Quadrat. Wir betrachten die negative Pellsche Gleichung
2 —dy* = —1 (%)
Zeigen Sie: Die Gleichung (%) besitzt eine Losung (z,y) € Z, wenn die Kettenbruchent-
wicklung von v/d eine ungerade Periodenlinge r hat.

(2) Zeigen Sie, dak (x) keine Losung besitzt, wenn d einen Primfaktor p besitzt mit p = 3
(mod 4).

Ubungsaufgabe 18.6. Wir betrachten den Ring
ZIV2] = {a+bvV2|a,be Z} CR.

(1) Zeigen Sie, daf & = 1+ /2 eine Einheit in Z[v/2] ist.
(2) Zeigen Sie, da z = a + byv/2 € Z[v/2] genau dann Einheit ist, wenn a? — 2b? = 1 oder
—1 gilt.
(3) Zeigen Sie, daf alle Einheiten des Rings Z[/2] von der Form 4" fiir ein n € Z sind.
Hinweis: Betrachten Sie zunéchst a,b > 0 und zeigen Sie die Aussage per Induktion nach b.
iiberlegen Sie sich im Fall b > 0, daf (a + bv/2)(v/2 — 1) ebenfalls eine Einheit ist.
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19. DIE EINHEITENGRUPPE QUADRATISCHER ZAHLKORPER

Wir bestimmen nun die Einheitengruppe oy. Die Antwort héngt wesentlich davon ab, ob
der quadratische Zahlkorper K reell- oder imaginar-quadratisch ist. Ganz allgemein funktioniert
aber die Charakterisierung der Einheiten iiber ihre Norm.

Proposition 19.1. Sei K ein quadratischer Zahlkérper und u € ox eine ganz algebraische
Zahl aus K. Dann ist

u€ oy < N(u) ==+l

Beweis. Das folgt mit demselben Beweis wie bei den ganzen Gaufischen Zahlen in Propositi-
on 15.8. U
19.1. Imaginir-quadratische Zahlkorper.

Satz 19.2. Sei K ein imagindr-quadratischer Zahlkorper.
(1)  Die Einheitengruppe oy ist eine endliche Gruppe.
(2) Sei K = Q(+v/d) mit quadratfreiem d € Z, d < 0. Es gilt

(£1, 40} ~Z/4Z  d= -1,
o = {+1, L5y~ 7/67 d= -3,
{1} ~Z/2Z sonst.

Beweis. Sei ¢ =a+bVd e 0. Dann sind in jedem Fall 2a,2b € Z und
+1=N(C) = a® — db* = a® + (—d)V?

nach Proposition 19.1. Weil d < 0 nach Voraussetzung negativ ist, nimmt die Norm nur positive
Werte an. Es gilt also N({) = 1 und damit a,b € {—-1,—1/2,0,1/2,1}. Indem wir ¢ durch —C
ersetzen, diirfen wir @ > 0 annehmen.

Fall 1: a = 0. Dann ist { = bv/d und N(¢) = 1 bedeutet —db® = 1, also d = —1 und ¢ = +i.

Fall 2: @ = 1/2. Dann ist b auch halbzahlig und ¢ = (1 + v/d)/2. Die Bedingung N(¢) = 1
liest sich dann als (1 — d)/4 = 1. Dies fiihrt zu d = —3 und

1++-3
N

Fall 3: a = 1. Dann fiihrt N({) =1 —db* =1 zu b = 0. In diesem Fall finden wir keine neue
Einheit.
Damit haben wir alle Einheiten wie behauptet gefunden. Es bleibt zu zeigen, dafs die Einhei-

tengruppe stets zyklisch ist. Fiir d = —1 haben wir das bereits gesehen (i ist ein Erzeuger), und
flir d # —1, —3 ist das klar. Wenn d = —3, dann ist

14+v=3 .
C6 — T — 62 /6

eine 6-te Finheitswurzel. Offensichtlich sind die Potenzen von (g auch Einheiten. Dies zeigt

05—z = (o) = Z/6L. O

19.2. Reell-quadratische Zahlkdrper. Sei nun K = Q(v/d) ein reell-quadratischer Zahlkor-
per mit d € Z quadratfrei und d > 0.

Bemerkung 19.3. Sei (a,b) eine Losung der Pell-Gleichung X2 —dY? = 1. Dann ist z = a + bWd
ein Element von Z[v/d] von Norm 1, somit nach Proposition 19.1 eine Einheit in og. Genauer
ist z sogar eine Einheit im Unterring Z[\/E] C ok, denn das Inverse ist 2 = a — bv/d. Wir haben

{z=a+bVd; (a,b) 16st Pell: X2 —dY? =1} C Z[Vd]* C o%.
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Genauer entsprechen die Losungen der Pell-Gleichung den Elementen des Kerns der Normabbil-
dung

N :ZVd)* — 2% = {£1}.

Korollar 19.4. Sei K = Q(v/d) ein reell-quadratischer Zahlkérper. Dann ist 05 unendlich.

Beweis. Nach Satz 18.13 hat die Pell-Gleichung X2 — dY? = 1 eine Losung z = a + bv/d > 1.
Ein solches z liegt in 0 und kann nicht endliche Ordnung haben. U

Als néchstes bestimmen wir die Elemente endlicher Ordnung in 0. In einer abelschen Gruppe
bilden die Elemente endlicher Ordnung eine Untergruppe, die Torsionsuntergruppe.

Proposition 19.5. Sei K ein reell-quadratischer Zahlkérper. Dann besteht die Torsionsun-
tergruppe in o5 nur aus den Elementen +1.

Beweis. Wenn ( € o ein Torsionselement ist, also ein n € N existiert mit (" = 1, dann liegt ¢
in der komplexen Einbettung K C R C C auf dem Einheitskreis. Dieser schneidet R nur in

¢ = +1. O

Definition 19.6. Eine diskrete Untergruppe eines R™ ist eine Untergruppe A C R, die
im Sinne der reellen Topologie auf dem R-Vektorraum R™ keinen Haufungspunkt hat.

Proposition 19.7. Sei A C R" eine Untergruppe. Dann sind dquivalent:

(a) A ist diskret.

(b)  Fir jede kompakte Teilmenge K von R™ ist K N A endlich.

(c)  Es gibt einr >0, so dafs im Ball Bo(r) um 0 mit Radius r beziglich der Supremums-
norm nur endlich viele Elemente von A liegen:

#{x = (x1,...,2p) EN; |z3| <7 fir allel1 <i<n}

st endlich.
(d)  Es gibt ein € > 0 gibt, so daf

{0} ={zeA; [zl <e}.

Dabei ist es egal, welche Norm ||z|| auf R™ wir verwenden.

Beweis. (a) = (b): In einer kompakten Menge hat jede unenedliche Menge einen Haufungs-
punkt. Da A keinen Haufungspunkt in R™ hat, kann A N K fiir eine kompakte Teilmenge K
keinen Haufungspunkt haben, und mufs demnach endlich sein.

(b) = (c): Der abgeschlossene Ball ist kompakt, damit der Schnitt mit A endlich. Fiir den
offenen Ball gilt das dann erst recht.

(¢c) = (d): Alle Normen auf R™ definieren die gleiche Topologie. Bedingung (d) sagt nur aus,
daf 0 € A in einer Umgebung von 0 das einzige Element der Gruppe A ist. Nach (c¢) gibt es
eine Umgebung, die nur endlich viele Elemente enthilt. Weil R™ Hausdorffsch ist, kann man die
offene Umgebung so verkleinern, dafs nur noch 0 aus A enthalten ist.

(d) = (a): Dies beweisen wir durch Widerspruch. Angenommen, die Gruppe A habe einen
Héaufungspunkt in R™. Dann gibt es eine Cauchy-Folge (beztiglich irgendeiner gewdhlten Norm
||—|| auf R™) aus paarweise verschiedenen Elementen v, € A. Sei ¢ > 0 wie in (d) und ng so grof,
dak fur alle n,m > ng gilt: ||y, — ym| < e. Weil A eine Gruppe ist (hier braucht man das das
erste Mal!), ist auch 7, — v, € A, und nach (d) folgt v, — ¥, = 0. Damit wird die Cauchy-Folge
(Yn)nen ab ng konstant, im Widerspruch zur Annahme. O
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Proposition 19.8. FEine diskrete Untergruppe A C R ist entweder A = {0} oder es gibt ein
0#x€R und
A={nz; neZ} ~Z.

Beweis. Die Menge
{zeA; z2>0}

ist entweder leer, dann haben wir A = {0}, oder aber sie besitzt als nach unten durch 0 be-
schriankte Menge ein Infimum x. Weil A diskret ist und das Infimum ein Haufungspunkt von A,
also ein Grenzwert einer Folge aus A ist, mufs besagte Folge letztendlich konstant werden: das
Infimum ist ein Minimum (wird angenommen). Damit ist auch > 0, denn jedes Element in
der betrachteten Menge ist ja > 0.

Angnommen es gibt ein Element z € A\Z-z. Wir betrachten 9 = z/x und setzen n = [¥] € Z.
Dann ist auch

Y=z—-nrxeA\Z- x,
aber nach Konstruktion
0<2 <.

Das ist ein Widerspruch zur Konstruktion von x. Folglich gilt schon A = Z-x wie behauptet. [

Notation 19.9. Seien K ein reell-quadratischer Zahlkérper und 7 : K < R eine Korpereinbettung
(von denen es zwei gibt: die definierende K C R C C und die dzu konjugierte Einbettung, bei der
man die Konjugation von K vorschaltet). Dann bezeichnen wir den induzierten Absolutbetrag
mit

|2lr = [7(2)].

Satz 19.10. Sei K ein reell-quadratischer Zahlkérper mit reeller Finbettung T : K — R.
Dann ist
ox — (R,+), z > log|z|,
ein Gruppenhomomorphismus mit
(1) Kern = {£1},
(2) und das Bild ist eine diskrete Untergruppe von R.

Beweis. Seien z,w € 0. Dann gilt
log|zw|; = log|7(2)7(w)| = log (|7(2)| - IT(w)]) = log|z|; + log|w-.
(1) Der Kern besteht aus allen Elementen z € oy mit log|z|; = 0. Das bedeutet |z|, = 1, also
7(z) = £1, oder eben z = +1.
(2) Sei 7 : K < R die andere, konjugierte Einbettung nach R. Dann gilt fiir alle z € K
N(z)=zz=1(2) - 7(2).

Angenommen wir haben eine Folge von Einheiten u, € 0y, so daf

log|un|r — 0.
Weil u,, Einheit ist, folgt +1 = N(uy,) = 7(uy) - 7(uy) und damit

10g|un|r = _log’un’?-

Folglich konvergiert auch

log|un|z — 0.

Das bedeutet, dafs fiir n > 0 die Werte u,, und u,, sich in einer e-Umgebung von +1 aufhalten.
Wegen
tr(up) = up + Uy € Z
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kommen dann nur noch die Werte —2, 0, 2 fiir die Spur in Frage. Weil auch die Norm nur die Wer-
te £1 annimmt, muf die Folge (uy,) letztlich nur aus Losungen von endlich vielen quadratischen
Gleichungen

T?>—sT+N=0
mit N = +1 und s € {—2,0,2} bestehen. Das gilt dann auch fiir die Folge (log|u,|-). Eine solche
Folge konvergiert nur, wenn sie letztlich konstant ist. Dies aber zeigt, dafs das Bild

A= logyﬂf(’T CR

eine diskrete Untergruppe ist. O

Satz 19.11. Die FEinheitengruppe eines reell-quadratischen Zahlkérpers K hat die Struktur
ox = {£1} x 7"

mit einer eindeutigen Fundamentaleinheit n > 1 aus 0.

Beweis. Nach Satz 19.10 ist A = oy /{%1} isomorph zu einer diskreten Untergruppe in R.
Nach Proposition 19.8 ist damit entweder A = {0} oder A ~ Z. In letzterem Fall gibt es einen
eindeutigen positiven Erzeuger, entsprechend n € OIX( mit

- > 1.

Nach Wahl des richtigen Vorzeichens gilt dann sogar 7 > 1 mit eindeutigem 7 € o). Die Struktur
der Einheitengruppe wie angegeben folgt dann sofort.

Es bleibt zu zeigen, daft das Bild A tatsédchlich nichttrivial ist. Das folgt sofort aus Korol-
lar 19.4, weil ansonsten o5 endlich wére. O

19.3. Die Fundamentaleinheit eines reell-quadratischen Zahlkorpers. Jetzt wissen wir
also, da® es eine eindeutige Fundamentaleinheit > 1 in oy gibt, so daf

o = {£1} x n~.

Es bleibt anzugeben, wie man 7 bestimmt und wie man daraus wiederum die Pell-Gleichung
vollstandig 16st.

Satz 19.12. Seien d > 0 quadratfrei und K = Q(v/d). Dann gilt
0x d#5 (mod 8
ZIVd)* = . K 75 | )
ker (OK—>(0K/20K)X) d=5 (mod 8).

Insbesondere ist die Finheitengruppe Z[\/ﬁ]x von endlichem Index in o, und dieser Index
ist entweder 1 oder 3.

Beweis. Schritt 1: Wenn d # 1 (mod 4), dann ist ox = Z[v/d] und ebenso fiir die Einheiten-
gruppe

ZIVd)* = o}
Schritt 2: Wir nehmen daher nun d = 1 (mod 4) an und setzen w = 1+T\/&_ Dann gilt

o ={a+bw; a,beZ} DZVd = {a+bw € o ; b gerade}.

Die Inklusion

ZIVd)* C o
ist trivial. Fiir z = a + bw € 0 ist das Inverse gegeben durch (0 =1 — w)
. +(a+bw) = +(a + b — bw).
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Wenn 2 € 0} N Z[V/d], also wenn b gerade ist, dann ist auch z~! € Z[v/d]. Dies zeigt
ZIVA)* = 0% NZ[V4d).

Schritt 3: Sei z = a+bw € 0. Wenn b gerade ist, dann muf a ungerade sein, sonst wére 2 | z

und
4=N(2)| N(z) = +1.
Die Bedingungen modulo 2 an a und b lassen sich nun simultan als Kongruenz in ox nach dem
Ideal 205 beschreiben:
20 ={a+bw; a,be2Z} =27 & 2wZ.
Der Faktorring 0x /20 ist als abelsche Gruppe nichts anderes als
ok /20x = 7Z/27Z[1] & Z/2Z]w],

wenn wir mit [z] die Restklasse von z modulo 20k bezeichnen. Da Z/2Z = Fo gilt, handelt es
sich um einen 2-dimensionalen Fo-Vektorraum, der zudem ein Ring ist. Die Quotientenabbildung
0 — 0x/20k induziert auf Einheiten einen Gruppenhomomorphismus

0 — (0K /20K)%.
Damit gilt
ZIVA)* = 0% NZVd) = {a +bw € 0% ; b gerade}
={z=a+bwecof; z=1 (mod20x)}=ker (o} — (0x/20x)").

Schritt 4: Es bleibt zu zeigen, daf die Projektion 0y — (0x /205 )* modulo 2 hochstens fiir
d =5 (mod 8) nichttrivial sein kann. Es gilt

1-d
o ~ Zw] ~ Z[X]/(X? - X + )
Damit ist die Reduktion modulo 2
1-d 1-d
or /205 ~ Z[X]/(2, X% - X + —) = FolX]/(X? — X + — )

Wenn d =1 (mod 8), dann ist X2 — X + 5% = X(X — 1) (mod 2) und nach dem Chinesischen
Restsatz fiir Fo[X] folgt

0r/20x ~ Fo[ X]/(X(X — 1)) ~ Fo[X]/(X) x Fo[X]/(X — 1) ~ Fg x Fo.
Wenn d = 5 (mod 8), dann ist X2 — X + 5% = X2 + X + 1 (mod 2) irreduzibel (hat keine
Nullstelle in Fy), ndmlich das Minimalpolynom der dritten Einheitswurzeln iiber [y
or /205 ~Fo[X]/( X2+ X +1) ~Fy.

Damit ist
(Fg X Fg)x =1 d=1 (mod 8)

(OK/QUK)X:{ Fy ~Z/3Z d=5 (mod 8).

Nach dem Homomorphiesatz ist 0} /Z[v/d]* eine Untergruppe von (ox/20s)*. Diese Unter-

gruppe ist entweder trivial oder von Ordnung 3 (Satz von Lagrange), somit ist Z[v/d]* vom
Index 1 oder 3 in oj. O

Beispiel 19.13. Der Fall von Index 3 in Satz 19.12 tritt tatséchlich auf: d = 5 und ¢ = 1+72\/5 ist
das erste Beispiel.

Korollar 19.14. Seien d > 0 quadratfrei und K = Q(\/d). Sein > 1 die Fundamentalein-
heit von og. Die ganzzahligen Losungen der Pell-Gleichung

X?—dy?=1
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sind von der Form (x,vy) € Z2 mit
z+yVd = +n"
fiir ein n € Z, wobei die folgenden Bedingungen zu erfillen sind:
(i)  2]|n, wenn N(n)= -1,
(i) 3| n, wennn ¢ Z[\Vd).

Bedingung (ii) tritt hochstens ein, wenn d =5 (mod 8).

Beweis. Die ganzzahligen Losungen der Pell-Gleichung sind genau die Einheiten von og, die in
Z[\/&] liegen und Norm 1 haben. Als Elemente von o5 haben diese die angegebene Form

x4+ yVd = +n".
Die Bedingung (i) sorgt genau dafiir, daf
2® —dy® = N(z +yVd) = N(=0n") = N(n)" = 1.

Nach Satz 19.12 gibt es mit der Bedingung +n" € Z[\/&] hochstens dann ein Problem, wenn
d =5 (mod 8) und wenn die Reduktion modulo 2

o — (0K /20K)™

nichttrivial ist. Das geht nur, wenn 7 halbzahlig ist, also in 0x /20 verschieden von 1. Dann
erzeugt das Bild von 7 in (0 /205)* ~ Z/3Z diese Gruppe und £n™ liegt im Kern genau dann,
wenn 3 | n. O

Korollar 19.15. Seien d > 0 quadratfrei und K = Q(v/d). Zur Pell-Gleichung

X?-dvy?=1
gibt es eine Fundamentallésung (a,b) € Z2 mit a,b > 0, so daf mit
z=a+b/d

die Menge aller ganzzahligen Losungen durch
{(z,y) €Z? ; 2® —dy* =1} = {(z,y) ; es gibt eindeutign € Z : z+yVd= :I:(a+bﬁ)”}
gegeben ist. Setzen wir

an + bpVd = (a4 bVd)",

dann beschreibt ag =1, by = 0 und

Gn41 = aay + bdby,

bn+1 = ban + aby,

rekursiv die Menge aller Losungen (z,y) € Z? mit z,y > 0.

Beuweis. Das folgt sofort aus Korollar 19.14 mit der Fundamentaleinheit 1 € 0} bei K = Q(v/d)
und

z=1"
wobei
1 falls N(n) =1 und n € Z[Vd],
. 2 falls N(n) = —1 und 5 € Z[Vd], -
3 falls N(n) =1 und 5 ¢ Z[\d],
6 falls N() = —1 und n ¢ Z[Vd).
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Bemerkung 19.16. Wenn d nicht mehr notwendigerweise quadratfrei, sondern nur noch kein
Quadrat in Z ist, dann bekommt man fiir den quadratfreien Anteil d = §-m? durch Korollar 19.14
einen Uberblick iiber sdmtliche ganzzahlige Losungen von

X2 _5Y? =1,
woraus die ganzzahligen Losungen (x,y) von
X?—dy*=1

wegen X2 — dY? = X2 — §(mY)? durch eine zusitzliche Kongruenzbedingung y = 0 (mod m)
gewonnen werden. Die Rekursionen erlauben leicht zu entscheiden, fiir welche Potenzen der
Fundamentall6sung zu § die Kongruenz gilt.

Die Fundamentaleinheit bestimmt man algorithmisch wie folgt.

Satz 19.17 (Bestimmung der Fundamentaleinheit). Seien d > 0 quadratfrei, K = Q(v/d)
und n € oy die Fundamentaleinheit. Wir setzen
Vd d#1 (mod4)
w =
1+T‘/E d=1 (mod4)

und weiter |

w— |w]
Dann hat 9 eine sofort periodische Kettenbruchentwicklung

¥ =T(w) =

¥ = [ag, - Gn_1),

und mat der tiblichen Notation
o o ap 1 a; 1 ap—1 1
= (o )= (2 o) (% o) (o)

gilt die folgende Formel fir die Fundamentaleinheit:

N = qn-19 + qn—2.
Weiter gilt

N(n) = (-1)",

wobei n die Periodenlinge der Kettenbruchentwicklung von 4 ist.

Beweis. Schritt 1: Es gilt ¥ + T(w) > 1 und —1 <9 = Q%M < 0, weil

w—|w] < -1

Damit hat 9 nach Satz 18.11 eine sofort periodische Kettenbruchentwicklung wie behauptet.

Schritt 2: Es gilt ox = Z[w] = (1, w)z. Wir betrachten in K die Menge

9 - O = 79<17W>Z = 0(1,0.) — LwJ)Z = <19, 1>Z-
Dies ist eine freie abelsche Gruppe vom Rang 2, die stabil ist unter Multiplikation mit allen
z € 0k, ein 0x-Modul isomorph zu ok
Z'(ﬁ'OK):ﬁ-(Z-OK) gﬂoK

Aus
— pnflﬂ + Pn—2

(]nfll9 + dn—2
und der Definition von 7 := g,—19 + gn—o folgt

9 = M(0)

n- U= pn—lﬂ + Pn—2
n- 1= Qn—lﬁ + qn—2,
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so dafl die transponierte Matrix M! die Multiplikation mit n auf ¥ - ox in der Z-Basis 9,1
darstellt. Nach Cayley-Hamilton folgt

(Mt)Q = (Pn—1+ Qn—l)Mt +(=1)"=0
(der konstante Term ist die Determinante der Matrix) und durch Auswerten bei 1 € (19, 1)z folgt

W = (Pu—1 + gu—1)n + (=1)" = 0.
Die Koeffizienten sind ganzzahlig, also
ne oK,
und der konstante Term ist die Norm: (—1)" = N(n) = n - 7. Damit ist sogar n € o0y. Weiter
folgt
N=qn-1Y+ qn—2 > Gn-1+ Gn—2 > 1.

Schritt 3: Wir miissen nun einsehen, daR jede Einheit € € 0% mit ¢ > 1 eine Potenz von 7 ist.
Als Einheit operiert € auf ok invertierbar. Wir betrachten die Matrix beziiglich der Basis 9,1,
also

(e) = < " ;) —: A € GLy(Z)

mit
e-d=ad+b
e-l=cd+d.
Dann ist
e = o G [UBT}
Wenn wir zeigen kénnen, daf fiir ein r € N
At =M™,

dann gilt A = (M")" und nach Auswertung in 1 € (9, 1)7:

6:5'1:‘4((1)>:(Mt)r<(1]>="7r~1=n’”

und in der Tat ist n dann die Fundamentaleinheit.
Schritt 4: Aus ¢ > 1 und € = N(¢e)/e folgt

le] < 1.

Daher ist e — & > 0, 9 — 9 > 0 und € — &9 > 0 und somit
e—¢

—£7¢ 5o,
“CTY_9
e — &
- >0
R N

Schritt 5: Es gilt ¥(cd + d) = ¥e = a¥ + b. Die Nullstellen des Polynoms
f(X)=cX?*+(d—a)X —b
sind daher ¥ und 9. Aus ¥ > 1 und —1 < 9 < 0 und weil dies die einzigen Nullstellen sind, folgt
f(0) <0, f(-1)>0, f(1)<o0.
Das bedeutet b = —f(0) >0 und ¢+ a—d — b= f(—1) > 0. Damit ist auch

det A + be _ El+be
a N a

d= > 0.

Schlufsendlich sehen wir
(a+c)(c—d)=clc+a—d—0b)—det(A) >1-1— (1) >0,
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ABBILDUNG 8. Vorzeichen von f(X) aufgrund der Lage der Nullstellen 9 und 4

also
c>d>0.

Schritt 6: Da der ggT von a,b ein Teiler von det(A) = +1 ist, sind a und c teilerfremd. Wir
bestimmen eine Kettenbruchentwicklung

a
& bor. bl
c [07 P 1}

wobei wir durch den tblichen Trick die Paritdt der Léange m so wahlen, dafs

N() =(—-1)™

(05)= (o) (o) (")

ad — be = det(A) = N(e) = (=1)™ = det(< “ >) — ab — Be.

Dann ist
und

Daraus folgt
a(d —0) = ¢(b—B),
und, weil a, ¢ teilerfremd sind, gibt es ein k € Z mit
B=b+ka
0 =d+ ke.
Es folgt nun aus den Abschétzungen zu den Naherungsbriichen der Kettenbruchentwicklung,

daB
c>6>0.

Schritt 7: Wir zeigen nun k = 0 oder gleichbedeutend

v=(2a)-(07) o

Aus den bewiesenen Ungleichungen ¢ > d,d > 0 und der Kongruenz d = § = d + ke (mod ¢)
folgt dies bereits, aufser in dem Fall, daf d = ¢ und 6 = 0 oder umgekehrt. Weil (¢,d) = 1 und
(¢,0) = 1, denn beide Paare sind Zeile in einer Matrix aus GLy(Z), folgt dann ¢ = 1. Es gibt
nun zwei verbleibende Félle.

Fall d = 0: die Matrix A* = ( a b

10
dere ist N(e) = —1. Dies entspricht der Matrix aus der Kettenbruchentwicklung a = a/c = [a],
die wir in diesem Fall nehmen miissen. Also gilt (19.1) auch in diesem Fall.

Fall d = 1: die Matrix At = ( Cll 11)

0< f(-1)=c+a—d—-b=a—b,

> hat Determinante +1 und b > 0, also b = 1. Insbeson-

hat Determinante 1 und a > b, denn
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folglich b = a — 1. Insbesondere ist N(e) = 1, und wir miissen die Kettenbruchentwicklung
a=a/1=[a—1,1] nemen. Dies fiihrt zur Matrix

a—1 1 11\ (a a-1Y\_ 4,
(“Tha)(he)=(0 )=
Also gilt (19.1) auch in diesem Fall.
Schritt 8: Es gilt also k =0 und b= 5 und d = ~:

At: a b _ a ﬁ _ bo 1 b1 1 bm,1 1
c d c 0 1 0 1 0 )" 1 0
Mit 9 = A(9) folgt, dak
¥ =1[bo, b1, ..., by—1]
auch eine Kettenbruchentwicklung von 9 sein mufs. Aus der Eindeutigkeit der Kettenbruchent-

wicklung folgt,
b07b17"' 7bm—1 = ap,a1,---,an—-1,-.-,00,01,-..,0n-1

mit = m/n. Damit gilt

wie benétigt. U

Beispiel 19.18. Wir bestimmen die Fundamentaleinheit und die Fundamentallosung der zuge-
horigen Pell-Gleichung fiir einige quadratische Zahlkérper K = Q(V/d).

(1) d=5: Hier ist

w=¢p =[],
also auch ¥ = T'(¢) = ¢ und die Fundamentaleinheit ist
1+ 5
n=1-p+0=¢p= 2\[.
Weiter ist
N(p) =1 -¢) =—1,
so dafs

2=l =9+ 45
zur Fundamentallssung (5,4) der Pell-Gleichung X2 — 5Y2 = 1 fiihrt.
(2) d=T:Hierist w = /7, also
L _24VT gy
VT -2 3

V=T (w) =

und die Fundamentaleinheit ist
n=9-9+2=8+3VT.
Weiter ist

so dafs
z=n=8+3V7
zur Fundamentallssung (8,3) der Pell-Gleichung X2 — 7Y = 1 fiihrt.
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(3) d=37: Hier ist w = HT‘/ﬁ, also

1 54437

19:T(w):w_3 G

[1,1,5]

und die Fundamentaleinheit ist
n="6-94+1=6+37.
Weiter ist

so dafs
z=n?="734+12V37
zur Fundamentallésung (73, 12) der Pell-Gleichung X? — 37Y2 = 1 fiihrt.
(4) d = 67: Hier ist w = /67, also
9= Tlw) = —L_ = 30T
w—28 3
und die Fundamentaleinheit ist

n = 17901 -9 + 1106 = 48842 + 5967/67.

=[5,2,1,1,7,1,1,2,5,16]

Weiter ist

so daf
z =1 = 48842 + 596767
zur Fundamentallosung (48842, 5967) der Pell-Gleichung X2 — 67Y2 = 1 fiihrt.
(5) d=109: Hier ist w = HT‘/E, also

1 9++v109 —
=T = = =11,2,1,1,2,1
19 (w) w—_5 14 [7 s Ly Ly 4y 79]

und die Fundamentaleinheit ist

261 4 25+/109

n=175-9+18 = .

Weiter ist

so daR
z = 776 = 158070671986249 + 15140424455100+/109

zur Fundamentallésung
(158.070.671.986.249, 15.140.424.455.100)
der Pell-Gleichung X2 — 109Y? = 1 fiihrt.

UBUNGSAUFGABEN ZU §19

Ubungsaufgabe 19.1 (Unendlich vielen Primzahlen aus der negativen Pell-Gleichung). Angenom-
men, es gibt nur endlich viele Primzahlen pq, ..., ps, wobei p; = 2. Wir setzen

b= sz‘
=2

als das Produkt aller ungeraden Primzahlen
(1) Folgern Sie, daf b? + 1 eine ungerade Potenz von 2 ist, d.h. b 41 = 22**1 fiir ein k € Z.
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(2) Folgern Sie weiter, daR = = b,y = 2" eine Losung der negativen Pell-Gleichung

22— 2% =—1

ist.
(3) Sei pn/qn der n-te Naherungsbruch der Kettenbruchentwicklung von
V2 =11,2).
Zeigen Sie, dafs go, fiir alle n > 0 eine ungerade Zahl > 1 sein muss.
(4) Folgern Sie 2% = ’;—g und damit b = 1. Widerspruch!
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