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Aufgabe 1 (5 Punkte)

Sei G eine halbeinfache Liegruppe und Λ ⊆ G eine diskrete Untergruppe.

(a) Sei F ein strikter Fundamentalbereich und µ ein Rechts-Haarmaß auf G. Für jede
Borelmenge A ⊆ G definierne wir ν(A/Λ) = µ(A∩F). Zeigen Sie, dass ν ein σ-endliches,
G-invariantes Borelmaß auf G/Λ definiert.

(b) Sei ν ein σ-endliches, G-invariantes Borelmaß auf G/Λ. Zeigen Sie, dass

µ(A) =

∫
G/A

#(A ∩ xΛ)dν(xΛ)

ein G-invariantes Borelmaß auf G definiert.

(c) Folgern Sie, dass es auf G/Λ ein (bis auf skalare Vielfache) eindeutiges σ-endliches
G-invariantes Borelmaß gibt.

Aufgabe 2 (5 Punkte)

Sei Bn = {x ∈ Rn | ‖x‖ < 1} der offene Einheitsball, und sei TxBn mit dem inneren Produkt

〈u, v〉Bn =
1

(1− ‖x‖2)2
〈u, v〉Rn

versehen.

(a) Sei en ∈ Rn der n-te Einheitsvektor. Zeigen Sie, dass die Abbildung

φ : Bn → Hn

x 7→ x+ en
‖x+ en‖2

− 1

2
en

eine surjektive Isometrie ist.

(b) Zeigen Sie, dass x 7→ −x eine Isometrie auf Bn bzgl. 〈·, ·〉Bn ist.

Aufgabe 3 (5 Punkte)

Für u = (u0, . . . , un), v = (v0, . . . , vn) ∈ Rn+1 seien

〈u, v〉1,n = u0v0 −
n∑

j=1

ujvj ,

X+
1,n = {x ∈ Rn+1 | 〈x, x, 〉1,n = 1, x0 > 0}.

Wir versehen TxX+
1,n mit der Einschränkung des inneren Produkts 〈·, ·〉1,n.



(a) Zeigen Sie, dass

ψ : Bn → X+
1,n

x 7→ 1

1− ‖x‖2
(1, x)

eine bijektive Isometrie ist.

(b) Zeigen Sie, dass SO(1, n)◦ auf X+
1,n transitiv und als Isometrien operiert.

Aufgabe 4 (1 Punkt)

Zeigen Sie, dass es ein p ∈ Hn gibt so dass für G = SO(1, n)◦ = Isom(Hn)◦ gilt StabG(p) =
SO(n).

Abgabe in der Vorlesung am Montag, den 22. Januar.


