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Aufgabe 5.1 (Votieraufgabe)
Eine m-punktige Quadraturformel
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mit Knoten o1 < xo < -+ < x,, € [a,b] heiit m-stufige Gauk-Formel zu der Gewichtsfunktion w
genau dann, wenn G,,[-;w] den Exaktheitsgrad 2m — 1 hat. In der Vorlesung wurden die Gauk-

Legendre Quadraturformeln zur ndherungsweisen Berechnung des Integrals f_ll f(x) dx besprochen.

Seien nun w1[71,1} und xfl’l} die Gewichte und Knoten dieser in der Vorlesung hergeleiteten Gauf-

Formel zum Intervall [—1, 1] und Gewichtsfunktion w(z) = 1. Wie lauten die Gewichte und Knoten
der Gauk-Formel zu einem allgemeinen Intervall [a, b], a,b € R, a < b, mit Gewichtsfunktion w(x) =
1?7

Aufgabe 5.2 (schriftliche Aufgabe)[6 Punkte]
Aus der Vorlesung und den Ubungen kennen Sie bereits die Gauk-Formeln zu w = 1 (Gauk-Legendre-
Formel) und w = (1 — 22)~'/2 (Gauk-Tschebyscheff-Formel).

(a) Bestimmen Sie die Knoten und die Gewichte der zweistufigen Gauf-Formel zur ndherungsweisen
Berechnung von

zvn—ﬂzlfmu—@m.

(b) Konstruieren Sie eine Quadraturformel zur Approximation des Integrals [, f(z,y)dzdy einer
Funktion f iiber dem Dreieck A :={(z,y) |0 <z,y <1,z +y < 1}.
Verwenden Sie dazu den Satz von Fubini und approximieren Sie anschlieffend zunéchst das innere
und dann das duflere Integral durch geeignete zweipunktige Gaufs-Formeln. Verwenden Sie dabei
auch den Aufgabenteil (a).



Aufgabe 5.3 (Votieraufgabe)
Fiir n € N seien f,, f € C([a,b]), a < b. Die Folge (f,,)nen konvergiere gleichméfig gegen f.

(a) Essel Qu[f] = > i, wif(z;) eine Quadraturformel zur Berechnung von fab f(z) dz mit positiven
Gewichten w;. Die Gewichte seien geméaft Satz 1.9, Vorlesungsskript, bestimmt. Zeigen Sie, dass
fiir alle m € N gilt:

‘Qm[fn - f]‘ S |b - a| ' ”fn - f” [a,b] -
(b) Man beweise, dass fiir jede Quadraturformel @[] gilt:

Qlfn] — Q[f] fir n — oco.

(c) Zeigen Sie mit dem Approximationssatz von Weierstraf, dass jede Quadraturformel Q,,[-] mit
positiven Gewichten w;, welche entsprechend Satz 1.9, Vorlesungsskript, bestimmt sind, konver-
giert:

b
Qm[f]—>/ f(x)dz  fiir m — oo.

Aufgabe 5.4 (Programmieraufgabe)[6 Punkte]
1. (Golub-Welsh Algorithmus) Implementieren Sie in der Funktion GolubWelsh(f,m) den Golub-
Welsh Algorithmus zur numerischen Berechnung von
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entsprechend Satz 1.26 aus der Vorlesung. Zur Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren
der Matrix A kann die MATLAB-Funktion [V,D] = eig(A) verwendet werden.

2. (Monte-Carlo Verfahren) In der Funktion MonteCarlo(f,a,b,m) soll eine einfache Version des

Monte-Carlo Verfahrens zur numerischen Approximation von f; f(x) dr implementiert werden,
und zwar die Quadraturformel
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mit ,,gewiirfelten” Stiitzstellen x;. Genauer sollen die x; gleichverteilt auf dem Integrationsin-

tervall [a, b] liegen. Dies kann in MATLAB mithilfe der MATLAB-Funktion rand realisiert werden.

3. Verwenden Sie Thre Implementation von Aufgabe 1.3, oder implementieren Sie erneut die Funk-
tion Trapez(f,a,b,m), welche die zusammengesetzte Trapezformel auf m Knoten berechnet.

Die Funktion Quadratur_vergleich nutzt Thre Implementationen der drei Quadraturverfahren

GolubWelsh, MonteCarlo und Trapez, um das Integral f_ll sin(;lms + %W) dz fiir verschiedene Werte

von m zu berechnen. Anschliefsend wird der absolute Integrationsfehler der unterschiedlichen Verfah-
1

ren gegeniibergestellt. Zum Vergleich wird auferdem die Funktion T geplottet.

(Aufruf: Quadratur_vergleich(@GolubWelsh, @MonteCarlo, @Trapez))

Wie schneiden die Verfahren im Vergleich ab? Speichern Sie die Platzierung der Verfahren in den
Variablen Platzierung_GolubWelsh, Platzierung_ MonteCarlo und Platzierung_Trapez, wobei
das Verfahren mit dem niedrigsten Fehler den ersten Platz belegen und den Wert 1 bekommen soll,
das zweitplatzierte Verfahren den Wert 2, usw.



Hinweise zur Ubungsblattbearbeitung:

- Zu schriftlichen Aufgaben soll eine Ausarbeitung/Losung angefertigt werden, die bis zum 21.11.2023
um 10:00 Uhr in Fach 17 abzugeben ist. Die Abgabe und Bearbeitung der schriftlichen Aufgaben
darf in Zweiergruppen erfolgen.

- Zu Programmieraufgaben ist bis zum 21.11.2023 um 10:00 Uhr ein MATLAB-Quellcode zu schrei-
ben, welcher in den MATLAB-Grader einzugegeben ist und dort automatisiert korrigiert wird. Die
Abgabe wird gewertet und kann nicht mehr geéndert werden, sobald Sie den Senden-Button klicken.

- Zu Votieraufgaben wird keine schriftliche Abgabe verlangt. Die Losung wird in der Ubung be-
sprochen.



