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Aufgabe 7.1 (Theorieaufgabe)
Sei QO C R™ ein beschriinktes Gebiet mit Lipschitz-Rand, T > 0 und f € L?((0,7) x Q). Wir
betrachten die parabolische partielle Differentialgleichung

ug(z,t) — Au(x, t) + u(z,t) = f(z,t) YeeQ, te (0,T) (1)

mit Anfangswerten u(z,0) = ug(z) € L*(Q) und homogenen Dirichletrandwerten. Zeigen Sie, dass
genau ein u € L*(0, T, H}(2)) existiert, das (1)) 16st.

Hinweis: Verwenden Sie die variationelle Formulierung aus Bemerkung 4.3(b) (iv), um dann mit
dem Satz von Lions-Lax-Milgram fiir H := L*(0,7, H}(Q)) und V := {v € W(0,T, H}(Q2), H1(Q)) :
(-, T) = 0}, wobei die V-Norm durch ||[v]f?, := HvHiQ(QT’Hé(Q)) + H’U(O)Hig(ﬂ) definiert ist, die Existenz
zu zeigen. Dabei kann die partielle Integrationsformel aus Lemma 4.2 hilfreich sein.

Aufgabe 7.2 (Programmieraufgabe)
Wir iibernehmen das Gebiet 2 und das Teilgebiet D des 6. Ubungsblattes und betrachten die para-
bolische partielle Differentialgleichung

u — Au = xp, uloq =0, u(z,0) =0. (2)

Wir wollen die vertikale Linienmethode verwenden, um eine Approximation an die wahre Losung zu
erhalten. Dazu wird zuerst beziiglich des Ortes diskretisiert. Mit b(u,v) := [, Vu - Vo dz lautet die
variationelle Formulierung von (2)) (vgl. Bemerkung 4.3 (b) (iii)): finde uw € W(0,T, H3(Q2), H*(9)),
sodass u(x,0) = 0 und

(U(t),v) + b(u(t),v) = / xp(r)v(x)dz Yo € Hy(Q), t € (0,T) fast iiberall.

Wir wihlen wieder V7 C H}(Q) (den Raum der stetigen und stiickweise linearen Funktionen, vgl.
Ubungsblatt 5) als Ansatzraum und suchen eine Funktion uy : [0, 7] — V7, mit ux(0) = 0 und

/uN(t)v dz + b(u(t),v) = / xp(x)v(x)dz Yo e VT te (0,T) fast iiberall.
Q Q
Offenbar gilt uy(t) = > 7", n;(t)A;, mit den Koeffizientenfunktionen n; : [0,T] — R und uy(t) 16st

genau dann das obige variationelle Problem, wenn die Koeffizientenfunktionen das Differentialglei-
chungssystem

Zﬁj(t)/ﬂf\j/\kderan(t)b(/\j,/\k):/QXD(JJ)Ak(sc)d:c Vk=1,...,m

Jj=1



l6sen. Mit der Notation

y(t) == (n;(t))5, - [0, T] — R™, h(t) = (/Q xXp(z)Ag(x) dx)m [0, 7] — R™,

k=1

G = (/ AjAy dx) € R™™, B = (b(Ay, Ap))jey € R
Q

jk=1

gilt es also die gewohnliche Differentialgleichung

y(t) = G7H(h(t) — By(t)) (3)

zu losen.

Schreiben Sie eine MATLAB-Funktion, welche zu einer Zeitschrittweite 7 > 0 eine Approximation an
die wahre Losung von bestimmt, indem eine Approximation an bestimmt wird mit:

(a) dem expliziten Euler-Verfahren, d.h.

yt+7) —y(®)

~ GH(h(t) — By(t)),
(b) dem impliziten Euler-Verfahren, d.h.

y(t + Tl —Y0) Gt + 1) — By(t+ 7)),

(¢) dem Crank-Nicholson-Verfahren, d.h.

y(t+7) —y(t) _

G~ ((h(t) = By(t)) + (h(t +7) — By(t +7))) .

N | —

Verwenden Sie jeweils die Zeitschrittweite 7 = % und berechnen Sie die Approximationen der ersten

1000 Zeitschritte. Visualisieren und vergleichen Sie ihre Ergebnisse.

Hinweise zur Ubungsblattbearbeitung:

- Zu den Aufgaben wird keine Abgabe verlangt.
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