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Aufgabe 4.1 (Theorieaufgabe)

Der Approximationssatz von Weierstrafs besagt, dass der Raum der Polynome auf [0, 1] beziiglich der
Supremumsnorm dicht im Raum der stetigen Funktionen C([0, 1]) liegt.

Folgern Sie, dass der Raum der Polynome auch bzgl. der H!'-Norm dicht in H'(]0, 1]) liegt.

Aufgabe 4.2 (Theorieaufgabe)
Beweisen Sie die Poincaré-Friedrichsche Ungleichung: sei Q C RY ein beschrinktes Gebiet mit glattem
Rand und sei 2 in einem d-dimensionalen Wiirfel der Kantenldnge s enthalten. Dann gilt

0] L2y < slv[me) firalle v e Hy(Q),

wobei zu u € H™(Q2) durch ]u@lm(m = D jaj=m ||Do‘u||ig(m die H™(Q2)-Seminorm definiert wird.
Hinweis: Es gilt sogar [|[v]| 2 gy < $[[010]]12(q)-

Aufgabe 4.3 (Theorieaufgabe)

Wir betrachten das homogene Dirichlet-Problem mit ¢ = 0 aus Folgerung 2.42: sei 2 C R" ein
beschriinktes Gebiet mit glattem Rand, a € L°(2) und f € L*(2). Zeigen Sie, dass das homogene
Dirichlet-Problem

-V (aVu) = f u|aQ =0

eindeutig losbar ist und die Losung stetig und linear von der rechten Seite f abhingt. Zeigen Sie eine
analoge Aussage auch fiir das inhomogene Dirichlet-Problem.

Aufgabe 4.4 (Programmieraufgabe)
Wir betrachten das homogene Neumannproblem

—Au+u =y in |0, 1], u'(0) =0, ¥'(1)=0

i3]
und seine variationelle Formulierung
b(u,v) =1(v) Vv e H'(]0,1]),
wobei fiir u,v € H'(]0,1])
1 1/2
b(u,v) := / (W'v" +wv) dz und  (v) ::/ vdr.
0 1/4

Weiterhin bezeichne II,, := {u : [0,1] = R, u(z) = ap+a1x+ ...+ a,z"} den Raum aller Polynome
mit Hochstgrad n.



(a) Zeigen Sie, dass u € II,, genau dann
b(u,v) =1(v) Yovell,

16st, wenn die Koeffizienten von u(x) = a9 + a1z + ... + a,x" das lineare Gleichungssystem

b(1,1) b(Lx) ... b(La")
b(a,1)  blz,x) ... blz,a") a:o ) l(})
b 1) bama) ... bamar)) \O/ @)

l6sen.

(b) Berechnen Sie b(z", 2™) und [(x™) fiir alle n,m € Ny und schreiben Sie ein Programm, dass die
Losung von

b(u,v) =1(v) Yvell,

bestimmt. Plotten Sie w fiir verschiedene Werte von n.

Hinweise zur Ubungsblattbearbeitung:

- Zu den Aufgaben wird keine Abgabe verlangt.

- Alle Aufgaben von Ubungsblatt 4 werden in der Ubung am 14.12.2022 besprochen.



