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EINFUHRUNG

In der Linearen Algebra 1 entwickelt man die algebraische Theorie, um lineare (homogene)
Polynome, wie zum Beispiel 3z + 5y, und die daraus resultierenden Gleichungssysteme zu stu-
dieren. Dies ist die Theorie der Vektorrdume und der linearen Abbildungen, in expliziter Form
durch Matrizen gegeben.

In der Geometrie werden Vektorrdume mit Begriffen fiir Abstand und Winkel versehen. Es
stellt sich heraus, dafs dazu bilineare Abbildungen nétig sind: in Koordinaten durch (homogene)
quadratische Polynome, wie zum Beispiel 322 —7xy+19y?. Wir illustrieren den Zusammenhang
mit Matrizen durch die folgende Beispielrechnung.

Eine quadratische Form, also homogen vom Grad 2, kann durch eine symmetrische Matrix
beschrieben werden:

. 2 2 19 -2 X
Q(l‘ay) = 19z 4oy + 16y° = (-’E,y) ( -2 16 y

Die Matrix ist symmetrisch gewahlt, aber die Nichtdiagonaleintriage tragen beide zum Monom
Y

bei. Diese symmetrische Aufteilung ist willkiirlich, aber symmetrische Matrizen haben besondere
Eigenschaften, die es hier auszunutzen gilt. Die quadratische Ergénzung

1922 — 4zy + 16y* = 3(z + 2y)? + 4(y — 22)*
zeigt, dak nach Koordinatenwechsel u = = 4+ 2y und v = y — 2z, also (Z) = S(z) mit

1 2
=(5 1),

q(u,v) = 3u® + 402

die quadratisch Form einfacher wird:

In den neuen Koordinaten ist fiir » > 0 die Menge

E, = {C}‘) eR?; q(u,v) :r}

eine Ellipse. Die Achsen des neuen Koordinatensystems liegen in Richtung der Spalten von

1/1 -2
_1_7
st=3( V)

und diese enthalten gerade die Eigenvektoren (nachrechnen!) der symmetrischen Matrix

19 -2
-2 16 )’

welche fiir die quadratische Form verantwortlich ist. Die entsprechenden Eigenwerte 3 und 4
treten als Koeffizienten in ¢(u,v) auf. Der Satz iiber die Hauptachsentransformation besagt
insbesondere, daf die neuen Achsen wieder senkrecht aufeinander stehen und die Koordinaten-
transformation so gewéhlt werden kann, dafs sie Winkel und Absténde erhilt. Die Mengen E,.
sind also auch in alten Koordinaten Ellipsen.
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Teil 1. Affine und projektive Geometrie

Affine Geometrie und projektive Geometrie kommen noch ohne Léingen und Winkel aus. Dies
macht diese Geometrien flexibler, aber auch weniger geometrisch.

1. EBENE INZIDENZ-GEOMETRIE

1.1. Die Fano-Ebene. Zweidimensionale Geometrie, man spricht auch von der Geometrie der
Ebene, besteht aus Punkten, Geraden und einer Inzidenzrelation, so daft die Axiome der ebenen
Inzidenz-Geometrie gelten.

Beispiel 1.1. Wir beginnen mit dem Bild einer Ebene bestehend aus 7 Punkten und 7 Geraden.
Da eine ,Gerade” die Form eines Kreises hat, ist bereits klar, daf wir die Begriffe Punkt und
Gerade abstrahieren wollen.

ABBILDUNG 1. Die Fano-Ebene.

Die Punkte der Fano-Ebene sind die 7 Punkte des Bildes. Die Geraden sind symbolisiert
durch die Dreiecksseiten, die Seitenhalbierenden und durch den (roten) Inkreis. Jede der Geraden
enthalt 3 Punkte.

Mit einem Blick auf die Skizze erkennen wir die Fano-Ebene als ein Beispiel fiir eine ebene
Inzidenz-Geometrie, die wie folgt definiert ist.

Definition 1.2 (Ebene Inzidenz-Geometrie). Eine ebene Inzidenz-Geometrie besteht aus
einer Menge 2, einer Menge ¢ und einer Inzidenzrelation genannte Teilmenge

ICPxY.
Ein P € & heifst Punkt, ein g € ¢ heifit Gerade. Wir schreiben
Peg:< (Pg el

und sagen ,,P liegt auf ¢* oder ,,g geht durch P*. Ansonsten schreiben wir P ¢ g, wenn
(P,g) ¢ I. In einer ebenen Inzidenz-Geometrie gelten die folgenden Axiome:

(I1)  Durch zwei Punkte geht genau eine Gerade: zu P,Q € &, P # @ gibt es genau ein g € ¢
mit P € gund Q € g.

(I2)  Auf jeder Geraden g € ¢ liegen mindestens 2 Punkte.

(I3) Esgibt Pe Zund g€ ¥ mit P ¢ g.

Notation 1.3. In einer Inzidenz-Geometrie bezeichne (AB) die nach Axiom (I1) eindeutige Ge-
rade durch die Punkte A # B.

Eine Gerade wird durch die Menge der auf ihr liegenden Punkte eindeutig festgelegt.
Lemma 1.4. Die Zuordnung 7 : 9 — {X ; X C 2},
m(g) ={P; P€g}
ist injektiv. Es gilt sogar fir g,h € 4
m(g) C7m(h) = g=h
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Beweis. Angenommen die Geraden g und h haben 7(g) C 7(h). Nach Axiom (I2) gibt es P,Q €
g, P # Q. Dann gilt aber auch P,Q € h. Axiom (I1) zeigt g = h. O

Lemma 1.4 besagt, daf man in der Definition einer ebenen Inzidenz-Geometrie die Geraden
% durch eine Menge von Teilmengen von & ersetzen konnte, so dak (P,g) € I < P € g.
Daher auch unsere Notation.

‘Ab jetzt betrachten wir eine Gerade g als eine Teilmenge g C & der Menge der Punkte.

Definition 1.5. Wir legen weiter die folgende Terminologie fest:

(1) Wenn fir P € £ und g,h € 4 gilt P € g und P € h, dann sagen wir, g und h schneiden
sich im Schnittpunkt P.

(2) Eine Menge von Punkten M C &2 mit |[M| > 3 heift kollinear, wenn es eine Gerade g
gibt mit P € g fiir alle P € M.

Lemma 1.6. Zwei Geraden schneiden sich in hichstens einem Punkt: zu g # h € 4 ist
HPe Z; Pcgund Peh} <1

Beweis. Das ist eine unmittelbare Konsequenz von Axiom (I1). O

Das Axiom (I3) verhindert, daf alle Punkte kollinear sind.
Proposition 1.7. Die Menge aller Punkte & ist nicht kollinear und | 2| > 3.

Beweis. Nach Axiom (I3) gibt es P und g mit P ¢ g. Da g nach Axiom (I2) mindestens zwei
weitere Punkte hat, folgt | 27| > 3.

Wenn & kollinear ist, gibt es demnach eine Gerade g, die alle Punkte enthélt. Nach Lemma 1.4
gibt es dann {iberhaupt nur die eine Gerade g. Dies ist ein Widerspruch zu Axiom (I3). O

2. PROJEKTIVE GEOMETRIE

Historisch gesehen spielt die Frage nach parallelen Geraden eine gewisse Rolle in der Frage
der Axiomatisierung von Geometrie.

Definition 2.1. Zwei Geraden g, h sind parallel, wenn entweder ¢ = h oder wenn g und h
keinen Schnittpunkt haben. Wir notieren g, h parallel als g || h.

In der projektiven Ebene gibt es keine parallelen Geraden.

Definition 2.2. Eine projektive Ebene ist eine ebene Inzidenz-Geometrie mit Punkten &2
und Geraden ¢, fiir die neben den Axiomen (I1)—(I3) die folgenden Eigenschaften gelten:

(P1)  Je zwei Geraden schneiden sich.

(P2)  Auf jeder Geraden liegen mindestens 3 Punkte.

Beispiel 2.3. Mit einem Blick auf Abbildung 1 erkennen wir die Fano-Ebene als ein Beispiel fiir
eine projektive Ebene.

Lemma 2.4. In einer projektiven Ebene schneiden sich zwei verschiedene Geraden in genau
einem Punkt.

Beweis. Nach Axiom (P1) schneiden sich die Geraden g, h in mindestens einem Punkt. Wenn es
mehr als einer wére, dann ist ¢ = h nach dem ersten Axiom bzw. nach Lemma 1.6. U
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2.1. Der projektive Raum. Sei K ein Korper. Der projektive Raum P"(K) der Dimension n
ist die Menge
P"(K) = {P C K" ; P ist K-Unterraum der dimg(P) =1}

der Ursprungsgeraden in K"*! und kann durch homogene Koordinaten

(K"N\{0})/K* S PYK), [xo:...:20) > (2)k =K -z
mit = (zo,...,2,)" beschrieben werden. Hier ist [xg : ... : z,] = [Axo : ... : Axy,], fiir alle
A € K* die Restklasse des Spaltenvektors mit den Koordinaten xzg, ..., z,.

Definition 2.5. Die projektive Ebene mit Koordinaten aus dem Korper K besteht aus der
Menge von Punkten P?(K) ausgestattet mit den folgenden Geraden. Zu jedem Unterraum V C
K3 der Dimension dimg (V) = 2 gehért die Gerade

P(V)={PecP¥K); PcV}
bestehend aus den Ursprungsgeraden in V.
Proposition 2.6. Zu jeder Gerade P(V) C P2(K) gibt es a,b,c € K nicht alle 0 mit
[x:y:2z] € P(V) <= azx+ by +cz =0.

Die Koeffizienten der linearen Gleichung sind eindeutig bis auf Skalieren: a,b,c und a’,V',c
beschreiben die gleiche Gerade genau dann, wenn es ein A € K> gibt mit

<a7 b7 C) = )‘(a’/7 blv C/) € M1X3<K)'
Bewets. Es ist
T
[z:y:2]eP(V) <= | y | €V,
z

Jeder 2-dimensionale Unterraum V C K3 ist Kern einer surjektiven linearen Abbildung
vy K3 - K3V ~ K,

in Matrixschreibweise

x x
mv(| vy ):(a b c) y | =ax+by+cz
z z

fiir a,b,c € K3. Die Abbildung my ist surjektiv, wenn die Matrix (a, b, c) # 0 ist.
Zwei homogene nichttriviale lineare Gleichungen ax + by + cz = 0 und a’z + by + 2 = 0
haben denselben Kern, wenn die Matrix beider Gleichungen zusammen

immer noch den Rang 1 hat, d.h. die Zeilen linear abhéngig sind. U
Proposition 2.7. Mit dieser Struktur von Geraden ist P2(K) eine projektive Ebene.

Beweis. (i) Seien P,Q € P%2(K), P # Q zwei Punkte. Dann sind die zugehorigen 1-dimensionalen
Unterrdume P,Q C K3 linear unabhiingig. Eine Gerade zu V C K? enthilt P und @ genau
dann, wenn P 4+ @ C V. Aus Dimensionsgriinden erfiillt dies nur die Gerade zum Unterraum
V=Pa3Q.

(i) Seien V,W C K3 zwei Unterrdume der Dimension 2. Die zugehdrigen Geraden schneiden
sich, wenn es einen 1-dimensionalen Unterraum P C V N'W gibt. Die Dimensionsformel zeigt

dimg (VN W) = dimg (V) + dimg (W) — dimg (V + W) > 4 — dimg (K3) = 1.

Eine solche Ursprungsgerade gibt es also.
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(iii) Die Anzahl der Punkte P auf der Geraden P(V) ~ P}(K) ist |K|+ 1, denn V ~ K? und
damit P(V) ~ P(K?) = P(K), was durch die disjunkte Vereinigung

PYK)={[z:1]; z € K}U{[1:0]}

beschrieben wird. Weil jeder Korper |K| > 2 Elemente hat, gibt es mindestens 3 Punkte auf
jeder Geraden.
(iv) Die Punkte mit den homogenen Koordinaten

[1:0:0],[0:1:0], [0:0:1]
liegen nicht auf einer Geraden von P?(K). O

Beispiel 2.8. Die Fano-Ebene aus Abbildung 1 ist isomorph zu P?(FF). Die Fano-Ebene ist die
projektive Ebene der Form P?(K) mit der kleinsten Anzahl von Punkten.

ABBILDUNG 2. Die projektive Ebene P?(FFy).

Die drei Geraden, welche als Dreiecksseiten erscheinen, haben die Gleichungen z = 0, sowie
y=0bzw. z =0 fiir P = [z : y: 2]. Die drei Geraden, welche als Ecktransversalen' auftreten,
haben die Gleichungen = + y = 0, sowie y + z = 0 bzw. z + z = 0. Schliefllich hat der Kreis die
Geradengleichung = + y + z = 0. Die Gleichungen sind jeweils als Linearformen auf (F3)* ge-
dacht, die einen 2-dimensionalen Unterraum ausschneiden, der seinerseits in P?(Fy) eine Gerade
definiert.

Fiir allgemeines n ist P"(K) eine n-dimensionale Geometrie. Hier gibt es ausgezeichnete
lineare Teilrdume von jeder Dimension 0 < d < n. Die d-dimensionalen linearen Unter-
rdume sind zu einem Unterraum V C K™*! mit dimg (V) = d + 1 definiert als die Menge der
Punkte

P(V)={PeP*K); PCV}.

lEine Ecktransversale ist in einem Dreieck eine Gerade durch eine Ecken und einen Punkt der gegeniiberlie-
genden Seite.
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2.2. Die projektiv lineare Gruppe. Man versteht eine Geometrie besser?, wenn man die geo-

metrieerhaltenden Abbildungen versteht. Auf dem P (K') operiert die projektiv lineare Gruppe
PGL,+1(K) = GLy1(K)/K*

durch P — A(P) fir A € GL,41(K). Der Punkt P ist hier als Unterraum der Dimension 1
aufzufassen und fiir das Element in PGL,11(K) ist ein Vertreter aus GL;,11(K) zu wahlen.
Dann ist A(P) das Bild von P unter der linearen Abbildung ,Multiplikation mit A“ und auch
von Dimension 1, weil Multiplikation mit A ein K-linearer Isomorphismus ist. Das Bild A(P) von
P als Gerade in K™*! ist unabhingig von der Wahl des Vertreters A. Offensichtlich werden d-
dimensionale lineare Unterrdume in ebensolche abgebildet. Und Inzidenzrelationen (ein linearer
Raum ist in einem anderen enthalten) bleiben erhalten.

Satz 2.9. Sei K ein Korper. Die Gruppe PGLo(K) operiert exakt 3-fach transitiv auf den
Punkten von PY(K). Das bedeutet: fiir drei paarweise verschiedene Punkte Py, Py, Psy, € PY(K)
und drei weitere paarweise verschiedene Punkte Py, Py, P._ gibt es genau ein A € PGLa(K) mit

A(P) = P
fur alle i = 0,1, co.

Beweis. Seien 0 = [0 : 1], 1 = [1 : 1] und oo = [1 : 0]. Es reicht zu zeigen, daf man fiir
drei paarweise verschiedene Punkte Py, Pi, P, € P!(K) genau ein A € PGLy(K) findet mit
A(i) = P; fiir alle i = 0, 1, c0.

Sei Py = [b: d] und Px = [a : ¢]. Dann sind wegen Py # Ps die Reprisentanten (¢) und )\(Z)
fiir alle A € K* eine Basis von K? und

A— ( .« ) € GLy(K).

Es gilt A(0) = Py und A(o0) = Px. Sei Py = [z : y]. Wir miissen A nun so wéhlen, daf
[a4+Ab:c+ M| = [z:y].
Dies gelingt durch die Losung der Gleichung
(a+ Ab)y = (c+ \d)z

mittels
_ay—cx
dr — by’
Weder Zahler noch Nenner sind 0, weil
[x:y]=P1# Px=[a:c] und [b:d]=Py+# P, =[x :y]. O

Definition 2.10. Punkte Fp,...,P; in P*(K) heifen in allgemeiner Lage, wenn der von
den entsprechenden Ursprungsgeraden in K™*! aufgespannte Raum die Dimension d + 1 hat.
Das bedeutet, daf jeder lineare Unterraum L C P"(K), der alle P;, i = 0,...,d enthélt, selbst
mindestens die Dimension d haben muf. (Die Dimension als linearer Unterraum von P"(K) ist
definitionsgem#f um 1 kleiner als die des zugehorigen Untervektorraums von K"t1))

Proposition 2.11. Die Gruppe PGL,11(K) operiert transitiv auf n+1 Punkten in allgemeiner
Lage in P"(K).

Beweis. Sind Py, ..., P, in allgemeiner Lage, so gilt K"t! = Py @ ... ® P,. Sind Qo,...,Q»
weitere Punkte in allgemeiner Lage, so ist auch K" = Qo @ ... ® Q,,, und es gibt eine lineare
Abbildung A : K"*! — K"*! die die Summanden P; isomorph auf die Summanden Q; abbildet.
Man wihle entsprechende Basen p; € P; und ¢; € @Q; und definiere A durch A(p;) = ¢;. O

Den folgenden Satz beweisen wir nicht.

Das ist eine Doktrin, die im Wesentlichen auf Felix Klein zuriickgeht
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Theorem 2.12 (Hauptsatz der projektiven Geometrie). Sei K ein Kdorper und n € N, n > 2.
Jede bijektive Abbildung P*(K) — P"(K), die Geraden auf Geraden abbildet (eine Kolli-
neation), wird von einem Kdérperautomorphismus o : K — K und einer linearen Abbildung
A € PGL,41(K) induziert als

[Xo: ... xp] = A([o(xg) : ...t o(xn)]).
2.3. Der Satz von Desargues und der Satz von Pappos. Wir behandlen nun wichtige

Sétze, die in der projektiven Ebene P?(K) gelten.

Definition 2.13. Wir sagen, die Punkte A, B und C bilden die Ecken eines (nichtdegenerierten)
Dreiecks, wenn A, B und C paarweise verschieden und nicht kollinear sind. Wir schreiben fiir
das Dreieck mit den Ecken A, B und C einfach A(ABC).

Proposition 2.14. Seien A, B,C € P*(K). Dann sind dquivalent:

(a) A, B und C bilden ein Dreieck.
(b) A,B und C sind in allgemeiner Lage.
(c)  Als Unterrdume von K3 gilt A® B®C = K3.

Beweis. Das ist eine Ubungsaufgabe, weil es fast sofort aus der Definition folgt. O

o

ABBILDUNG 3. Satz von Desargues.

Satz 2.15 (Desargues). Gegeben seien zwei nichtdegenerierte Dreiecke A(ABC') und A(A'B'C")
in P2(K). Ferner seien die Ecken A,B,C,A’,B',C' paarweise verschieden und die Geraden
durch entsprechende Dreiecksseiten seien verschieden:

(AB) £ (A'B)), (BC)#(B'C'), und (AC)# (A'C').

Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a)  Die Dreiecke ABC und A'B'C" haben beziiglich eines Punktes Z € P?(K) perspektivische
Lage: d.h. es gibt einen Punkt Z € P*(K), der mit A, A’, mit B, B' und mit C,C" jeweils
kollinear ist.

(b)  Die Schnittpunkte P = (AB)N(A'B’), Q = (BC)N(B'C’) und R = (AC)N(A'C") liegen

auf einer Geraden.
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Beweis. Wir sprechen die Koordinaten im P?(K) als [z : y : z] an. Nach Anwendung einer
projektiv linearen Transformation, die an den Aussagen nichts &dndert, diirfen wir annehmen,

dafs
A'=[1:0:0,, BB=[0:1:0, C"=[0:0:1].

Dann sieht man auf einen Blick die Geradengleichungen fiir (A’B’) etc.:
(A'B)={lz:y:2]; =0},

(B'C)={lz:y:2]; =0},

(AC) ={lr:y:2]; y=0}

0
0
0

Weiter setzen wir
A:[alzagzag], B:[bllbgrbg,], 02[01202263]

und betrachten zugehorige Basen der Ursprungsgeraden

ay b1 c1
a= as s b= bg s cC= Co
as b3 c3

Weil das Dreieck ABC' nicht ausgeartet ist, ist (a, b, @) eine Basis von K und die Matrix [@, b, d e
M3(K) (in Spaltenschreibweise) ist invertierbar:
det ([, b, &) # 0.
Der Punkt P liegt in der Geraden (A’B’) gegeben durch die Gleichung z = 0 und hat als
Linearkombination von @ und b einen Vertreter
ﬁ:a3'b_b3'a:[aab7éj as )
0

denn dies ist die einzige Linearkombination von b und @ mit z = 0. Analog haben @ und R
Vertreter

0 C2
§:b1-5—01~b:[&',b,5] —C1 s 'F‘:CQ'C_L»*GJQE:[C_I:,Z),E] 0
by —a2

Es sind P, @ und R kollinear genau dann, wenn
det([q, 7, p]) = 0.
Es gilt [, 7, 5] = [@,b,&] - M mit

2 —bs
M = —C1 as
b1 —a

Die Geradengleichungen fiir (AA’) etc. sind
(AAY) ={[x 1y : 2] ; azy — azz = 0},
(BB') ={[z:y: 2] ; biz — byz = 0},
(cC) ={lz:y:2]; cox —cry =0}

Dies sind in der Tat Geraden, denn z.B. verschwinden nicht ag = az = 0, weil sonst A = A’ ware.
Diese drei Geraden gehen durch einen gemeinsamen Punkt, wenn das 3 x 3 Gleichungssystem
asy —azz = 0
—bsx +biz = 0
cr —C1yY =0
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eine nichttriviale Losung hat. Dies ist genau dann der Fall, wenn det(N) = 0 fiir
as —ag
N = | —b3 by
()] —C1
Nun setzen wir alles zusammen:
Aussage (a) <= 0 =det(N) = bicoas — c1azbs
<~ b162a3 — 01a2b3 = det(M) =0
— det([q, 7, p]) = det(M) - det([@,b,d]) =0 <> Aussage (b). O

Bemerkung 2.16. Der Satz von Desargues hat einen wunderbaren dreidimensionalen Beweis. Wir
skizzieren diesen fiir (a) = (b). Dazu stellen wir uns im Bild unten die Punkte C' und C’ aus
der Ebene heraus iiber die Zeichnung gezogen.

o

ABBILDUNG 4. 3D - Desargues.

Damit wird Z die Spitze eines Pyramidenstumpfs mit dem griinen Dreieck A(A’B'C’) als
Basis. Das griine Dreieck ist auch der Schnitt der hellgriinen Ebene mit dem Pyramidenstumpf.
Das gelbe Dreieck A(ABC) ist der Schnitt der hellgelben Ebene mit dem Pyramidenstumpf.

Die Gerade durch P, @ und R liegt auch oberhalb der Zeichenebene als Schnitt der hellgel-
ben Ebene E und der hellgriinen Ebene E’. In der Tat schneiden sich die Geraden (AB) und
(A’B’), und das ist im dreidimensionalen nicht selbstverstiandlich, in einem Punkt P, weil nach
Voraussetzung A’, B’ in der vom Dreieck A(ABZ) bestimmten Ebene liegen. Gleiches gilt fiir
Q= (BC)N(B'C') und R = (AC) N (A'C"). Der Schnittpunkt P (bzw. @ und R) liegt auf der
Geraden (AB) und damit in der Ebene E und gleichzeitig auf der Geraden (A’B’) und damit in
der Ebene E’. Somit liegen P, @, R gemeinsam auf der Schnittgeraden E N E’. Zuriickprojiziert
in die Ebene bleibt diese Kollinearitit erhalten.

Wenn man hier konsequent im P3(K) arbeitet, vermeidet man auch, Sonderfille betrachten
zu miissen (etwa parallele Ebenen).

Bemerkung 2.17. Eine projektive Ebene &, in welcher der Satz von Desargues gilt, erlaubt
Koordinaten aus einem Schiefkérper D, d.h. es gibt einen geometrieerhaltenden Isomorphismus

P ~P*(D).
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Dazu muf man zwar zuniichst die Konstruktion P?(D) auf Schiefkérper D (nicht notwendi-
gerweise kommutative Korper) ausdehnen, aber das ist nur eine formale Sache. Der Satz von
Desargues gilt auch fiir P?(D) und jeden Schiefkérper D.

Wir wenden uns nun dem Satz von Pappos zu (Es gibt auch die Schreibweise Pappus).

Satz 2.18 (Pappos). Gegeben seien Geraden g # g im P?(K) mit sechs paarweise verschiedenen
Punkten A,B,C € g und A’, B',C" € ¢, von denen keiner der Schnittpunkt S = gNg’ ist. Dann
sind die Schnittpunkte

P=(AB)YN(A'B), Q= (BC)N(B'C), und R=(AC")N(AC)

paarweise verschieden und kollinear.

ABBILDUNG 5. Satz von Pappos.

Beweis. Nach Anwendung einer projektiv linearen Transformation, die an den Aussagen nichts
andert, diirfen wir annehmen, dafs

A=11:0:0], A/=[0:1:0], S=[0:0:1].

Die Gerade ¢ ist in Koordinaten [z : y : 2] € P?(K) beschrieben durch y = 0 und die Gerade g’
durch z = 0.

Alsoist B = [by : 0 : bg] und B’ = [0 : b5 : b5] mit by, b3, b, by # 0. Nach eventuellem Skalieren
mit einer Diagonalmatrix darf man by = bs und b}, = b5 annehmen. Damit ist

B=[1:0:1], und B'=1[0:1:1].
Weiter gibt es 2,y € K \ {0, 1} mit
C=[z:0:1], uwnd C"=1[0:y:1].

Eine kurze Rechnung, jeweils zum Schnitt zweier Ebenen in K3, zeigt

P=[1:1:1],
Q=lz(1-y):y(1—-2):1—-ya]
R=[z:y:1].

Damit sind augenscheinlich P, Q und R paarweise verschieden. Die Punkte P, () und R sind
kollinear genau dann, wenn die reprasentierenden Vektoren linear abhéngig sind. Dazu rechnen

wir aus
z(1—y) 1 = —uxay
yl—z)| =det ({1 y —yz| =0
1—yx 1 1 —yzx

det

— ==
—_e 8
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(wir haben die zweite Spalte von der dritten abgezogen), weil

Ty = yx
und so die dritte Spalte ein Vielfaches der ersten Spalte ist. O

Bemerkung 2.19. Man kann den Satz von Desargues aus dem Satz von Pappos herleiten. Daher
gibt es in einer projektive Ebene &2, in welcher der Satz von Pappos gilt, wieder Koordinaten.
Allerdings kann man zeigen, daf fiir einen Schiefkérper D der Satz von Pappos in P2(D) genau
dann gilt, wenn D kommutativ ist. Genauer ist also & ~ P?(K) fiir einen Kérper K.

Mehr zu den Fragen der Koordinateneinfiihrung bei einer projektiven Ebene finden Sie im
Abschnitt §8 des Skripts [Wo08§].

3. AFFINE GEOMETRIE
3.1. Affine Rdume und die affine Ebene.
Definition 3.1. Ein affiner Raum ist eine Menge A mit einer freien und transitiven Operation
VxA—A (vya)—v+a
durch einen Vektorraum V {iber einem Kérper K. Es gilt fiir alle a,b € A und v,w € V
0+a=a,
v+ (w+a) = (v+w)+a,
JueV:iu+ta=h.

Der Vektorraum V heifit der Vektorraum der Translationen (oder Translationsraum) von
A. Die Dimension von A ist definiert als die Dimension von V.
Um Ausnahmen zu vermeiden, betrachten wir die leere Menge () auch als affinen Raum.

Beispiel 3.2. (1) Sei d € N. Die Menge aller normierten Polynome P(X) € K[X] vom Grad d
P(X)=X%"4ag 1 X 4. 4 a1 X +ag

ist ein affiner Raum mit Translationen durch den K-Vektorraum der Polynome vom Grad
kleiner als d.

(2) Der Losungsraum einer inhomogenen linearen Gleichung ist ein affiner Raum. Dieser ist
entweder leer oder besitzt Translationen durch den Losungsraum des zugehdrigen homo-
genen Gleichungssystems.

(3) Seien V ein K-Vektorraum und U C V ein Unterraum. Fiir a € V ist die Nebenklasse
a + U ein affiner Raum mit Translationen durch U.

Definition 3.3. Sei K ein Korper und n € N. Dann ist
A"(K)=K"
der affine (Koordinaten-)Raum der Dimension n. Der Vektorraum K" operiert auf A™(K)

durch Translation mittels Vektorraumaddition.
Allgemeiner ist fiir einen K-Vektorraum V' die Menge

AV)=V
ein affiner Raum mit Translationen durch V mittels Vektoraddition.

Definition 3.4. Ein Isomorphismus affiner Rdume A mit Translationsraum V und B mit
Translationsraum W besteht aus einer Bijektion

f:A—= B,
so dafs fiir alle v € V und a € A die Formel
flv+a) =)+ f(a)

einen wohldefinierten K-Vektorraumisomorphismus ¢ : V' — W definiert.
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Proposition 3.5. Jeder affine Raum A mit Vektorraum V der Translationen von n = dimg (V)
ist als affiner Raum isomorph zu A"(K). Ein Isomorphismus hingt ab von der Wahl eines

Ursprungs ag € A und einer Basis B = (v1,...,v,) von V und wird durch die folgende Formel
gegeben:
T n
poanm)y A, gl r = (e +a
=1
L,

Beweis. Dies driickt nur aus, dak die Operation transitiv ist, also nur eine Bahn V + ag hat,
und daf die Operation frei ist: aus v 4+ ag = w + ag folgt v = w. O

Bemerkung 3.6. Proposition 3.5 beschreibt, wie man auf einem affinen Raum Koordinaten ein-
fithren kann.

Definition 3.7. Ein affiner Unterraum ecines affinen Raums A mit Translationen V ist eine
Teilmenge von der Form U + a fiir a € A und einem Unterraum U C V| oder aber die leere
Menge.

Beispiel 3.8. Sei f : V. — W eine lineare Abbildung. Dann sind die Urbildmengen f~!(y) zu
y € W affine Unterriume von V = A(V). Der Translationsraum von f~!(y) ist ker(f), sofern
f~1(y) nicht leer ist.

Lemma 3.9. Der Schnitt von affinen Unterraumen ist ein affiner Unterraum.

Beweis. Sei A der affine Raum mit Translationsraum V und seien A; = U; + a; die zu schneiden-
den affinen Unterrdume. Wenn der Schnitt leer ist, haben wir nichts zu tun. Ansonsten wéahlen

wir
T € ﬂ A;.
i
Dann ist fiir alle ¢ der Unterraum A; = U; + a; = U; + x, denn Bahnen sind entweder gleich oder
disjunkt. Dann ist
ﬂAi = mUi—i—x = (ﬂUJ +z

ein affiner Unterraum mit dem Schnitt (), U; als Translationsraum. (]

Definition 3.10. Eine affine Ebene ist eine ebene Inzidenz-Geometrie mit Punkten &2 und
Geraden ¢, fiir die neben den Axiomen (I1)—(I3) das starke Parallelenaxiom gilt:

(A1)  zu einem Punkt P und einer Gerade g gibt es genau eine Gerade h mit
(i) g und h sind parallel, und
(i) Peh.

Definition 3.11. Die affine Ebene mit Koordinaten aus dem Korper K besteht aus
der Menge von Punkten A?(K) ausgestattet mit den affinen Unterriumen der Dimension 1 als
Geraden.

Lemma 3.12. Eine Gerade in A%(K) ist dasselbe wie der Lésungsraum einer nichttrivialen
inhomogenen linearen Gleichung in zwei Variablen: zu ai,a2,b € K mit (a1,a2) # (0,0) die
Losungsmenge

{(z,y) € AX(K) ; a1z + agy = b}.
Beweis. Trivial nach der Losungstheorie (in-)homogener linearer Gleichungssysteme. (]

Proposition 3.13. Mit dieser Struktur von Geraden ist A%2(K) eine affine Ebene.
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Beweis. (i) Durch je zwei Punkte P # @ geht genau eine Gerade, ndmlich die Gerade
P+K-v

mit dem eindeutigen v € K? mit Q = v + P.

(ii) Jede Gerade ist in Bijektion mit einem eindimensionalen K-Vektorraum und hat demnach
| K|-viele Punkte. Da K ein Korper ist, gibt es mindestens 2 Punkte auf jeder Geraden.

(iii) Schreiben wir einen Punkt in A?(K) mit Koordinaten (z,y), z,y € K. Auf der Geraden
x = 0 liegt nicht der Punkt (1,0).

(iv) Es bleibt, das starke Parallelenaxiom nachzuweisen. Sei g = a + V eine Gerade in A%(K)
und b € A%(K) ein weiterer Punkt. Dann ist b+ V eine Gerade durch b und

a+VNb+V =0 oder a+V=0b+YV,

denn wenn der Schnitt nicht leer ist, dann gibt es z,y € V mit a + x = b + y. Somit folgt
b+z=a+(x—y+2z2)€a+Vfirallez € V,also b+ V C a+V und analog umgekehrt. Kurz:
die Bahnen a+V und b+ V der Translationsoperation von V auf A%(K) sind entweder disjunkt
oder gleich.

Jede andere Gerade durch b hat die Form b + W mit einem eindimensionalen Unterraum
W # V. Folglich ist V. N W = (0) und nach der Dimensionsformel

dim(V + W) = dim(V) + dim(W) — dim(V N W) = 2.
Also ist V 4+ W = K? und es gibt v € V und w € W mit a — b = v + w. Das bedeutet aber
r=a+(—v)=bt+twea+VNb+W
und so hat diese Gerade einen Schnitt mit a + V. Dies zeigt die Eindeutigkeit. O

Fiir allgemeines n ist A"(K) eine n-dimensionale Geometrie mit ausgezeichneten linearen
Teilrdumen von jeder Dimension 0 < d < n. Die d-dimensionalen linearen Unterrdume sind
zu einem Unterraum V' C K™ mit dimg (V') = d definiert als die Menge der Punkte V' C A™(K).
3.2. Unendlich ferne Punkte. Sei K ein Koérper und n € N. Die Abbildung

Z1
A"(K) - P"(K), N I S F I P |
Tn
ist injektiv und hat als Bild das Komplement des n — 1-dimensionalen projektiven Raumes
PN K)~{[zo:21:...:Tn1:0]; Zo,...,Zn_1 € K nicht alle 0} C P"(K)

Wir sprechen unter dieser Perspektive iiber P"(K) als eine Vervollstandigung von A™(K') durch
die unendlich fernen Punkte des P"~(K) C P*(K). Iteriert angewandt liefert diese Betrach-
tung eine disjunkte Vereinigung

P (K)=A"(K)UA" Y (K)U...UAY(K)UA%K)
mit
AYK)={[zo:2x1:...:xq_1:1:0:...:0] € P*(K)}.
Speziell fir n = 2 betten wir die affine Ebene in die projektive Ebene ein
A*(K) C P*(K)

mit den Vorteilen, daf sich zuvor nicht schneidende Geraden aus A?(K) nun einen eindeutigen
Schnittpunkt in einem unendlich fernen Punkt hinzugewinnen. Die Gerade

PUK) = {[z:y: 2] 2= 0} = PX(K) \ AX(K)

nennen wir die unendlich ferne Gerade der projektiven Ebene P?(K).
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Proposition 3.14. Die Abbildung
g={lz:y:2]; ax+by+cz=0y = gNAYK) = {(z,9) ; az+ by = —c}
vermittelt eine Bijektion
{Geraden g in P*(K) ; g # oo-ferne Gerade} <> { Geraden in A*(K)} .

Beweis. Es liegt (x,y) auf der Gerade mit Gleichung ax + by = —c genau dann, wenn [z :
y @ 1] auf der Gerade mit ax + by + cz = 0 liegt. Daher ist die Beschreibung der Geraden
g N A%(K) in der Proposition korrekt. Es kommt stets eine giiltige Geradengleichung heraus,
aufer im Fall der unendlich fernen Geraden, die durch z = 0 gegeben ist. Offensichtlich ist die

angegebene Abbildung auf Geradengleichungen eine Bijektion und vertrédglich mit Skalieren, also
eine Bijektion auf den entsprechenden Geraden. O

Proposition 3.15. Seien g # h Geraden in A2(K) und § und h die Geraden von P2(K) mit
g=§NA*K) und h = hn A%(K). Dann sind dquivalent:

(a) g und h sind parallel.

(b)  § und h schneiden sich in einem Punkt der unendlich fernen Geraden g, C P*(K).

Beweis. Da g # h vorausgesetzt ist, gilt

gllh <= gNh=0 < GNhNAXK)=0 < §NhC goo.
Da auch g # h gilt, haben g und h in der projektiven Ebene genau einen Schnittpunkt. Folglich
ist g N h C g dquivalent zur Aussage (b). O

Die Sitze von Desargues und Pappos haben Varianten fiir A?2(K). Je nachdem, ob ein Punkt
oder eine Gerade aus der Aussage im endlichen, d.h. in A%(K), oder im unendlichen, d.h. in
PYK) ~ P?(K) \ A%(K) liegt, sehen die affinen Formulierungen ein wenig anders aus.

3.3. Bewegungen des affinen Raumes. Die affin-linearen Bewegungen des A"(K) sind
die Abbildungen der Form
x— Ax+b

mit A € GL,(K) und b € K. Wenn A = 1 spricht man von der Translation mit b
Ty(z) =z +b.

Die affin-linearen Bewegungen bilden mit Komposition eine Gruppe, die affin-lineare Gruppe
der Dimension n

Aff"(K) = GL,(K) x K™,
wobei X fiir das semi-direkte Produkt mit der Verkniipfung

(A,0)(C,d) = (AC, b+ Ad)
steht. In der Tat ist fiir alle z € A™(K)

(A, b).((C’, d)x) =(A4,0).(Cx+d)=ACzx+d)+b=ACx+ Ad+ b= (AC,b + Ad).x
Als Komposition von Abbildungen ist die Verkniipfung assoziativ. Das neutrale Element ist (1,0)
(1,0).z =1z + 0 ==x.
Das Inverse zu (A, b) ist (A=, —A~1b)
(A,b)(A7Y, —A71) = (A4 b+ A(—A71)) = (1,6 —b) = (1,0).

Proposition 3.16. Die Translationen bilden eine Untergruppe von Aff"(K) isomorph zur ad-
ditiven Gruppe (K™, +).
Beweis. Die Abbildung b+ T ist ein injektiver Homomorphismus (K, +) — Aff"(K) mit Bild

bestehend aus genau der Menge der Translationen. Das folgt sofort aus der Rechnung
TyoTe(x) = (x+c)+b=z+(b+c) = Thye(x). 0
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Affin-lineare Bewegungen erhalten Geraden und Schnittpunkte. Aber im Fall K = R, in dem
wir wesentlich mehr geometrische Begriffe wie Lange oder Winkel haben, erhélt eine allgemeine
affin-lineare Bewegung weder Winkel noch Léngen. Dazu brauchen wir mehr und eine bilineare
Struktur auf dem zugrundeliegenden Vektorraum, und darum kiimmern wir uns als néichstes.
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Teil 2. Bilinearformen
4. PAARUNGEN VON VEKTORRAUMEN

4.1. Das Tensorprodukt. Wir fiihren den folgenden multilinearen Begriff ein.

Definition 4.1. Sei K ein Korper und U, V,W seien K-Vektorrdume. Eine (K-)bilineare
Abbildung von U und V nach W ist eine Abbildung von Mengen

fUXV =W

mit den folgenden Eigenschaften:
(i) FirueUundv,ve €V gilt

flu, 01+ v2) = flu,v1) + f(u,v2).
(i) Firuj,ug € U und v € V gilt

flur +ug,v) = fur,v) + f(uz,v).
(ili) FirwueU,v eV und A € K gilt

fQu,v) = f(u, \) = Af(u,v).

Bemerkung 4.2. Man sagt kurz: die (bilineare) Abbildung ist ,linear in beiden Argumenten‘, und
meint, wenn man ein Argument fixiert, so ist die verbleibende Abbildung im anderen Argument
linear. Das ist von der Determinante einer Matrix bekannt, die eine multilineare Abbildung als
Funktion der Spalten ist.

Fiir eine bilineare Abbildung f: U x V — W gilt fiir alle u € U und v € V

f(u,0) = 0= f(0,v),
denn lineare Abbildungen bilden 0 auf 0 ab.
Beispiel 4.3. Sei K ein Korper und n, m,r € N. Dann ist Matrixmultiplikation
Mpxm (K) X Mypser (K) = My (K)
eine K-bilineare Abbildung.

Es verhélt sich nun wie mit linearen Abbildungen, daf eine bilineare Abbildung durch die
Vorgabe auf einer Basis eindeutig festgelegt ist und jede solche Festlegung von einer bilinearen
Abbildung herriihrt.

Proposition 4.4. Seien U,V,W Vektorriume tiber dem Korper K. Sei of = (a1,...,a,) eine
Basis von U und sei B = (b1, ...,by) eine Basis von V. Dann ist eine bilineare Abbildung

f:UxV =W
eindeutig durch die Werte
n m
(f(ai,bj))1<i<ni<i<m € H H w
i=1j=1
bestimmt. Jedes n x m-Tupel von Werten wird von einer bilinearen Abbildung realisiert.

Beweis. Sei (u,v) € U x V beliebig. Dann gibt es Koordinaten 1, ..., 2, und yi,...,yn aus K
fir u =3, za; und v =}, y;b;, und damit gilt

Flu,v) = FOmiaiv) =Y wif(ai,v) =Y wif(ai, »_yibs) = Y wiy; flai,by).
i i i J 0,J
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Dies zeigt die Eindeutigkeit. Zur Existenz dreht man die Argumentation herum und definiert
fir Vektoren w;; €e W,1<i<n,1<j<m

Flu,v) =Y wiyw;.
i’j

Dann ist f(a;,b;) = w;; und eine leichte Rechnung zeigt, dafs ein solches f bilinear ist. O

Definition 4.5. Das Tensorprodukt zweier K-Vektorraume U,V ist ein K-Vektorraum T
zusammen mit einer bilinearen Abbildung ¢t : U x V' — T, so daf fiir alle bilinearen Abbildungen
f:U xV — W eine eindeutige lineare Abbildung F : T — W existiert, fiir die gilt:

flu,v) = F(t(u,v)) fiir allew € U,v € V.

Es gilt mit dem iiblichen formalen Beweis aufgrund der universellen Eigenschaft eine Eindeu-
tigkeitsaussage (noch bevor wir von der Existenz wissen!).

Satz 4.6. Das Tensorprodukt ist eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphismus.

Beweis. Sei s: UxV — S ein weiteres Tensorprodukt. Dann faktorisiert die bilineare Abbildung
s, weil T ein Tensorprodukt ist, iiber eine lineare Abbildung ¢, und analog faktorisiert ¢ iiber
eine lineare Abbildung ¢ wie im Diagramm:

UxV
S
T w>S Yo~ T

Damit 16st ¢ o % das von der universellen Eigenschaft gestellte Faktorisierungsproblem fiir die
bilineare Abbildung ¢ in Bezug auf das Tensorprodukt ¢ : U x V' — T genauso wie idp : T'— T.
Die geforderte Eindeutigkeit erzwingt ¢ 01 = idp. Aus Symmetrie folgt 1 o ¢ = idg. Dies zeigt,
daf ¢ und v sogar zueinander inverse Isomorphismen sind und weiter die Eindeutigkeit des
Tensorprodukts.

Auferdem hat man mit den Isomorphismen ¢ und v keine Wahl, wenn der Isomorphismus
mit den universellen bilinearen Abbildungen s und ¢ vertriglich sein soll. O

Satz 4.7. Tensorprodukte existieren.

Beweis. Wir konstruieren ein Tensorprodukt der Vektorrdume U und V und beschrinken uns
auf den Fall endlicher Dimension (der unendlich-dimensionale Fall geht genauso).

Sei & = (ai,...,ay) eine Basis von U und & = (by,...,b,,) sei eine Basis von V. Als
Tensorprodukt nehmen wir einen K-Vektorraum mit Basis bestehend aus formalen® Ausdriicken
a; @ ij

das ist die direkte Summe
UV =K aab
ij
mit spezieller Notation fiir die Basis der eindimensionalen Summanden.
Die universelle bilineare Abbildung ist

t:UxV UV, (Zwiai,zyjbj)Hzxiyj(ai@)bj)-
i j i

3Der formale Ausdruck a; ® b; ist nur eine komplizierte Notation fiir einen Vektor. Im Gegensatz zum Paar
(as,bj), das eine a priori Bedeutung hat und zudem zufillig auch im direkten Produkt U x V auftritt, hat a; ® b;
keine a priori Bedeutung. Den Vektor a; ® b; gibt es nur als t(a;i, b;) in einem Tensorprodukt ¢t : U XV - U®V.
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Dies ist die in Proposition 4.4 konstruierte bilineare Abbildung zu den Werten
t(ai, b]) =a; ® bj.

Sei f: U x V — W eine beliebige bilineare Abbildung. Dann hat das einzige F, was in Frage
kommt, die Form

F: UV =W, F(al®bj):f(al,bj)

Damit ist F' durch Angabe der Bilder einer Basis eindeutig festgelegt. Und Proposition 4.4 zeigt
F ot = f durch den Vergleich der Auswertung auf den verschiedenen (a;, b;). U

Notation 4.8. ,Das* Tensorprodukt bezeichnen wir mit U ® V' (oder auch genauer U ® V') und
die universelle bilineare Abbildung schreiben wir als

(u,v) » u®wv,

nicht nur fir die Basisvektoren. Bilinearitdt bedeutet nun, daf fir alle w,uq,us € U und
v,v1,v2 € V und A € K gilt

(i) u®(vi+v)=u®v +u®uvs,
(i) (w1 +u)®v=u®v+us @0,
(iii)) (M) @v=ANu®v)=u® (\v).

Wegen Bilinearitat gilt dann fiir alle v € U und v € V
u®0=0=0®wv.

Ist u = 371 xia; fiir eine Basis & = (a1,...,a,) von U und v = » 1, y;b; fiir eine Basis
B = (bi,...,by) von V so gilt aufgrund der Bilinearitét

n m
URU = ZZZEiyjai@bj.

i=1 j=1

Allgemein ist jeder Vektor w € U ® V eindeutig zu schreiben als

n m
w:ZZwijai®bj

i=1 j=1
mit ,Koordinaten“ w;; € K. Benutzt man andere Basen &/’ = (a},...,a),) von U und &' =
(by,...,b,,) von V, so gibt es eine weitere Darstellung desselben w als
n m
w=) Y wid &
i=1 j=1

Die ng berechnen sich aus den w;; mit Hilfe der Basiswechselmatrizen
S = (Sij) = Mgl (idU) und T = (tij) = Mg/ (idv)
durch

n m
/
Wi = Sikwkltjl-
k=11=1
Es gilt ndmlich

n m
ap = Z sika; und b = thlb;,
i=1 j=1
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und damit folgt

n m n m n m
w=) ) wnar@b=) > w) sudi® )t
k=11=1 k=11=1  i=1 j=1
n m n m n m
B 3D JETERVETES 3} SRy
i=1 j=1 k=11=1 i=1 j=1
Korollar 4.9. Ist &/ = (a1,...,ay) eine Basis von U und B = (b1,...,bn) sei eine Basis von

V', so sind die Vektoren a; @ b; € U®V mit1 <i <n, 1< j < m eine Basis von U ® V.
Insbesondere gilt
dimK(U & V) = dimK(U) . dimK(V).

Beweis. Klar. O
Bemerkung 4.10. Nicht jeder Vektor in U ® V' ist von der Form u ® v fiir ein w € U und v € V.
Wenn K = F ein endlicher Koérper mit ¢ Elementen ist und dimp(U) = n sowie dimp(V) = m,
dann vergleichen wir bei n,m > 2 und daher nm > 2max{n,m} > n+m

fu@v; uelU veV} <" ¢"=¢""<¢"m=UaV|
Genauer gilt: Zij x;ja;®b; ist von der Form u®v genau dann, wenn die Matrix (z;;) € My xm (K)
Rang <1 hat. Und das sind nicht alle bei n,m > 2.

4.2. Paarungen.

Definition 4.11. Sei K ein Korper und V, W seien K-Vektorrdaume. Eine Paarung von V mit
W ist eine K-bilineare Abbildung f:V x W — K.

Notation 4.12. Manchmal ziehen wir der Notation f : V x W — K eine Notation mit Klammern
vor. Wir schreiben dann

(v,w) := f(v,w).

Beispiel 4.13. (1) Das Standardskalarprodukt auf K" ist die Bilinearform K" x K" — K
definiert durch
L1 Y1

n
(o = |1+ =D
Tn Yn =1

Der Nachweis der Bilinearitit ist eine einfache Ubung im Distributivgesetz von K und
gelingt am Skonomischsten mit der Schreibweise

<$7 y) = xt Y,
welche das Standardskalarprodukt durch Matrixmultiplikation mit dem transponierten

Vektor beschreibt:
ot = (21,..., 7).
(2) Die Spur quadratischer n x n-Matrizen ist eine K-lineare Abbildung
Sp : M (K) = K,

némlich die Summe der Eintrage auf der Diagonalen: fiir die Matrix A = (a;;) ist
n
Sp(A) = Z .
i=1

Seien V' = My xm(K) und W = M, xn(K) Vektorrdume von Matrizen mit Eintrédgen im
Korper K. Fir A € V und B € W ist AB € M, (K) eine quadratische Matrix und hat
demnach eine Spur. Dann definiert

(A, B) — Sp(AB)
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eine Paarung V x W — K. Wir zeigen exemplarisch fiir Ay, As € V
Sp((A1 + A2)B) = Sp(A1B + A2 B) = Sp(41B) + Sp(A2B).
(3) Das tautologische Beispiel einer Paarung ist die Auswertung
V*xV s K
(f,v) = f(v),

Linearitdt in v € V ist dquivalent zur Linearitdt von f. Linearitdt in f € V* ist gerade die

Definition der K-Vektorraumstruktur auf dem Dualraum V* = Homg (V, K).
(4) Sei f(z) € Cc(R) eine stetige Funktion mit kompaktem Tréger, d.h. fiir ein geeignetes von

f abhéngendes R > 0 ist f(z) = 0 fiir alle |x| > R. Sei g(x) € C(R) eine stetige Funktion
auf R. Dann ist das Integral

(fr9) = /_OO f(z)g(z)dz €R

wohldefiniert, und als Funktion von f(x) und g(x) eine Paarung C.(R) x C(R) — R.
4.3. Matrixbeschreibung. Wir betrachten ein weiteres Beispiel.

Beispiel 4.14. Mit A = (aij)1<i<n,1<j<m € Mpxm(K) definieren wir eine Paarung durch
(,)a:K"x K™ —> K

(z,y) = (z,y)a = (z, Ay) = 2’ Ay = Zzl‘iyjaz‘j,

i=1 j=1
wobei x = (x1,...,2,)  und y = (y1,...,ym)! die Koordinaten von z und y sind. Wir rechnen
exemplarisch fiir v,/ € K™ und \, u € K:
(@, Ay + ny')a = 2 AQw + py') = At Ay + pat Ay’ = Na,y)a + pla, o) a
Wir wollen nun einsehen, daft dies kein Beispiel, sondern die Beschreibung einer jeden Paarung

zwischen endlichdimensionalen K-Vektorraumen liefert.

Definition 4.15. Die Gram’sche Matrix einer Paarung von endlichdimensionalen K-Vektor-
raumen f : V x W — K beziiglich Basen # = (b1,...,b,) von V und € = (c1,...,¢n) von W
ist die n x m-Matrix

MZE(f) = (f (i, ) 1<i<n,1<j<m € Mupxm(K).
Notation 4.16. Wir verwenden die Notation aus Definition 4.15 weiter und erinnern an den
Koordinatenisomorphismus
kg V = K",

der einen Vektor v € V, der in der Basis % als v = ) | x;b; geschrieben werden kann, auf den
Spaltenvektor seiner Koordinaten beziiglich % abbildet:

z1

kg (v) =

L,
Es gilt insbesondere k4(b;) = e;, wobei e; der i-te Standardbasisvektor von K™ ist, der aufser
einer 1 im ¢-ten Eintrag sonst nur den Eintrag 0 hat.
Beispiel 4.17. Sei A = (aij) € Mpxm(K) und (, )4 : K" x K™ — K die zugehorige Paarung aus
Beispiel 4.14. Die Gram’sche Matrix zu ( , )4 beziiglich der Standardbasis* & = {e1,...,e;,...}

hat als ij-ten Eintrag
(ei,¢j)a = ejAej = ayj,

4Vorsicht: mifbriuchlich gleiche Notation fiir die Standardbasis von K™ und fiir K™.
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also

MOE((, )a) = A.

Proposition 4.18. Sei f : V x W — K eine Paarung endlichdimensionaler K -Vektorrdume V
und W mit Basen B = (by,...,by) von V und € = (c1,...,cn) von W. Sei A =MZ7(f) die
Gram’sche Matriz der Paarung. Dann ist das Diagramm

f

V xW K

KB XKg
K x K A K

kommutativ, d.h. fir alle v € V und w € W mit Koordinaten kz(v) = x und ke (w) =y gilt
flv,w) = 2 Ay. (4.1)

In Koordinaten fir V und W wird die Paarung f durch die von der Gram’schen Matriz zu f
definierten Paarung beschrieben.

Beweis. Sei A = (aij) € Myxm(K) die Gram’sche Matrix von f. Wir miissen fir v = )" | x;b;
und w = 377" yjc; die Gleichung (4.1) nachweisen:

fo,w) = fFO mibi, Y yie;) =Y xif (bi, Y _yics) = Y iy f(bi,cj)
i=1 =1 i=1 =1

i=1 j=1

n m n
= Z Z TiQijlYj = Z% (A"&%(w))i = kg (v) Ak (w).
i=1 j=1 i=1
Alternative: Die Paarung f induziert ein K-lineares F': V@ W — K und (, )4 ein K-lineares
a: K"® K™ — K. Die Abbildung V x W — K" ® K™ mit (v,w) — kz(v) ® k¢ (w) ist bilinear
und fiihrt aufgrund der Eigenschaft des Tensorprodukts zu einer linearen Abbildung kgge wie
im Diagramm:

Vew —I. K

«

K@ K™ — K.

Die Behauptung der Proposition ist dquivalent dazu, daf dieses Diagramm kommutiert:
F=«aok BIAC -

Lineare Abbildungen sind durch den Wert auf einer Basis eindeutig bestimmt. Als Basis von
V @ W wihlen wir b; ® ¢; mit 1 <¢ <n, 1 < j < m. Dann haben wir zu vergleichen

F(bi®cj) = f(bi,cj) = aij = et Ae; = a(e; ® ¢j) = a(kz(b) ® ky(cj)) = a(kasy (b ®cj)). O
Die Gram’sche Matrix einer Paarung dndert sich, wenn man die Basen wechselt, durch eine

Formel, welche die zugehorigen Basiswechselmatrizen benotigt.

Proposition 4.19. Sei f : V x W — K eine Paarung endlichdimensionaler K-Vektorridume V
und W mit Basen B = (by,...,by) von V und € = (ci,...,cn) von W. Sei A= MZ7(f) die
Gram’sche Matriz.

Sei B = (by,...,V) eine weitere Basis von V, sei €' = (c},...,c
W, und sei A’ = MZ " (f) die Gram’sche Matriz. Dann gilt

A = STAT

/

') eine weitere Basis von
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mit den Basiswechselmatrizen
S =MZ% (idy) und T =M (idy).

Beweis. Fir v € V und w € W seien z = kg(v) und y = kg(w) sowie 2/ = Ky (v) und
Yy = kg (w) die Koordinatenvektoren. Dann gilt

r=2S52" und y="Ty.
Nach Proposition 4.18 folgt
2" Ay = f(v,w) = 2" Ay = (S2) A(Ty') = 2" (STAT)y' .

Dies kann man als Gleichheit zweier Paarungen K" x K" — K betrachten. Daraus folgt die
Behauptung A’ = S*AT durch Vergleich der Gram’schen Matrizen beziiglich der Standardbasis
von K" und K™, siehe Beispiel 4.17. Alternativ wertet man auf z’ = e; und y' = e; aus, d.h.
v ="b} und w = ¢, und erhilt die ij-Eintrige der Matrizen. O

Lemma—Definition 4.20. Seien V,W zwei K-Vektorrdume. Die Menge der Paarungen von V
mit W bildet einen K-Vektorraum

Z(V,W; K)
unter punktweiser Addition und Skalarmultiplikation.

Beweis. Punktweise bedeutet, daf fiir A € K und f, f1, fo € Z(V,W; K) Addition und Ska-
larmultiplikation von Paarungen als die Funktionen auf v € V und w € W wie folgt definiert
sind:
(fl + f2)(vvw) = fl(vvw) + fg(’l},w)
und
(Af)(va UJ) =A- f(v,w).

Dafs diese Formeln Paarungen, also Elemente in .2 (V, W; K), definieren, ist genauso ausschliefs-
lich Fleifarbeit wie der Nachweis, daf damit eine K-Vektorraumstruktur definiert wird. O

Satz 4.21. Seien V,W zwei K-Vektorraume. Sei = (by,...,by,) eine Basis von V und € =
(c1,...,cm) eine Basis von W. Dann haben wir Isomorphismen von K -Vektorrdumen

Hompg (V@ W, K) < Z(V,W; K) = Myuxm(K),

die einer Paarung f:V x W — K das Folgende zuordnen:

e nach links: die zugehorige K-lineare Abbildung F: V @ W — K,
e nach rechts: ihre Gram’sche Matriz M#Z (f).

Beweis. Die Abbildung nach links .Z(V, W; K') — Homg (V®@W, K) ist bijektiv nach der univer-
sellen Eigenschaft des Tensorprodukts. Die Definition der K-Vektorraumstrukturen ist in beiden
Fillen ,punktweise’, so daf die Abbildung K-linear ist.

Nach rechts: Eine Abbildung nach M,,x.,(K) ist linear, wenn der ij-te Matrixeintrag linear
ist fir allei=1,...,nund j = 1,...,m. Dies sind hier die Abbildungen
ZLZV,W;K)— K
f = f(bzv C])
und diese sind per Definition der K-Vektorraumstruktur auf .2 (V, W; K) linear.
Die Gleichung (4.1) zeigt, daf man aus der Gram’schen Matrix die Paarung berechnen kann.
Daher ist die Abbildung injektiv.
Es fehlt nunmehr nur noch die Surjektivitdt. Sei A = (a;j) € Mpuxm(K) beliebig. Dann
definiert
v, w = kg(v) Akg (W)
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fir v € V und w € W eine Paarung f4 : V x W — K. Die Gram’sche Matrix zu f4 beziiglich
% und € hat den ij-ten Eintrag

fA(bi, Cj) = Ii@(bi)tA/ﬂg(Cj) = efAej = Qjj.
Also ist A die Gram’sche Matrix von f4, und das zeigt die Surjektivitdt (vgl. Beispiel 4.17). O
4.4. Paarungen und der Dualraum. Die duale Basis zu einer Basis # = (b1, ..., b,) eines

endlichdimensionalen K-Vektorraums V besteht aus dem Tupel #* = (b7, . .., b)) von Elementen

ren
von V* mit der Eigenschaft
1  wenn i =j,
bi (b)) = { bo=5y

0 wenn i #j

mit dem Kronecker-0. Die b} sind dadurch eindeutig bestimmt und 2* ist eine Basis von V*.
Die Koordinatendarstellung von f € V* beziiglich #* ist kg« (f) = (f(b1), ..., f(bn))!, weil

F=> b, (4.2)
i=1
denn beide Seiten nehmen auf der Basis 4 dieselben Werte an:
(D2 000 ) (bg) = > F(b)W; (by) = F(b).
i=1 i=1

Mittels des Dualraums léft sich die Bilinearitét einer Paarung alternativ wie folgt beschreiben.

Definition 4.22. Zu einer Paarung von K-Vektorrdumen
f: VWK
gehoren die linkspartielle Auswertung
C="Lp: V= W* L(v) =(w— flv,w))
und die rechtspartielle Auswertung
r=ry: W=V rw)=(ve flv,w)).

Bemerkung 4.23. (1) Die Abbildung £(v) ist linear in w, da f linear im zweiten Argument
ist. Die Zuordnung v — ¢(v) ist linear per Definition der K-Vektorraumstruktur des Dual-
raums W* vermoge punktweiser Addition und Skalarmultiplikation, weil f linear im ersten
Argument ist. Der Fall W — V* ist analog.

(2)  Wir nennen hier £ = ¢¢ die linkspartielle Auswertung und r = ry die rechtspartielle
Auswertung von f. Offizielle Namen haben ¢ und r nicht.

Proposition 4.24. Sei f : V x W — K eine Paarung endlichdimensionaler K-Vektorridume,
und sei B = (bi,...,by,) eine Basis von V und € = (ci1,...,cn) eine Basis von W. Sei A =
MZE(f) € Mpxm(K) die Gram’sche Matriz.

(1)  Die rechtspartielle Auswertung r : W — V* wird beschrieben durch die Matriz
M%.(r) = A € My (K).

(2)  Die linkspartielle Auswertung € :V — W* wird beschrieben durch die Matriz
MZ. (£) = A' € Mypsn(K).

Beweis. (1) Fiir die j-te Spalte von M%. () miissen wir r(c;) in der Basis %* ausdriicken. Aus
(4.2) folgt
r(e;) =Y r(e)(bi)b; = > f(bi, c;)b;

i=1 =1
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und damit wie behauptet
M%. (1) = A € My (K).

(2) Fiir die j-te Spalte von MZ. (¢) miissen wir £(b;) in der Basis €* ausdriicken. Aus (4.2)
folgt

Ubj) =Y Ubj)(ei)e; = flbj,ci)e;
i=1 i=1
und damit wie behauptet
MZ. (£) = A' € Myun(K). O

UBUNGSAUFGABEN ZU §4

Ubungsaufgabe 4.1. Seien V = My xm (K) und W = M, <, (K) Vektorrdume von Matrizen mit
Eintrdgen im Korper K. Fiir A € V und B € W definieren

(A, B)1 := Sp(AB)

und
(A, B)s := Sp(BA)
Paarungen V x W — K. Zeigen Sie, daf (, )1 = (, )2 gilt.

Ubungsaufgabe 4.2. Sei V ein K-Vektorraum mit Basis % = (by,. .., b,) und dazu dualer Basis

B* = (b%,...,b"). Zeigen Sie, daR sich der Koordinatenisomorphismus kg : V = K™ als
b1 (v)
kg(v) = :
by, (v)

schreiben 1afst. Es gilt also insbesondere

n

v=>Y b (v)b; (4.3)
i=1
5. PERFEKTE PAARUNGEN

5.1. Nichtausgeartete und perfekte Paarungen. Nicht alle Paarungen sind gleich ,gut‘,
das Extrembeispiel ist sicher die Nullpaarung, deren Wert konstant 0 ist. Auf der anderen Seite,
und viel niitzlicher, befinden sich die nichtausgearteten bzw. perfekten Paarungen.

Definition 5.1. Sei f: V x W — K eine Paarung von K-Vektorraumen.

(1) Die Paarung f ist links-(bzw. rechts-)nichtausgeartet, wenn es fiir alle v € V, v # 0
ein w € W gibt (bzw. fiir alle w € W, w # 0 ein v € V gibt) mit

fv,w) # 0.

(2) Die Paarung f heifst nichtausgeartet, wenn sie links- und rechts-nichtausgeartet ist.
Andernfalls heifit f ausgeartet®
(3) Die Paarung f ist eine perfekte Paarung, wenn die partiellen Auswertungen

L: V=W und r: W —>V*
Isomorphismen von K-Vektorraumen sind.

Die Eigenschaft nichtausgeartet wird haufig auf die folgende Art und Weise benutzt.

5,,Ausgeartet“ ist also dasselbe wie ,nicht nichtausgeartet.
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Lemma 5.2. Sei f : V x W — K eine links-nichtausgeartete Paarung und seien vi,vy € V.
Wenn fiir alle w € W gilt

flor,w) = f(vz,w),
dann gilt v1 = va.

Analog gilt dies bei rechts-nichtausgeartet mit vertauschten Rollen von V und W.

Beweis. Laut Voraussetzung ist fiir alle w € W

f(vl _U27w) = f(vlaw) - f(’UQ,’U)) =0
und damit per Definition von links-nichtausgeartet bereits v; — vy = 0. O

Definition 5.3. Sei f: V x W — K eine Paarung von K-Vektorraumen.

(1) Der Linkskern von f ist der Untervektorraum von V'

Wt ={veV; fv,w) =0 fir alle w € W} = ker({; : V — W*).
(2) Der Rechtskern von f ist der Untervektorraum von W

VE={weW; f(v,w) =0 fiir alle v € V} = ker(ry : W — V*).

Proposition 5.4. Sei f : V x W — K eine Paarung von K-Vektorrdumen. Dann sind jeweils
Gquivalent:

(1) (a)  Die linkspartielle Auswertung £ :V — W* ist injektiv.
(b) Wt=0.
(c)  f ist links-nichtausgeartet.

(2) (a)  Die rechtspartielle Auswertung r : W — V* ist injektiv.
(b) VEt=o.
(¢c)  f ist rechts-nichtausgeartet.

Beweis. Die Aquivalenz der Aussagen sicht man wie folgt. (a) <= (b) ist eine Eigenschaft
des Kerns einer linearen Abbildung. Und (b) <= (c) folgt unmittelbar aus der Definition von
links-nichtausgeartet und W+ (bzw. rechts-nichtausgeartet und V). U

Satz 5.5. Sei f : V x W — K eine Paarung von endlichdimensionalen K -Vektorrdgumen. Es

sind dquivalent:

(a)  f ist perfekt.

(b)  f ist nichtausgeartet.

(¢c)  f ist links-nichtausgeartet und dimg (V) = dimg (W).

(d)  f ist rechts-nichtausgeartet und dimg (V') = dimg (W).

(e)  Zu jeder Wahl von Basen % von V und € von W ist die Gram’sche Matriz von f qua-
dratisch und hat Determinante # 0.

(f)  Zu einer Wahl von Basen % von V wund € von W ist die Gram’sche Matriz von f
quadratisch und hat Determinante # 0.

Beweis. Wir zeigen (a) = (b) = ((c¢) und (d)) = ((c) oder (d)) = (e) = (f) = (a).

(a) = (b): Ist f perfekt, so sind die partiellen Auswertungsabbildungen ¢ und r Isomorphis-
men, also insbesondere injektiv. Nach Proposition 5.4 ist f nichtausgeartet.

(b) = ((c) und (d)): Sei f nichtausgeartet. Dann sind V' — W* und W — V* injektiv und
somit
dimg (V) < dimg(W*) = dimg (W) < dimg (V") = dimg (V),
so dafs (c) und (d) gelten. Der néchste Schritt nach ((c) oder (d)) ist trivial.
(c) oder (d) = (e): Angenommen, Aussage (c) gilt. Dann ist

0V Wt
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eine injektive lineare Abbildung zwischen endlichdimensionalen Vektorrdumen der gleichen Di-
mension, also ein Isomorphismus. Sei A = M%(f) die Gram’sche Matrix. Die Matrix von ¢
beziiglich % und €* ist die transponierte A?, siche Proposition 4.24. Dann:

¢ Isomorphismus <= det(A") # 0.

Da det(A) = det(A?), folgt Aussage (e). Mit Aussage (d) ist die Argumentation analog.

(e) = (f): Das ist trivial.

(f) = (a): Wenn die Gram’sche Matrix A = M#?(f) quadratisch ist und det(A) # 0 gilt,
dann sind lineare Abbildungen, die in Koordinaten durch Multiplikation mit A oder A! darge-

stellt werden, Isomorphismen. Dies trifft nach Proposition 4.24 auf die partiellen Auswertungen
£ und r zur Paarung f zu. Also ist f eine perfekte Paarung. O

Korollar 5.6 (Riesz’scher Darstellungssatz). Sei f : VxW — K eine nichtausgeartete Paarung
endlichdimensionaler Vektorrdume. Dann ist jede Linearform

W —=K
fiir ein eindeutiges v € V' von der Form
m=AL(v) = f(v,—).
Beweis. Nach Satz 5.5 ist f sogar eine perfekte Paarung. Demnach ist V' — W* ein Isomorphis-
mus und dies beinhaltet genau die Aussage des Korollars. O

Korollar 5.7. Ist f : VW — K eine nichtausgeartete Paarung von K -Vektorrdaumen endlicher
Dimension, dann gilt

dimK(V) = dimK(W).
Beweis. Nach Satz 5.5 (c). O

Beispiel 5.8. Das Standardskalarprodukt ( ,) : K™ x K" — K hat als Gram’sche Matrix
beziiglich der Standardbasis die Einheitsmatrix. Somit definiert das Standardskalarprodukt eine
perfekte Paarung. Insbesondere ist jede Linearform auf K™ von der Form

<Ua _>
fiir ein eindeutiges v € K".

Bemerkung 5.9. Im Endlichdimensionalen ist der Riesz’sche Darstellungssatz in Form des Ko-
rollars 5.6 kein schwieriger Satz. Dies dndert sich, wenn man zu unendlichdimensionalen topo-
logischen Vektorrdumen und stetigen Linearformen iibergeht.

Beispiel 5.10. Fiir einen K-Vektorraum V endlicher Dimension ist die Auswertungspaarung
VixV 5 K

eine perfekte Paarung. Die zur Auswertungspaarung gehorenden partiellen Auswertungen ¢ und
r sind die Identitdt V* — V* und die Abbildung ¢ : V' — (V*)* die v € V auf

tv): V' - K, t(v)(m) = 7(v)

abbildet. Man kann dies aus Satz 5.5 folgern: weil £ : V* — V* die Identitét ist und dim(V*) =
dim(V'), so ist (c) erfiillt, damit die Paarung perfekt und die Abbildung ¢ ein Isomorphismus.
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5.2. Symmetrische Bilinearformen. Wir spezialisieren nun Paarungen zu Bilinearformen.

Definition 5.11. Eine Bilinearform auf einem K-Vektorraum V ist eine Paarung
f:VxV oK.
Die Bilinearform f heifst
(1) symmetrisch, wenn fiir alle v,w € V gilt:
f(,w) = f(w,v),
(2) antisymmetrisch (oder schiefsymmetrisch), wenn fiir alle v,w € V gilt:
f(v,w) = = f(w,v),
(3) alternierend, wenn fiir alle v € V gilt
f(v,v) =0.
Im Fall einer symmetrischen Bilinearform f nennt man V- (Linkskern ist gleich Rechtskern)
auch das Radikal von f und verwendet die Notation Rad(f) = V.
Definition 5.12. Eine quadratische Matrix A € M,,(K) heifst
(1) symmetrisch, wenn A? = A
(2) antisymmetrisch (oder schiefsymmetrisch), wenn A! = — A,
(3) alternierend, wenn A® = —A und die Diagonaleintriige von A gleich 0 sind.

Beispiel 5.13. (1) Das Standardskalarprodukt (z,y) = 2ty auf K™ ist symmetrisch.

(2)  Sei C'(R) der R-Vektorraum der einmal stetig differenzierbaren reellwertigen Funktionen
auf R, und sei V' C C(R) der Unterraum derjenigen Funktionen f : R — R mit f(0) = f(1).
Auf V definiert fir f,g e V

1
(f.9) = /0 f(2)d (@)dz

eine antisymmetrische und alternierende Bilinearform. Wegen

1 1
(f,9)+ (9, f) = /0 f(@)g'(z) + g(z) f (z)dx = /U (f9)'(x)dz = fg(1) — fg(0) =0

liegt Antisymmetrie vor. Alternierend zu sein folgt aus der Kettenregel

1
(1.0 = [ @) @z = 3720) = 5720) =0

(3) Auf V = K? definiert die Determinante eine alternierende Bilinearform

T n |
, :=det .
(5 ) (e (2 )
Dies folgt aus den Eigenschaften der Determinantenfunktion.

Bemerkung 5.14. Sei A antisymmetrisch und sei a;; der i-te Diagonaleintrag von A. Dann ist
2a; = 0 als der i-te Diagonaleintrag von A? + A = 0. Wenn 2 € K*, so folgt a;; = 0 und A ist
sogar alternierend.

Je nach Anwendungsgebiet ist die Voraussetzung 2 € K* oft, oder, wenn Sie zum Beispiel
ein Computer sind, selten erfiillt.

Proposition 5.15. Sei V ein K-Vektorraum mit Basis B und Bilinearform f:V xV — K.
Sei B eine Basis von V und A = M?Z(f) die Gram’sche Matriz. Dann gilt:

(1)  f ist symmetrisch <= A' = A ist symmetrisch.
(2) f ist antisymmetrisch <= A' = —A ist antisymmetrisch.
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Beweis. Wir benutzen das Vorzeichen ¢ = 1 fiir den Fall ,symmetrisch®, und das Vorzeichen
€ = —1 fiir den Fall ,antisymmetrisch®.
Ist f (anti-)symmetrisch, so gilt
f(bi, bj) =£&- f(bj, bl) fiir alle 1 < i,j < n, (51)
und das ist dquivalent dazu, daf M#¥(f) (anti-)symmetrisch ist.

Fir die Umkehrung miissen wir aus (5.1) folgern, daf f (anti-)symmetrisch ist. Seien v =
Yo xibi und w =), yib; beliebig. Dann gilt

= FO_wibi, > ysb; § z;y; f (b, bj)
( J
=c- g xiy; f(bj, b)) =€ - f( E y]b],g xib) =¢- f(w,v).0

Wir zeigen nun eine Variante der binomischen Formeln.

Satz 5.16. Sei f eine symmetrische Bilinearform auf dem K-Vektorraum V. Dann gilt fiir alle
v,w € V die Polarisationsformel:

2f(v,w) = f(v+w,v+w) — f(v,v) — f(w,w)
Beweis. Wegen Bilinearitat gilt
flo+w,v+w)=flv,v+w)+ flw,v+w) = f(v,v) + f(v,w) + f(w,v) + f(w,w),
und die Symmetrie zeigt f(v,w)+ f(w,v) = 2f (v, w). Hieraus folgt die Polarisationsformel. I

Bemerkung 5.17. Die Polarisationsformel zeigt, daf eine symmetrische Bilinearform f durch die
Werte f(v,v) fiir alle v € V eindeutig bestimmt ist, sofern 2 € K* gilt.

Zum Schlufs dieses Abschnitts diskutieren wir die Begriffe antisymmetrisch und alternierend.

Proposition 5.18. Sei V' ein K-Vektorraum mit Basis & und Bilinearform f:V xV — K.

(1) f alternierend = f antisymmetrisch.
(2) Wenn 2 € K*, dann gilt auch: f antisymmetrisch = f alternierend.
(3)  f ist alternierend <= die Gram’sche Matriz von f beziiglich A ist alternierend.

Beweis. (1) Die Rechnung in der Polarisationsformel benutzt bis kurz vor Schluf nicht die Sym-
metrie. Es gilt immer
flwtw,ot+w) = flv,v+w)+ f(w,v+w) = fv,0) + f(v,w) + f(w,0) + f(w,w).

Ist f alternierend, so bleibt davon nur

0= f(v,w) + f(w,0),
und das zeigt die Antisymmetrie von f.
(2) Sei f antisymmetrisch. Dann ist fiir alle v € V

f(v,v) = _f(v7v)7
woraus 2f(v,v) = 0 folgt. Wenn 2 € K*, so kann man mit 1/2 multiplizieren und f ist alter-
nierend.

(3) Sei f alternierend. Dann ist f auch antisymmetrisch nach (1) und nach Proposition 5.15
die Gram’sche Matrix A = M?%(f) antisymmetrisch. Die Diagonaleintréige sind f(b;, b;) = 0,
wenn b; € % die Basisvektoren sind. Folglich ist A alternierend.

Sei nun A = (a;;) = M#%(f) alternierend und sei v = 31", ;b; € V ein beliebiger Vektor.
Dann gilt mit x = (21,...,2,)"

f(v,v):xtAx—ZZ;rlx]aU—Za:ajj aij + aj;) —i—Zx a; = 0. O

=1 j=1 1<J
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5.3. Duale Basis — ein zweites Mal. In Gegenwart einer perfekten symmetrischen Bilinear-
form gibt es nicht nur im Dualraum eine duale Basis. Der Notationsmifsbrauch kann verkraftet
werden, weil kontextabhéngig klar ist, ob die duale Basis des Dualraums oder die duale Basis
im folgenden Sinne gemeint ist.

Lemma—Definition 5.19. Sei (V,(, )) ein endlich-dimensionaler K - Vektorraum mit einer per-
fekten symmetrischen Bilinearform. Die duale Basis zu einer Basis 2 = (b1, ..., by) beziglich
(,) ist die Basis #* = (b3, ...,b}) mit der Eigenschaft

o _ )0 1#7,
{bi- bj) = { 1 i=j.

Beweis. Sei (71,...,m,) die zu # duale Basis von V*. Der Riesz’sche Darstellungssatz, Korol-
lar 5.6, garantiert die Existenz und Eindeutigkeit von Vektoren b7 mit

;= (=, b5) = r(b).
Die Vektoren (b7, ..., b)) bilden eine Basis von V', weil die rechtspartielle Auswertung r : V- — V*

rn
ein Isomorphismus ist (die Paarung ( , ) ist perfekt) und 7(%*) eine Basis von V* ist. O

Bemerkung 5.20. (1) Die Gram’sche Matrix M%#"(( | )) ist die Einheitsmatrix. Und umge-
kehrt, wenn fiir eine Basis € die Gram’sche Matrix M%“(( ,)) die Einheitsmatrix ist,
dann ist ¥ = %#* die duale Basis bzgl. (, ).

(2) Jede Basis & ist gleich ihrer doppelt dualen (£*)*, da ( , ) symmetrisch ist.

Beispiel 5.21. Die Standardbasis & des K™ ist gleich der eigenen dualen &* = & beziiglich des
Standardskalarprodukts auf K™.

Bemerkung 5.22. Die duale Basis #* erlaubt es, die Koordinaten eines Vektors beziiglich %
hinzuschreiben. Fiir alle v € V' gilt

n

v=>Y (v,b)bi. (5.2)
i=1
Man bestimmt die Koeffizienten im Ansatz v = ), A;b; durch Anwendung der Linearform (—, bj)

als
(v,b7) = ZAbZ, ) Z)\ (bi by = Xidij = ;.

5.4. Adjungierte Abblldungen. Eine lineare Abbildung hat beziiglich perfekter Paarungen
auf Quelle und Ziel einen Partner, die adjungierte Abbildung.

Satz—Definition 5.23. Seien ( , )y : V xV — K und ( , )w : W x W — K perfekte symme-
trische Bilinearformen von endlich-dimensionalen K-Vektorraumen, und sei f : V. — W eine
K-lineare Abbildung. Dann gibt es eine eindeutige K -lineare Abbildung

W=V
mit der Figenschaft, daf$ fir alle v €V und w € W gilt:
<f(U),’LU>W = <’U¢ f*(w»\/

Dieses f* heifsit die zu f adjungierte Abbildung.
Beweis. Jedes w € W definiert eine Linearform L, : V — K

Lw(v) = <f(v)7w>W
Der Riesz’sche Darstellungssatz, Korollar 5.6, liefert ein eindeutiges Element f*(w) € V' mit

Ly = (= f*(w))v.
Die so definierte Abbildung f*: W — V erfiillt fiir alle v € V und w € W

(f(w),wyw = (v, f*(w))v
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Der Eindeutigkeitsteil des Korollars 5.6 zeigt, dafs f* bereits hierdurch eindeutig festgelegt ist.

Es bleibt zu zeigen, dafs f* linear ist. Dazu betrachten wir wy,ws € W und A1, Ao € K. Da
fiir alle v € V' gilt

(v, M f*(wr) + A f* (w2))v = (v, f*(wi))v + Ao (v, f*(w2))v
= M (f(v), wi)w + Ao (f (v), w2)w = (f(v), Mrwr + Agw2)w,
werden die Anforderung an f*(Aw; + pwe) durch Ay f*(w1) + Ao f*(we) erfiillt. Die besagte
Eindeutigkeit des Riesz’schen Darstellungssatzes zeigt
Fr(Awr + dowa) = A f*(wr) + Ao f* (w2),
somit ist f* linear. O

Beispiel 5.24. Seien V. = K" und ( , )y = (, ) das Standardskalarprodukt auf K", und seien
W = K™ und (, ) das Standardskalarprodukt auf K. Eine lineare Abbildung f : K — K™
ist Matrixmultiplikation mit einem A € My, x,(K). Die Rechnung fiir alle x € K™ und y € K™

(Az,y) = (Az)'y = o' (A'y) = (2, A'y)
zeigt, daf die adjungierte Abbildung f* : K™ — K™ durch Multiplikation mit der transponierten

Matrix A! vermittelt wird.

Wir sind eigentlich an Spezialfillen interessiert, siehe unten, aber es ist ein iibliches Phdnomen,
dafs die algebraischen Eigenschaften klarer sind, wenn man unnétige Identifikationen vermeidet.

Satz 5.25 (Funktorialitit). Seien (, )u, (, )v und (, )w perfekte symmetrische Bilinearformen
auf endlich-dimensionalen K-Vektorrdumen U, V und W.

(1)  Die Identitit idy : V — V ist selbstadjungiert: es gilt
(idy)* =idy .
(2) Seieng:U —V und f:V — W zwei K-lineare Abbildungen. Dann gilt
(f9) =g f":W=U.
Man spricht von contravarianter Funktorialitdt.
Beweis. (1) ist trivial und (2) folgt sofort aus der Rechnung fiir v € U und w € W
(u, g" (f*(w)))v = (g(uw), f*(w))v = (f(g(u)), w)w. .

Wir erlauben uns nun die Nachlédssigkeit, in der Notation die Bilinearformen auf V' und auf
W nicht mehr zu unterscheiden.

Satz 5.26. Seien (V,(,)) und (W,(,)) zwei endlich-dimensionale K -Vektorriume mit perfek-
ten symmetrischen Bilinearformen. Sei 8 = (bi,...,b,) eine Basis von V und € = (c1, ..., Cm)
eine Basis von W. Dann gilt

MG (f*) = MZ(f)'
fiir alle linearen Abbildungen f:V — W.
Beweis. Mit (5.2) folgt fir alle 1 <j <mn

=1

Wegen Symmetrie ist % die duale Basis zu #*. Mit (5.2) folgt fiir alle 1 <i <m

j=1
Damit berechnet sich der ij-Matrixeintrag zu

(MZ(f));; = (b, ¢ = (cf, £ (b)) = (f*(e): b) = (MG (f7) O
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Satz 5.27. Seien (V,(,)) und (W,(,)) zwei endlich-dimensionale K - Vektorriume mit perfek-
ten symmetrischen Bilinearformen. Die Zuordnung f — f* definiert einen Isomorphismus von
K -Vektorrdumen
(=) : Homg (V, W) — Hompg (W, V).
Das Inverse ist wieder (—)*: fiir alle linearen Abbildungen f :V — W gilt (f*)* = f.
Beweis. Sei f; : V — W und \; € K fiir ¢ = 1,2. Dann ist fiir alle v € V und w € W:
(0, M fT (W) + Ao f5 (w)) = A (v, f(w)) + Aa(v, f5(w))
= A (f1(v),w) + A2(fo(v), w) = (M f1 + Az f2) (v), w).
Die Definition der adjungierten Abbildungen zeigt dann fiir alle w € W
(ALf1+ Az f2)"(w) = Aufi(w) + Ao f3 (w),

also die Linearitét von (—)*.
Die Aussage iiber das doppelt Adjungierte und damit sofort die Bijektivitat von (—)* folgt
aus der Rechnung fiir alle v € V und w € W:

(v, (f)(w)) = (f*(v), w) = (w, f*(v)) = (f(w),v) = (v, f(w)).
Hier geht die Symmetrie von ( , ) ein. In der Tat zeigt Eindeutigkeit in Korollar 5.6 (alternativ
Lemma 5.2) wieder f(w) = (f*)*(w) fir alle w € W. O

Beispiel 5.28. Wir betrachten die Drehung R, : R? — R? des R? um den Winkel . Um die
Begriffe Winkel und Drehung kiimmern wir uns genauer in den Abschnitten §8.2 und §9.1. Die
Drehung R, ist beziiglich Standardkoordinaten gegeben durch die Matrixmultiplikation mit

D, = ( Zif((Z)) Zié?fof) > '

Wir statten R? mit dem Standardskalarprodukt aus und wihlen 2 = % gleich der Standardbasis.
Dann sind auch die dualen Basen %" = %™ gleich der Standardbasis, und die Matrix zu R
berechnet sich nach Satz 5.26 durch:

o= (T )= () g ) = oem e

Letzteres benutzt die aus der Analysis bekannte Gleichung cos?(¢) + sin?(¢) = 1. Es gilt also
* _ -1
R, =R_,=R,"

UBUNGSAUFGABEN ZU §5
Ubungsaufgabe 5.1. Sei V ein K-Vektorraum. Wir betrachten die Abbildung
L Vo= (V9"
v (f e f(0).
Zeigen Sie, dak ¢ eine injektive K-lineare Abbildung ist, und daf ¢ sogar ein [somorphismus ist,

sofern dimg (V') < oc.
Tipp: Benutzen Sie eine geeignete Paarung.

Ubungsaufgabe 5.2. Finden Sie eine nichtausgeartete Paarung, die nicht perfekt ist.

Ubungsaufgabe 5.3. Auf den stetig differenzierbaren periodischen Funktionen
CYSYL,R):={f:R—=R; f(z+1)= f(z) fiir alle € R, und f stetig differenzierbar}
sei durch

1
(f.9) = / £(9)g'(0)dv
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eine Paarung

(,):C'(S",R) x C*'(SL,R) = R
definiert. Zeigen Sie, daf die konstanten Funktionen sowohl im Linkskern als auch im Rechtskern
liegen.

Ubungsaufgabe 5.4. Finden Sie eine perfekte Paarung (, ) : V x V — K und einen Unterraum
W C V, so dab die Einschrankung von ( , ) auf W x W — K keine perfekte Paarung ist.

Ubungsaufgabe 5.5. Beschreiben Sie eine symmetrische Bilinearform, beziiglich derer die Polari-
sationsformel aus Satz 5.16 zu einer binomischen Formel wird.

6. ORTHOGONALITAT

6.1. Orthogonalitit. Letztendlich wollen wir mit Bilinearformen Geometrie mit Langen und
Winkeln betreiben. Der Begriff der Orthogonalitéit ist ein Vorgriff hierauf. Zur Motivation be-
trachten wir das Standardskalarprodukt ( , ) auf R™ und definieren die Ldnge eines Vektors
z=(21,...,2,)" € R™ als

|lz|| = /(x,z) = (Zx%)lﬂ
i=1

und den Abstand von z,y € R™ als d(x,y) := ||z — y||

X -X y
o R s Sty SR A
y
) A N
X-y N
-7 - N
3
(a) Abstand von Punkten im R", ein Parallelo- (b) Orthogonale Vektoren.

gramm.

ABBILDUNG 6. Euklidische Motivation fiir Lange und Orthogonalitét.

Elementargeometrisch motiviert sagen wir, daff x und y orthogonal sind, wenn y denselben
Abstand von z wie von —z hat. Dies fithrt zu

dy,—2)* —d(y,2)* = ly+ 2> =y — 2> = y+z,y +2) = (y — v,y — @)
=y+z) +(zy+a)—(yy—z)+ (x,y — 2) = (y,22) + (z,2y)
= 4Hz,y),
wobei wir die Symmetrie des Standardskalarproduktes benutzt haben, also
x senkrecht auf y <= (z,y) =0.

Dies erheben wir in der allgemeinen Situation zur Definition.
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Definition 6.1. Sei V' ein K-Vektorraum mit einer symmetrischen Bilinearform ( , ). Zwei
Vektoren v, w € V heifen orthogonal (beziiglich ( , )), wenn
(v,w) =0
gilt. Als Notation vereinbaren wir v L w, wenn v und w orthogonal sind.

Bemerkung 6.2. (1)  Orthogonalitét ist kein Begriff des Vektorraums alleine, sondern héngt ab
von dem Paar (V,(,)).
(2) Da wir (, ) als symmetrisch vorausgesetzt haben, gilt

vlw <= wlo.
Die Relation ,orthogonal ist symmetrisch, aber nicht transitiv.

Beispiel 6.3. (1) Beziiglich des Standardskalarprodukts auf K™ sind verschiedene Standard-
basisvektoren e; und e; fiir ¢ # j orthogonal, denn

<€z‘, 6]') = (51]

(2) Ein Vektor kann zu sich selbst orthogonal sein. Wir betrachten die symmetrische Biline-
arform (v, w) 4 = v' Aw auf K? beziiglich der Matrix

A:(?é)

Dies ist eine perfekte symmetrische Bilinearform, weil A = A und det(A) # 0. Trotzdem

ist fiiri =1,2

<€Z', €i> =0.
Beide Standardbasisvektoren sind orthogonal zu sich selbst. Dies ist auch ein Beispiel einer
perfekten symmetrischen Bilinearform (det(A) = —1), die eingeschrinkt auf einen linearen

Unterraum (hier Ke; C K 2) nicht perfekt ist.

Definition 6.4. Sei V' ein K-Vektorraum und ( , ) eine symmetrische Bilinearform auf V. Der
Orthogonalraum zu einem K-Untervektorraum U C V ist

Ut ={veV; (vu) =0 fir alle u € U}.
Dies ist der Kern von V' — U*, v — (v, —)|y7, somit ein K-Untervektorraum von V.

Bemerkung 6.5. (1)  Weil wir mit einer symmetrischen Bilinearform arbeiten, gilt auch
Ut ={veV; (uv) =0 fir alle u € U}.

Linksorthogonalraum und Rechtsorthogonalraum stimmen iiberein, weshalb wir nur kurz
vom Orthogonalraum sprechen.

(2) Fir eine symmetrische Bilinearform ( , ) auf V sind Linkskern und Rechtskern identisch
und stimmen mit dem Orthogonalraum V- zum ganzen Vektorraum V iiberein. Die dop-
peldeutige Notation V1 ist also ungefihrlich.

(3) Man kann Orthogonalitét auch fiir nicht notwendig symmetrische Bilinearformen oder
allgemeiner fiir Paarungen definieren. Dann muf man aber zwischen linksorthogonal und
rechtsorthogonal unterscheiden. Das ist uns zu miihsam.

Proposition 6.6. Sei V' ein K-Vektorraum und ( , ) eine symmetrische Bilinearform auf V.
Seien U und W Unterrdume von V. Dann gilt:

(1) UCW =W+ cCU*.

2) (U+W)t=Uutnwt.

(3) Ur+WtcC(UnWw)t.

(4) UC(UH*-
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Wenn ( , ) zusdtzlich eine perfekte Paarung ist, dann gilt
dim(U+) 4 dim(U) = dim(V),
in (1) gilt Aquivalenz und in (3) und (4) gilt Gleichheit.

Beweis. (1) folgt sofort aus der Definition.
(2) Wegen U C U + W folgt (U + W)+ C UL. Mit W analog, also (U + W)+ C U+ NnW+.
Fiir die umgekehrte Inklusion miissen wir zeigen, daf jedes € UMW mit einem beliebigen
y €U+ W zu 0 paart. Es gibt v € U und w € W mit y = u + w. Dann folgt

(x,y) = (x,u+ w) = (x,u) + (zr,w) = 0.

(3) Wegen U NW C U gilt U+ C (UN W)+ und analog mit W.
(4) folgt aufgrund der Symmetrie sofort aus der Definition.

Sei nun ( , ) perfekt. Die Einschrankung auf U nach linkspartieller Auswertung

(p . V £> V* (7)‘U U*

ist surjektiv: jede Linearform auf U 145t sich auf V' fortsetzen und £ ist ein Isomorphismus nach
Voraussetzung. Per Definition ist ker(p) = U+. Aus der Kern/Bild-Dimensionsformel folgt

dim(U+) = dim(V) — dim(U).
Wenden wir dies auch auf U+ an, so folgt
dim ((UH)1) = dim(V) — dim(U*) = dim(V) — (dim(V) — dim(U)) = dim(U).
Weil U C (U+)*, folgt durch Dimensionsvergleich sogar Gleichheit U = (U+)*.
Jetzt folgt Gleichheit in (3) aus (2) angewandt auf U+ und W+:
UL+ Wt = (U +whHH T = (UHEnwhHhH T = wnw)t,
Und in (1) folgt die Riickrichtung durch (1) angewandt auf U+ und W+:
wtcuvt= UuhHtcwht = vcw O
6.2. Orthogonalbasen und Diagonalform.

Definition 6.7. Eine Orthogonalbasis eines K-Vektorraums V mit Bilinearform ( , ) ist eine
Basis % von V| so dass fiir alle verschiedenen Basisvektoren b # b aus £ gilt:

(b,b')y = 0= (t/,b).
Wenn ( , ) symmetrisch ist, bedeutet das, b L ¥’ sind orthogonal.

Beispiel 6.8. Beziiglich des Standardskalarprodukts auf K™ ist die Standardbasis eine Orthogo-
nalbasis.

Lemma 6.9. Sei (, ) eine Bilinearform auf dem K -Vektorraum V mit Basis 2 und zugehdriger
Gram’scher Matriz A. Dann sind dquivalent:

(a) A ist Orthogonalbasis fir V.
(b) A ist eine Diagonalmatriz.

Beweis. Dies folgt sofort aus der Definition von Orthogonalbasis und Gram’scher Matrix. [

Lemma 6.10. Sei & = (by,...,by,) eine Basis des K -Vektorraums V. Sei i fiziert mit 1 < i < n.
Sei x; € K fiir alle j # i. Dann ist auch

B = (b + x1bi, ..., bi—1 + xi—1bi, by, biy1 + xig1bs, ..., by + z0b;)

eine Basis von V.
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Beweis. Das Tupel %’ hat die richtige Anzahl von Vektoren. Es reicht zu zeigen, daff diese
ein Erzeugendensystem sind. Dafiir reicht es, die Vektoren der Basis & als Linearkombination
darstellen zu kénnen. Der Vektor b; ist dabei und fiir alle j # ¢ gilt

bj = (bj + ijl') —xjb; € <=%;,>K U

Bemerkung 6.11. Im Folgenden wird fiir einen Korper oft die Voraussetzung 2 € K* gefordert
werden. Diese Notation muf erklart werden. Dazu erinnern wir daran, daf jeder Kérper Elemente
0,1 € K hat, und damit fiir jedes n € Ny ein Element (zur Unterscheidung kurzzeitig n
benannt)
ng=1+...+1€ K.
—_——
n-mal
Es ist also 0 = 0 und 1x = 1 im jeweiligen Koérper. Man iiberzeugt sich leicht, daf fiir alle
n,m € N gilt
(n4+m)g =nk +mg.
Allgemeiner, mittels additiven inversen Elementen (—n)x = —(ng), erhélt man einen Ringho-
momorphismus Z — K
ne=ng.
Wenn im Folgenden von 2 € K die Rede ist, so ist stets 2 = 1+1 € K gemeint. Fiir die Korper
Q,R und C ist 2 # 0, und damit gilt 2 € K*. Aber fiir K = Fy oder auch F, mit einer 2er
Potenz ¢ ist 2 = 0, und damit gilt 2 ¢ K*.

Theorem 6.12 (Diagonalformensatz). Sei K ein Kdorper mit2 € K*. Sei f : V xV — K eine

Bilinearform auf dem K-Vektorraum V mit dimg (V') < co. Dann sind dquivalent:

(a)  Die Bilinearform f ist symmetrisch.

(b) V' hat eine Orthogonalbasis beziiglich f.

(c) Es gibt eine Basis B von V, so daf die zugehirige Gram’sche Matriz M#ZZ(f) eine
Diagonalmatrix ist.

Beweis. Die Aquivalenz (b) <= (c) folgt aus Lemma 6.9. Da Diagonalmatrizen symmetrisch
sind, folgt (c) = (a) aus Proposition 5.15. Wir miissen nur noch (a) = (b) zeigen.
Schritt 1: Wenn f die Nullform ist, also f(v,w) = 0 fiir alle v,w € V, dann ist nichts zu

tun: jede Basis ist Orthogonalbasis. Andernfalls zeigt die Polarisationsformel (Symmetrie!) aus
Satz 5.16

1
f(U,U)) = i(f(v‘i‘ll),"l)‘i‘w) - f(’l),"U) - f(wvw))
die Existenz eines Vektors by € V mit f(by,b1) # 0.

Schritt 2: Wir ergénzen by zu einer Basis € = (b1, c2,¢3,...,¢,) von V. Wir mochten nun die
¢; durch Vektoren, die zu b; orthogonal sind, ersetzen. Dazu machen wir den Ansatz

by = ¢i + \iby
mit zu bestimmenden A\; € K. Paarung mit by liefert
0 - f(ci7 bl) + >\7,f(b17 bl);

was sich nach Voraussetzung eindeutig nach \; auflosen lafst: wir setzen fir i = 2,...,n
f(ci7 bl)
b, =c;i+ Nby = ¢; — ——%by.
' fbr,br)
Dann ist B’ = (by, ), b5, ..., b)) auch eine Basis von V nach Lemma 6.10, und fiir i = 2,...,n
gilt nach Wahl von \;
f(civ bl)
bi,b1) = f(ci,b1) — % f(by,b1) = 0.
S (b b1) = f(ci,b1) f(bl,bl)f( 1,b1)

Der Unterraum W = (b, ..., b, )k C V liegt somit im Orthogonalraum (b;)*.
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Schritt 3: Jetzt argumentieren wir per Induktion nach n = dim(V'). Der Induktionsanfang
dim(V') = 0 ist trivial.

Die Einschrinkung von f auf W ist eine symmetrische Bilinearform auf W, und wegen
dim(W) = dim(V') — 1 gibt es per Induktionsannahme eine Orthogonalbasis ba, ..., b, von W.
Damit ist aber & = (by,...,by,) eine Orthogonalbasis von V: In der Tat gilt f(b1,b;) = 0 fiir
i >2,dab; € (b)) Und fiir i # j mit 4,5 > 2 gilt f(b;,b;) = 0 per Induktionsannahme. In der
linearen Hiille von £ liegt die Basis %', damit ist # ein Erzeugendensystem aus dim(V')-vielen
Vektoren und somit selbst eine Basis. (]

Korollar 6.13. Sei K ein Kérper mit 2 € K*. Sei f : V xV — K eine symmetrische Bili-
nearform auf dem K-Vektorraum V mit dimg (V) = n < oo. Dann gibt es eine Basis % und
Ay Ay € K mit
flo,w) = z1y1 + ... + AnZnyn
fiir alle v € V und w € W dargestellt durch Koordinaten v = kg(v) = (x1,...,2,)" und
Y= K’@(w) = (yla s )yn)t'
Die Bilinearform ist perfekt <= X\; #0 fir allei=1,...,n.

Beweis. Dazu eignet sich jede Orthogonalbasis %, deren Existenz durch Theorem 6.12 gesichtert
ist. Die Gram’sche Matrix D = M%%(f) ist dann eine Diagonalmatrix D = diag(Ay, ..., \n)
und die Formel ergibt sich sofort aus (4.1).

Die Aussage iiber die Perfektheit der Paarung folgt wegen det(D) = [[;"; \; sofort aus
Satz 5.5. O

Korollar 6.14 (Normalformensatz). Sei 2 € K*. Zu einer symmetrischen Matrivt A = Al €
M, (K) gibt es S € GL,(K) und eine Diagonalmatriz D € M,,(K), so dafs

A=S'DS.
Beweis. Wir betrachten die Bilinearform (x, Ay) = 2! Ay auf K™. Nach Proposition 5.15ist (, ) 4

symmetrisch, weil A symmetrisch ist. Theorem 6.12 zeigt die Existenz einer Orthogonalbasis %
fir (, )4. Dann ist nach Lemma 6.9

D =M"7((—,—)a)
eine Diagonalmatrix. Sei & die Standardbasis und dann S = Mf};(id) die Basiswechselmatrix.
Die Transformationsformel fiir Gram’sche Matrizen aus Proposition 4.19 liefert dann
A=M"((—,—)a) = S'DS. O

Sei K ein Korper. Ein Vertretersystem von K modulo den Quadraten (K *)? ist eine Teilmenge

A C K, so dak jedes Element x € K von der Form
r = A\a?

mit a € K* und eindeutigem A € A ist.

Satz 6.15. Sei K ein Korper mit 2 € K*. Sei A C K ein Vertretersystem von K modulo den
Quadraten (K*)2. Sei V ein endlichdimensionaler K -Vektorraum.

Zu jeder symmetrischen Bilinearform ( , ) auf V gibt es eine Orthogonalbasis, beziiglich der
die Gram’sche Matriz nur Eintrige aus A hat.

Beweis. Wir wéhlen zunédchst nach Theorem 6.12 eine Orthogonalbasis ¢ = (cy,...,¢y,). Wir
schreiben die Diagonaleintriage z; = (¢;, ¢;) in der Form
mit \; € A und a; € K*. Mit
1
bi=—c¢;

a;
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ist = (b1,...,b,) auch eine Orthogonalbasis, und zwar mit

1 ;
(bi, bi) = ?<Ciycz'> =— =\

% 7

Die Basis &£ hat die gesuchten Eigenschaften. U

Beispiel 6.16. (1) Fir K = R kann man A = {—1,0,1} nehmen. Jede symmetrische Bi-

(2)
3)

linearform eines endlich-dimensionalen R-Vektorraums hat eine Orthogonalbasis, deren
Gram’sche Matrix diagonal ist und nur 1,0 oder —1 auf der Diagonalen hat.

Fir K = C kann man A = {0, 1} nehmen.

Fir K = Q kann man als A die Menge der quadratfreien ganzen Zahlen und 0 nehmen.
Eine ganze Zahl n heifit quadratfrei, wenn es keine ganze Zahl d > 1 gibt, so daf d? | n.
Aquivalent dazu tritt in der Primfaktorzerlegung von einem quadratfreien n € Z jede
Primzahl hochstens einmal auf.

6.3. Anisotropie und das Gram-Schmidt’sche Verfahren.

Definition 6.17. Sei V ein K-Vektorraum mit einer symmetrischen Bilinearform ( , ).

(1)

(2)

Ein anisotroper Vektor ist ein v € V mit

(v,v) # 0.

Ein isotroper Vektor ist ein v € V' mit (v,v) = 0.
Die Bilinearform ( , ) heifit anisotrop, wenn alle v € V| v # 0 anisotrop sind.

Proposition 6.18. Eine anisotrope symmetrische Bilinearform ist nichtausgeartet.

Beweis. Zu jedem Vektor v # 0 ist gerade w = v selbst ein Partner mit (v, w) # 0. U

Beispiel 6.19. Sei K = R.

(1)

(4)

Das Standardskalarprodukt auf R™ ist anisotrop, denn fiir v = ), x;e; # 0 ist stets
(v,v) = Zx? > 0.
i

Spéter spezialisieren wir uns auf allgemeinere Skalarprodukte von R-Vektorrdumen, deren
Anisotropie auf Positivitdt beruht, ein Begriff der spezifisch fiir R oder allgemeiner fiir
angeordnete Korper ist. Die Voraussetzung ,anisotrop‘ ist also eine in der Praxis héufig
anzutreffende Eigenschaft.

Das Standardskalarprodukt auf (F2)? ist nicht anisotrop, weil

<61+€2,€1—|—€2>:1+1:O.

T

y) € (F,)? isotrop, wenn

Allgemeiner ist v = (
0= (v,v) = 2 + 3

und solche v # 0 gibt es genau dann, wenn p = 2 oder p = 1 (mod 4). Fiir die letzte
Aussage sei auf die Vorlesung ,Elementare Zahlentheorie* verwiesen.

Das Standardskalarprodukt auf (]Fp)3 ist nie anisotrop. Das lernt man auch in der Vorlesung
»Elementare Zahlentheorie*: die Gleichung

P +22=0
hat stets Losungen 0 # (z,y, z) € Fg.
Die Bilinearform auf R? beziiglich der Standardbasis gegeben durch

=0 5)
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ist nicht anisotrop. Der Vektor v = (z) ist isotrop <— z = +y:

(v,0)a = 2% —y* = (z —y)(z + ).

Insbesondere ist e; + eo isotrop.

Theorem 6.12 hat fiir anisotrope symmetrische Bilinearformen einen konstruktiven Beweis.
Der Beweis beinhaltet einen Algorithmus, der im anisotropen Fall aus einer beliebigen Basis eine
Orthogonalbasis macht.

Satz 6.20 (Gram—Schmidt’sches Orthogonalisierungsverfahren). Sei V' ein K-Vektorraum mit

einer anisotropen symmetrischen Bilinearform ( , ). Sei € = (c1,...,¢n) eine Basis von V. Wir
konstruieren fir j =0,...,n eine Basis BYU) = (bi,...,bj,¢j41,...,¢pn) durch
i—1
b: =c¢ _] <C]7bi>b
T = b))

Die Basis B = B™ st eine Orthogonalbasis von V' beziglich ( , ).

Beweis. Per Induktion nach j zeigen wir, dak 2\ ecine Basis ist und die auftretenden Nenner
# 0 sind. Fiir j = 0 gilt dies nach Annahme an %.

Sei U1 eine Basis. Nach der Definition von AY) ist klar, dak die lineare Hiille von 2U)
gleich der linearen Hiille von #U~1 ist, denn

f b € (BD)

Daher ist %) ein Erzeugendensystem aus dim(V)-vielen Vektoren, also eine Basis.
Da ( , ) anisotrop ist, sind alle auftretenden Nenner von 0 verschieden, denn die Vektoren b;
gehoren zu einer Basis und sind daher b; # 0. Die Konstruktion ist wohldefiniert.

Wir zeigen nun per Induktion nach j, daf fiir & < j stets (by, bj) = 0 gilt. Fiir j = 1 ist nichts
zu zeigen. Wir nehmen an, die Behauptung ist wahr fiir j — 1, und rechnen dann

! (cj ! (cj,b;)
bi, bj) = (b b (b, cj) — 2L (b, b;
Ok L) = (b €5 = 2 b)) il = 2y OB
<cj7 bi)
b - by, b)) =
< k7cj> <bk;bk>< k> k> O
Dies zeigt, dafs der Algorithmus mit einer Orthogonalbasis endet. O

Bemerkung 6.21. Der Basiswechsel S = M%(id) von der Basis ¢ nach # aus Satz 6.20 ist eine
unipotente (nur 1 auf der Diagonalen) obere Dreiecksmatrix. In der Tat gilt

Jj— 1 c
bj+z ]’
=1

so dak § = (Sz‘j)lgi,jgn mit

b

iiz,bi; <7

Sij =9 1 =7,
0 1> 7.

Mit S ist auch S~!, die Basiswechselmatrix MC? (id), eine obere Dreiecksmatrix, denn die Menge
der oberen Dreiecksmatrizen ist eine Untergruppe von GL, (K).
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Bemerkung 6.22. Das Gram-Schmidt’sche Orthogonalisierungsverfahren hat in Satz 6.20 als Vor-
aussetzung, dafs die Bilinearform ( , ) anisotrop sein muf. Dies ist notig, damit der Algorithmus
beweisbar eine Orthogonalbasis liefert und nicht wegen einer undurchfithrbaren Division durch
0 vorzeitig zum Stehen kommt.

Ohne die Voraussetzung ‘anisotrop’ kann man den Algorithmus aber trotzdem auf gut
Gliick versuchen in der Hoffnung, daf keiner der produzierten Basisvektoren b; isotrop ist.

Ist b; leider isotrop, dann muff man eben wie im Induktionsschritt des Beweises von Theo-
rem 6.12 verfahren und ein neues b; wahlen. Als ersten Versuch permutiere man die noch zu
orthogonalisierenden restlichen Basisvektoren (man dndere die Reihenfolge).

6.4. Orthogonale Summe. In Linearer Algebra wurde das Konzept der inneren direkten
Summe behandelt. Ein K-Vektorraum V ist die innere direkte Summe zweier Unterrdume Wy
und Wy, wenn V = W + Wy und Wi N Wy = (0). Wir schreiben
V=W; & Ws.
Dies bedeutet, dafk jedes v € V' auf eindeutige Weise als v = w1 + wo mit w; € W; geschrieben
werden kann: die lineare Abbildung
%] XWQ—)V, (wl,w2)+—>w1+w2

ist ein Isomorphismus.

Dieses wollen wir hier durch die orthogonale innere direkte Summe ergénzen, wenn die Sum-

menzerlegung eine symmetrische Bilinearform beriicksichtigt.

Definition 6.23. Ein K-Vektorraum V mit symmetrischer Bilinearform f: V xV — K ist die
innere orthogonale Summe

V=W EBL Wy
zweier Unterrdume Wy, Wy C V', wenn

(i) V =W; & Ws die innere direkte Summe von Vektorrdumen ist,
(ii))  und alle w; € W; und we € W orthogonal sind:

f(wy,we) = 0.
Bemerkung 6.24. Wenn V = W, @+ Wy gilt unter der Identifikation Wi x Wy = V fiir alle
v = (v1,v2), w=(wy,wy) € Wi Xx Wo =V
Jv,w) = f(vr,wr) + f(va, w2).
Notation 6.25. Als Notation fiir die orthogonale Summe findet man auch Wi L Whs.

Man kann eine orthogonale Summenzerlegung der Gram’schen Matrix ablesen, sofern die Basis
aus Basen der Summanden durch Vereinigung entsteht.

Proposition 6.26. Sei V' mit symmetrischer Bilinearform f :V xV — K die direkte Summe
V = Wi & Wy zweier K-Vektorraume W;. Seien %B; Basen von W; und

Ap = M77(f;)
die Gram’sche Matriz der eingeschrankten Bilinearform f; = flw,xw,. Dann sind dquivalent:

(a) 'V ist orthogonale Summe V = Wi &+ Ws.
(b)  Die Gram’sche Matriz von f beziiglich der Basis® B = %, U By ist die Blockmatriz

(A0
a=(7 4)
Insbesondere ist f perfekt genau dann, wenn fi1 und fo perfekt sind.

6Notationsmikbrauch! Eine Basis ist keine Menge, sondern ein Tupel. Die Ordnung ist wichtig, denn sie
bestimmt zum Beispiel die Reihenfolge der Koordinaten. Wir verstehen unter Z = %, U %2 dasjenige Tupel, das
aus 1 durch Anhéingen des Tupels B2 entsteht.
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Beweis. Die Gram’sche Matrix von f hat Blockform

(A B
(e n)
mit C' = B' mit den Eintrigen (b, ) fiir b € %, und b’ € %,. Die Matrix B beschreibt damit
die Einschrankung

fi2 = flwisxws, : Wi x Wa — K.

Die direkte Summe ist orthogonal genau dann, wenn fi2 = 0 gilt. Nach Proposition 4.4 ist die
Paarung f12 die Nullabbildung, wenn die Werte auf Paaren von Basisvektoren 0 sind. Das ist
genau die Bedingung B = 0.

Behandeln wir nun die Frage, ob f perfekt ist. Als Blockmatrix hat A die Determinante
det(A) = det(A1) det(Az).

Es ist f (bzw. f;) perfekt genau dann, wenn det(A) € K* (bzw. det(4;) € K*). O
Bemerkung 6.27. Sei 2 € K* und (V,( ,)) ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit sym-
metrischer Bilinearform. Theorem 6.12 besagt nun, dafs V' eine orthogonale Summe von 1-
dimensionalen K-Vektorrdumen mit symmetrischer Bilinearform ist. Es gibt ndmlich eine Or-
thogonalbasis Z = (b1, ...,by,), und dann ist mit V; = Kb;

V=viet.. oy,
eine orthogonale Summe.
Definition 6.28. Ein orthogonales Komplement eines Untervektorraums U in einem K-

Vektorraum V mit symmetrischer Bilinearform f : V xV — K ist ein Untervektorraum W C V,
so dak V' (mit f) die innere orthogonale Summe ist:

V=UaWw.
Proposition 6.29. Sei V' ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum mit anisotroper symmetri-

scher Bilinearform ( , ), und sei U C'V ein Untervektorraum.

(1) U*L ist ein orthogonales Komplement.
(2)  Das orthogonale Komplement ist eindeutig.

Beweis. Fiir v € UN U folgt (u,u) = 0. Da (, ) anisotrop ist, schlieken wir u = 0. Damit ist
UNnU+ = (0).

Anisotrope symmetrische Bilinearformen sind nichtausgeartet, denn fiir alle v € V', v # 0 gilt
ja (v,v) # 0, also gilt nach Propostion 6.6 und der Dimensionsformel

dim(U + U1) = dim(U) + dim(U+) — dim(U N U*) = dim(V).
Daraus folgt U + U+ = V und die Summe ist sogar direkt: U @ U+ = V. Per Definition ist die
Summe auch orthogonal und U~ ein orthogonales Komplement.

Jetzt zeigen wir die Eindeutigkeit des orthogonalen Komplements. Sei W ein orthogonales
Komplement von U. Dann ist
dim(W) = dim(V) — dim(U) = dim(U").
Weil W C U™ per Definition gilt, folgt W = U-+. O

Satz 6.30. Seien (V,(, )v) und (W, (, )w) endlich-dimensionale K - Vektorriume mit perfekter
symmetrischer Bilinearform, und sei f :V — W eine K-lineare Abbildung. Dann gilt

(1) ker(f*) =im(f)",
(2) ker(f)=im(f*)*,
(8) f und f* haben denselben Rang,
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Ist { , )w auch anisotrop, so gilt dariber hinaus

W =im(f) &t ker(f*).
Beweis. Weil (f*)* = f folgt (2) aus (1) angewandt auf f*: W — V. Aussage (1) folgt aus

w e ker(f) <= frw)=0 <= (— fw)y =0 < (f(=),w)w =0 < w € im(f)*.

(3) Es gilt mit Proposition 6.6, Aussage (2) und der Kern/Bild-Dimensionsformel

rg(f*) = dimyc (im(f*)) = dimy (V) — dimg (im(f*)")
= dimg (V) — dim(ker(f)) = dimg (im(f)) = rg(f).

Sei nun ( , ) anisotrop. Dann folgt
V =im(f) ®" im(f)" = im(f) &" ker(f*)
aus Proposition 6.29 und (1). O

Korollar 6.31. Sei A € M, xn(K). Dann ist
(1)  ker(A!) = im(A)J-,

(2) ker(A) =im(A")*,
(3) A und At haben denselben Rang,

Ist ( , ) anisotrop, so gilt dariber hinaus
K™ =im(A) & ker(A).

Beweis. Das ist Satz 6.30 ausformuliert im Beispiel 5.24, denn das Standardskalarprodukt ist
eine perfekte symmetrische Bilinearform. O

WEeil sich der Beweis aus den Eigenschaften der adjungierten Abbildung sofort ergibt, beto-
nenen wir nochmals ein aus der Linearen Algebra bekanntes Ergebnis:

Korollar 6.32. Sei A € M,,xn(K) eine belicbige Matriz. Dann ist der Zeilenrang von A gleich
dem Spaltenrang von A.

Beweis. Der Zeilenrang von A ist gleich dem Spaltenrang von A? und wird mit rg(A?) bezeichnet.
Nach Korollar 6.31 (3) ist rg(A?) = rg(A), also gleich dem Spaltenrang von A. O

Definition 6.33. Sei (V,(, )) ein K-Vektorraum mit symmetrischer anisotroper Bilinearform,
und sei U C V ein Unterraum. Zur Zerlegung V = U @+ U+ gehort eine orthogonale Projek-
tion

py:V —= V.

Fiir v = u +w mit u € U und w € U+ ist py(v) = u.
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v=u-+w v=u+w
w = py(v) < Y
u = py(v) v
u U
UJ_
(a) Orthogonale Projektion (b) Keine orthogonale Projektion

ABBILDUNG 7. Projektion auf U C K?2.

Proposition 6.34. Sei (V,( ,)) ein K-Vektorraum mit symmetrischer anisotroper Bilinear-
form, und sei U CV ein Unterraum. Sei B = (by,...,b,) eine Orthogonalbasis von V', so daf
(b1,...,b.) eine Orthogonalbasis von U ist. Die orthogonale Projektion py : V. — V auf U ist
gegeben durch

T

pu(v) = Z(v, b;)b; fir allev e V.
i=1

Beweis. Weil 4 eine Orthogonalbasis ist, sind die by41,...,b, in
(bi,....b)t=U"L.

Es reicht nun, py mit Y ;_,(—, bf)b; auf der Basis Z zu vergleichen:

r

* . b; S
> by b)bi =y b = { 0 ; =, =pulby). O

i=1 i=1

Proposition 6.35. Sei (V, (, )) ein K- Vektorraum mit symmetrischer anisotroper Bilinearform,
und sei U CV ein Unterraum. Dann ist die orthogonale Projektion auf U

py:V -V
eindeutig charakterisiert als lineare Abbildung p : V — V mit den folgenden drei Figenschaften:
(i)  p*=np,
(i) ker(p) = U,
(i) p* =p.

Beweis. Wir weisen zunéchst (i)-(iii) fiir die orthogonale Projektion nach. Eigenschaft (i) gilt
ganz allgemein fiir eine Projektion auf einen direkten Summanden, und (ii) folgt sofort aus der
Definition. Zu (iii) betrachten wir v; = u; +w; € V mit u; € U und w; € U~ fiir 4 = 1,2. Dann
ist
(pu(v1),v2) = (u1,u2 + w2) = (u1,u2) = (u1 +wi, u2) = (v1, pu(v2)),

und daraus folgt p;; = py.

Sei nun p : V — V eine lineare Abbildung mit (i)-(iii). Wegen p? = p ist p die Projektion auf
im(p) in der inneren direkten Summe V = im(p) @ ker(p). Die Behauptung p = py folgt nun
nach Satz 6.30 und Proposition 6.6 mit

im(p) = im(p*) = ker(p)" = (U")" = U. O
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Bemerkung 6.36. Sei V' ein Vektorraum mit anisotroper symmetrischer Bilinearform ( , ). Wir
geben nun eine Beschreibung des Gram-Schmidt-Orthogonalisierungsverfahrens mittels ortho-
gonaler Projektionen. Sei ¢ = (ci,...,c,) die Ausgangsbasis und % = (by,...,by,) die Ortho-
gonalbasis, die man rekursiv aus Gram-Schmidt fiir alle 1 < j < n mittels

7—1

{¢j, br)
bj =c; — b
S ; (b, i)
bestimmt. Man sieht sofort aus der Orthogonalitdt von £, daf die zu % duale Basis durch
1
by = ——b;
‘ <bla b7,>

gegeben ist. Wir bezeichnen die lineare Hiille der ersten i Vektoren von & als
U, = <bl,... 7bi>K'
Die orthogonale Projektion p; = py, : V. — V auf U; wird berechnet durch

(o) = S0 b = 3

k=1 k=1
Folglich berechnet man im Gram-Schmidt-Orthogonalisierungsverfahren

bj = ¢j = pj—1(ey) = (idv —pj-1)(¢j) = pyy (¢)).

Man bestimmt also b; dadurch, dafs man von ¢; die orthogonale Projektion auf U;_; abzieht, so
daf die Projektion auf den Orthogonalraum Uj{ ; librig bleibt. Damit ist offenbar b; senkrecht
auf allen b; € U;_; fir i <j — 1.

6.5. Orthonormalbasen und orthogonale Matrizen. Vektorrdume haben lineare Struktur
und man betrachtet Basen, um Koordinaten zu bekommen. Alle Basen sind gleich gut.

In Vektorrdumen mit symmetrischer Bilinearform mdéchten wir Basen betrachten, die an die
Bilinearform angepafst sind. Wenn sie existieren, sind dies die Orthonormalbasen. Die spéter zu
behandelnden euklidischen Vektorrdume sind genau die reellen Vektorrdume mit Orthonormal-
basen. Alle Orthonormalbasen sind gleich gut.

Definition 6.37. Ein Orthonormalsystem in einem K-Vektorraum V mit symmetrischer
Bilinearform ( , ) ist ein Tupel von Vektoren (v1,...,v,), fur die

(vi,v5) = 6;; fiir alle 1 < 4,5 <.
Lemma 6.38. Die Vektoren eines Orthonormalsystems (v, ...,v,) sind linear unabhdngig.

Beweis. Wenn Y., A\jv; = 0 mit A\; € K, dann gilt

-
)‘j = <Uj, Z)\ZUZ> = 0.
i=1
Die Linearkombination ist also trivial. Damit ist das Orthonormalsytem linear unabhangig. 0O

Definition 6.39. Eine Orthonormalbasis eines K-Vektorraums V' mit symmetrischer Biline-
arform ( , ) ist eine Basis & = (b1, ..., by,), die ein Orthonormalsystem ist. Wir sagen kurz %
ist eine ONB.

Bemerkung 6.40. Offensichtlich ist jede ONB eine Orthogonalbasis.

Proposition 6.41. Sei (V,( ,)) ein K-Vektorraum mit symmetrischer Bilinearform und % =
(b1,...,by) eine Basis von V. Wir statten K™ mit dem Standardskalarprodukt aus. Dann sind
die folgenden Aussagen dquivalent.

(a) A ist ONB.
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(b)  Die Gram’sche Matriz von ( , ) beziglich A ist die Einheitsmatriz.
(c) () ist perfekt und A ist seine eigene Dualbasis B* = B beziiglich { , ).
(d)  Der Koordinatenisomorphismus kg : V. — R"™ ist eine isometrische Abbildung: fir alle
v,weV gilt
(v,0) = (kz(v), kz(w)).

Beweis. (a) <= (b) ist klar per Definition.

(b) = (c): Die Bilinearform ist nach Satz 5.5 perfekt, weil det(M##((, ))) = det(1) = 1 # 0.
Weiter kann man aus der Gram’schen Matrix fiir alle 1 <i4,5 <n

(bi, bj) = 0ij

ablesen, woraus b; = b; fiir alle 1 <17 <n folgt.

(¢) = (d): Sei & selbstdual, also bf = b; fir alle i =1,...,n. Fiir alle v € V folgt

n n n <U7 b1>
v= (v bbi =Y (0,bi)bi = (v,b)bf,  also  kg(v) = :
=1 =1 =1 (U, bn>

Dann gilt fiir alle v,w € V:

n n

<U7 w> = <Z<U7 bl>bl7 <’LU, b]>b;(> = Z <U7 bl) ('LU, b]><b17 b;k>
i=1 j=1 1<i,j<n
= D (b (w,0;)d; =Y {v,bi){w,b;) = (kp(v), kzp(w)).
1<i,j<n i=1

(d) = (a): Wenn kg4 eine isometrische Abbildung ist, dann ist % eine ONB, weil
1 i=j
(i = (. a)) = leseid = { 17 =

Proposition 6.42. Sei f : V — V ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V mit symme-
trischer Bilinearform ( , ) und mit ONB 2.

(1)  Die adjungierte Abbildung hat die transponierte Darstellungsmatriz:
MZ(f*) = MZ(f)"
(2) Esist [ selbstadjungiert, d.h. f = f*, genau dann, wenn die Matriz beziglich einer
(dquivalent aller) ONB eine symmetrische Matriz ist.

Beweis. Das ist Satz 5.26 mit #* = A. Die Aussage (2) folgt sofort aus (1). O

Der Basiswechsel zwischen ONB geschieht mit speziellen Matrizen, den orthogonalen Matri-
zen.

Definition 6.43. Sei K ein Korper.

(1) Eine orthogonale Matrix ist eine Matrix in GL,,(K), so daf A'A = 1 gilt.
(2) Die orthogonale Gruppe ist die Untergruppe von GL, (K)

On(K) = {A € M,(K); A"A=1}.
Im speziellen Fall K = R schreibt man auch
O(n) = O,(R).
(3) Die spezielle orthogonale Gruppe ist die Untergruppe von SL,,(K)
SO, (K) ={A € SL,(K) ; A'A=1}.
Im speziellen Fall K = R schreibt man auch

SO(n) = SO (R).
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Beweis. Wir miissen zeigen, dat O, (K) eine Untergruppe von GL, (K) ist. Fiir
SO, (K) = O,(K) N SL,,(K)

folgt die Untergruppeneigenschaft dann sofort.

Ein 4 € O0,,(K) ist wegen A'A = 1 invertierbar, also in GL, (K). Insbesondere folgt automa-
tisch auch AA® = 1. Wenn A, B € O, (K), dann ist

(AB)Y(AB) = B'A'AB = B'(A'A)B = B'B =1,
und auch AB € O, (K). Fiir das Inverse A~! gilt
(A")IA = (A~ 1A = (A4h) L =1,
und somit A~! € O, (K). Damit ist O, (K) C GL,(K) eine Untergruppe. O
Lemma 6.44. Sei A € M,,(K). Dann
A orthogonal <= A' orthogonal.

Beweis. Weil (AY)! = A gilt, reicht eine Richtung. Sei A orthogonal. Dann ist A = A~ € O,,(K)
auch orthogonal. O

Satz 6.45. Sei K ein Korper. Seien 9 und € Basen eines K-Vektorraums V' mit perfekter
symmetrischer Bilinearform ( , ), und sei S = M%g(id) die Basiswechselmatriz. Dann gelten alle
drei der folgenden Ausssagen, sobald zwei davon eintreffen (eine ,2 aus 3 Eigenschaft).

(a) A ist ONB.

(b) € ist ONB.

(¢) S € 0,(K) ist orthogonal.

Beweis. Sei # = (b1,...,b,) und € = (c1,...,¢,) und S = (s;5). Dann ist b; = > ' Sgick.
Wenn 4 ONB ist, dann folgt

n n n
(b, bj) = <Z Skickazskzjck> = Zskiskzj = (5'9)ij,
k=1 k=1 k=1
somit ist S orthogonal genau dann, wenn % eine ONB ist.
Jetzt miissen wir noch zeigen, dafs mit S orthogonal und Z eine ONB dann auch % eine ONB
ist. Aber das folgt aus Symmetrie, wenn wir % mit ¢ und dadurch S mit M%(id) = S~! = S
ersetzen, was dann auch eine orthogonale Matrix ist, aus dem bereits bewiesenen. O

Korollar 6.46. Sei A € M,,(K). Dann sind dquivalent:

(a) A ist orthogonal.
(b)  Die Spalten von A sind eine ONB von K™ mit dem Standardskalarprodukt.
(¢)  Die transponierten Zeilen von A sind eine ONB von K™ mit dem Standardskalarprodukt.

Beweis. Nach Lemma 6.44 gilt A € O,(K) <= A' € 0,(K). Transponieren vertauscht die
Aussagen (b) und (c). Also reicht es (a) <= (b) zu zeigen.

Sei A = Jay,...,a,] die spaltenweise Darstellung. Aus beiden Aussagen folgt, dakt & =
(ai,...,a,) eine Basis von K™ ist. Weil die Standardbasis des K™ eine ONB ist und A die
Basiswechselmatrix von der Basis (a1,...,a,) in die Standardbasis ist, folgt die Aquivalenz (a)
<= (b) aus Satz 6.45. O

Proposition 6.47. Fir alle A € O, (K) gilt det(A) =1 oder det(A) = —1.
Beweis. Das folgt sofort aus
det(A)? = det(A?) - det(A) = det(A’A) = det(1) = 1,
denn det(A) ist Nullstelle des Polynoms X2 — 1 = (X — 1)(X +1). O
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Korollar 6.48. Fiir alle n > 1 ist SO, (K) eine Untergruppe vom Index 2 in O, (K), der Kern
des Determinantenhomomorphismus

det : Oy (K) — {£1}.
Beweis. Das folgt sofort aus der Definition von SO, (K) und det(diag(—1,1,...,1)) =—-1. O
Satz 6.49. Ist A € O,(K), dann gilt fir alle v,w € K™:
(Av, Aw) = (v, w).
Beweis. Das folgt wegen A'A =1 aus (v, w) = (1v,w) = (A Av,w) = (Av, Av). O

UBUNGSAUFGABEN ZU §6
Ubungsaufgabe 6.1. Zeigen Sie durch ein Beispiel, daR die Relation v L w nicht transitiv ist.

Ubungsaufgabe 6.2. Sei K ein Korper mit 2 € K*. Sei A = A! ¢ M, (K) eine symmetrische
Matrix. Zeigen Sie, daff es ein S € GL,(K) gibt, so daf S'AS Diagonalmatrix ist.

Ubungsaufgabe 6.3. Sei K ein Korper mit 2 = 0, d.h. ein Korper der Charakteristik 2.
Zeigen Sie, daf die Bilinearform auf K? zur Matrix

()

keine Orthogonalbasis besitzt, also beziiglich keiner Basis die Gram’sche Matrix eine Diagonal-
matrix ist.

Ubungsaufgabe 6.4. Fiir eine natiirliche Zahl n € N sei V,, C R[X] der Vektorraum der Polynome
vom Grad < n. Fiir reelle Zahlen a < b statten wir V;, mit der symmetrischen Bilinearform
(5 )a,p) aus, die auf Polynomen f, g € R[X] den Wert

b
(. )it = / f(@)g(x)da

annimmt.
(1)  Zeigen Sie, dak (, )[4 anisotrop ist.
(2) Bestimmen Sie das orthogonale Komplement von V1 in V5 fiir (, )j 1)

Ubungsaufgabe 6.5. Sei V ein K-Vektorraum mit einer symmetrischen Bilinearform ( , ).
Zeigen Sie, daf v € V genau dann anisotrop ist, wenn V = (v) @ v* eine direkte Summe ist.

Ubungsaufgabe 6.6. Sei V ein K-Vektorraum mit perfekter symmetrischer Bilinearform ( , ).
Zeigen Sie, daf jede Orthogonalbasis aus anisotropen Vektoren besteht.

Ubungsaufgabe 6.7. Sei (V,( ,)) ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit einer perfekten sym-
metrischen Bilinearform. Sei f : V' — V ein Endomorphismus und P(X) € K[X] ein Polynom.
Zeigen Sie, dafs
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Teil 3. Euklidische Vektorraume

In diesem Kapitel arbeiten wir mit Vektorrdumen iiber den reellen Zahlen R. Der
wesentliche Unterschied zwischen R und einem beliebigen Kérper ist die Anordnung: fiir z,y € R
kann man von

]

sprechen.

Definition 6.50. Eine Anordnung auf einem Ko6rper K ist eine Relation < auf K mit den
folgenden Eigenschaften: fiir alle x,y, z € K gilt
i) z<u,
i) ausz <yundy <z folgt z =y,

i aus z < y und y < z folgt = < z,
es gilt x <y oder y < z,
v) ausz<yfolgt x+z<y-+z
vi) aus z <yund 0 < z folgt zz < yz.
Man schreibt

r<y < rz<yund z F#y.
Ein angeordneter Korper ist ein Kérper mit einer Anordnung.

Wir erinnern, daf fiir n € N das Element n € K bedeutet 1 + ... 4+ 1 (n Summanden).

Proposition 6.51. Sei K ein Kdorper mit Anordnung <.

(1)  Firallen € N gilt 0 < n. Insbesondere ist 0 < 1.

(i) Firaler e K gilt 0 <z < —z <0.

(i)  Fiir alle v € K gilt 0 < 2.

Beweis. Das folgt leicht aus den Axiomen der Anordnung. O

Bemerkung 6.52. Der Korper C ist kein angeordneter Kérper. Denn, sei < eine Anordnung auf
C, dann folgt stets, egal ob i > 0 oder i < 0 gilt,

0<i?=-1<0,
ein Widerspruch.

Bemerkung 6.53. Der Kérper [, ist kein angeordneter Korper. Sei < eine Anordnung auf IF),.
Dann ist

0<p=0,
ein Widerspruch.

7. SKALARPRODUKTE

7.1. Definitheit symmetrischer Bilinearformen. Die zentrale Definition diese Kapitels ist
die folgende.

Definition 7.1. Eine symmetrische Bilinearform ( , ) auf einem R-Vektorraum V' heift
(1) positiv definit, wenn fiir alle v € V, v # 0 gilt (v,v) > 0,
(2) positiv semi-definit, wenn fiir alle v € V', v # 0 gilt (v,v) >0,
(3) negativ definit, wenn fiir alle v € V', v # 0 gilt (v,v) < 0,
(4) negativ semi-definit, wenn fiir alle v € V', v # 0 gilt (v,v) <0,
(5) indefinit, wenn keiner der Falle (1)-(4) eintritt.
Eine symmetrische Matrix A € M,,(R) heift positiv/negativ (semi-)definit oder indefinit,
wenn die zugehorige Bilinearform ( , )4 auf R™ entsprechend positiv/negativ (semi-)definit oder
indefinit ist.
Wir nennen ( , ) ein Skalarprodukt (oder inneres Produkt), wenn ( , ) eine symmetrische
und positiv definite Bilinearform ist.
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Beispiel 7.2. Hier sind die typischen Beispiele.
(1) Das Standardskalarprodukt auf R™ ist positiv definit:

z1

(v,v) :Zx?>0 fiir alle v = : # 0.
i=1 Tn
(2) Die Matrix A = < (1) _01 ) ist indefinit: (e1,e1)4 = 1 wéahrend (eg,e2)4 = —1.

Proposition 7.3. Eine positiv (bzw. negativ) definite symmetrische Bilinearform ist anisotrop
und insbesondere perfekt.

Beweis. Trivial. O

Proposition 7.4. Sei A ein Figenwert einer positiv (bzw. negativ) definiten Matriz A € M, (R).
Dann ist A > 0 (bzw. XA < 0).
Beweis. Sei v € R™ ein zugehoriger Eigenvektor. Dann ist

(v,v) 4 = v Av = (v, Av) = (v, \v) = X - (v, ).

Daraus ergibt sich

(v, Av)

(v, 0)
und A hat das gleiche Vorzeichen wie (v, v) 4. O

A=

Satz 7.5. Sei V ein R-Vektorraum mit symmetrischer Bilinearform ( , ). Dann gilt

V hat ONB <= () ist positiv definit.

Beweis. Sei % eine ONB. Weil das Standardskalarprodukt auf R™ positiv definit ist, gilt fiir alle
v € V nach Proposition 6.41 (d)

(v,0) = (Kz(v), Kz(v)) =0
mit Gleichheit genau fiir K4(v) = 0, also v = 0. Damit ist ( , ) auf V positiv definit.

Sei umgekehrt ( , ) positiv definit. Weil 2 € R* gibt es nach dem Diagonalformensatz, Theo-
rem 6.12 eine Orthogonalbasis &' = (b},...,b),). Weil ( , ) positiv definit ist und man in R
Whurzeln aus positiven reellen Zahlen ziehen kann, gibt fiir es ¢ = 1,...,n Zahlen \; € R, \; #0
mit

(b7, 0f) = A7,

Dann sind b; := )\Z-_lb; die Vektoren einer ONB. O

Lemma 7.6. Se: (V,(,)) ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum mit symmetrischer Biline-
arform, und sei A die Gram’sche Matriz beziiglich einer Basis von V. Dann ist das Vorzeichen
von

det(A)
unabhdngig von der Wahl der Basis (oder der Wert ist immer 0).

Beweis. Nach der Formel aus Proposition 4.19 fiir den Basiswechsel der Gram’schen Matrix gibt
es fiir die Gram’sche Matrix B zu einer anderen Basis ein S € GL,(R) mit

B =S'AS.
Dann ist aber
det(B) = det(S'AS) = det(S?) det(A) det(S) = det(S)? det(A),

und weil det(S)? > 0 haben det(B) und det(A) das gleiche Vorzeichen (oder beide sind 0 im
nicht perfekten Fall). O
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Lemma 7.7. Sei (V,(,)) ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum mit symmetrischer Biline-
arform, und sei A die Gram’sche Matriz beziiglich einer Basis von V.

1 Wenn ositiv definit ist, dann gilt
(1) (,)p ) g
det(A) > 0.
2 Wenn ( , ) negativ definit ist, dann gilt
( 9 g
(=14 (V) get(A4) > 0.

Beweis. Da das Vorzeichen nach Lemma 7.6 nicht von der Wahl der Basis abhéngt, diirfen wir
nach Theorem 6.12 eine Orthogonalbasis wihlen. Die Diagonaleintrige sind von der Form (b, b)
fiir Basisvektoren b und sind positiv (bzw. negativ), wenn ( , ) positiv (bzw. negativ) definit
ist. Das Vorzeichen der Determinante ergibt sich sofort, weil nun det(A) nur das Produkt der
Diagonaleintrége ist. O

3 -1
A:(—1 2016)

ist positiv definit. Das liegt im Wesentlichen daran, dafs die Diagonalterme dominieren und
positiv sind. Genauer: fiir v = (z,y)! gilt

Beispiel 7.8. Die Matrix

(v,0) 4 = v' Av = 322 — 2y + 2016y% = 222 + (z — y)? + 201532
und dies ist als Summe von Quadraten positiv, aufer wenn z =y = 0.

Satz 7.9 (Hauptminorenkriterium fiir positive/negative Definitheit). Sei (V,( ,)) ein endlich-
dimensionaler R-Vektorraum mit symmetrischer Bilinearform, und sei A die Gram’sche Matrix
beziiglich einer Basis von V. Sei A, die Matriz aus den ersten r Zeilen und Spalten von A. Dann
gilt:

(1) () ist positiv definit <= fir alle 1 <r < dim(V') gilt det(A,) > 0.
(2) () ist negativ definit <= fiir alle 1 <r < dim(V) gilt (—1)" det(A,) > 0.

Beweis. Sei A die Gram’sche Matrix zur Basis & = (b1, ...,b,). Dann ist A, die Gram’sche Ma-
trix fiir die Einschrankung von (, ) auf die lineare Hiille U, = (b1, ..., b,) k. Die Einschrangkung
ist wieder positiv (bzw. negativ) definit. Das Vorzeichen von det(A4,) folgt aus Lemma 7.7.

Fiir die Umkehrung {iberlegen wir zuerst, dat die symmetrische Bilinearform —( , ) positiv
definit ist genau dann, wenn ( , ) negativ definit ist. Sei B, = —A, die Gram’sche Matrix zu
—( , ) eingeschréankt auf U,. Dann ist

det(B,) = det(—A,) = (—1)" det(A,).

Also folgt (2) aus (1) angewandt auf —( , ). Es reicht also zu beweisen, daf ( , ) positiv definit
ist, wenn nur alle det(A,) > 0 sind.

Sei also det(A,) > 0 fir alle 1 <r < dim(V). Wir zeigen per Induktion nach der Dimension
r = dim U,, dak die Einschriankung von ( , ) auf U, positiv definit ist. Fiir den Induktionsanfang
r = 1 haben wir det(A4;) > 0, und die ensprechende symmetrische Bilinearform ist positiv definit
wie man sofort sieht.

Sei also nach Induktionsannahme ( , ) auf U,_; positiv definit. Nach Theorem 6.12 gibt es
eine Orthogonalbasis (c1,...,c,—1) von U,_1. Weil ( , ) auf U,_; positiv definit ist, folgt fir alle
1<i<r-1

<CZ', CZ'> > 0.
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Wir erweitern mit dem Basisergidnzungssatz zunéchst zu einer Basis (¢y, ..., ¢—1,v) von U,.. Das
Gram-Schmidt-Verfahren” liefert eine Orthogonalbasis (c1, ..., ¢,) von U, durch
r—1
=0 — (v, i) ¢ €Ut
= {eirci)
Sei Cr—1 (bzw. C}) die Gram’sche Matrix von ( , ) auf U,_1 beztiglich (c1,...,¢.—1) (bzw. auf
U, beztiglich (cy,...,¢r)). Dies sind Diagonalmatrizen mit Diagonaleintragen (c;, ¢;). Dann ist

(cr,cr) = det(Cy)/ det(Cr_1) > 0,

denn das Vorzeichen ist nach Lemma 7.6 gleich dem von det(A,)/det(A,_1). Also ist fir v =

> i vic; verschieden von 0
T

(v,v) = va(cl-,ci> > 0. O

i=1
Beispiel 7.10. Die Hauptminoren in Beispiel 7.2 (2) sind det(A4;) = 3 und det(As) = 6047. Also
ist die Bilinearform ( , )4 positiv definit.

Bemerkung 7.11. Der Beweis von Satz 7.9 libersetzt sich in ein Verfahren, wie man eine symme-
trische Bilinearform ( , ) auf positive Definitheit priifen kann, und zwar ohne die Hauptminoren
zu berechnen. Dazu wendet man das Gram-Schmidt-Orthogonalisierungsverfahren auf irgendei-
ne Basis Z an. Wenn in einem Schritt Division durch 0 nétig wird, dann ist ( , ) nicht positiv
definit. Andernfalls erhélt man eine Orthgonalbasis ¢’ = (c1,...,¢,) und (, ) ist positiv definit
genau dann, wenn alle Diagonaleintrige (¢;, ¢;) der Gram’schen Matrix > 0 sind.

7.2. Signatur. Sei (V,(, )) ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum mit symmetrischer Biline-
arform. Zu einer Orthogonalbasis % definieren wir
B ={be 2 ; (bb) >0},
HB_={be A ; (bb) <0},
HBy=1{bec A ; (b,b) =0},
und fiir alle x € {+,0, —}
n«(#B) =|{be A ; (bb) >0}

Theorem 7.12 (Tragheitssatz von Sylvester). Sei (V, (, )) ein endlich-dimensionaler R-Vektor-
raum mit symmetrischer Bilinearform und Orthogonalbasis 2.

Die Zahlen ny(A), n_(A) und ny(AB) sind von der Wahl der Orthogonalbasis % unabhingig,
und zwar gilt mit

dy = max{dimg (W) ; W CV Unterraum und { , )|wxw ist positiv definit},
d_ := max{dimg (W) ; W CV Unterraum und { , )|wxw ist negativ definit},
do := dimp V',

genaver ny (B) =dy, n_(A) =d_, no(#) = dp und dimg (V') = d4 + d_ + dy.

Beweis. Sei A eine Orthogonalbasis von V' beziiglich ( , ). Wir setzen wie oben %, und n. (%)
fir x € {4+, —, 0} und definieren weiter
W, = lineare Hiille von B, = (% )r.

Dann ist ( , ) eingeschrénkt auf W (bzw. W_) positiv (bzw. negativ) definit nach dem Haupt-
minorenkriterium Satz 7.9 und damit

ne(B) = dimg(Wy) < dy. (7.1)

TWir wissen zwar nicht, daff ( , ) anisotrop ist, haben aber die ¢; so gewihlt, dal das Gram-Schmidt Verfahren
keinen Arger macht: (ciyci) # 0.
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Aukerdem ist Wy C V+ und so
no(#) < dy. (7.2)
Insgesamt gilt
dim(V) =ny (L) + n_(B) + no(B) < dy + d_ + dp.

Sei Uy (bzw. U_) ein Unterraum maximaler Dimension d4 (bzw. d_) auf dem ( , ) positiv
(bzw. negativ) definit ist. Dann ist ( , ) auf U<y = U_ + V= (bzw. Usq = Uy + V1) positiv
(bzw. negativ) semi-definit. Sei beispielsweise v = u +w mit v € U; und w € V+, dann gilt

(v,v) = (u+w,u+w) = (u,u) > 0.
Fiir v € U<o argumentiert man analog. Somit gilt
VENUy CU<N Uy = (0),
ViNU_ CUsonU_ = (0),

da (, ) auf dem Schnitt sowohl positiv definit als auch negativ semi-definit (bzw. negativ definit
und positiv semi-definit) sein muf. Das geht nur auf dem Null-Vektorraum. Dann kénnen wir
nach unten abschéitzen

dimg (V') > dimg(U<o + Uy)
= dimg (U<g) + dimg (U4 ) — dim(U<o N U, ) = dimg(U_ + VL) + dimg(Uy)
= dimg(U_) + dim(V+) — dimg(U_ N VL) + dimg (U, )
= dimg(U_) + dim(V+) + dimg(Uy) = d_ + do + dy.
Dies ist nur moglich, wenn in den Ungleichungen (7.1) und (7.2) in Gleichheit gilt.

Die Werte n4 (%), n— (%) und ny(£) sind von der Wahl der Orthogonalbasis % unabhéngig,
weil die Werte d4, d— und dy ohne Bezug auf # allein aus (V, ( , )) heraus definiert sind. O

Symmetrische Bilinearformen auf reellen endlich-dimensionalen Vektorrdumen werden {iber
die Signatur klassifiziert.

Definition 7.13. Die Signatur einer symmetrischen Bilinearform ( , ) auf einem endlichdi-
mensionalen R-Vektorraum V ist das Tupel

(d+7d—7d0)
aus Theorem 7.12. Im nichtausgearteten Fall, also wenn dy = 0, wird auch das verkiirzte Tupel

(d+7d—)
Signatur genannt. In diesem Fall heift 7(V) = d4 — d_ der Index von ( , ).

Bemerkung 7.14. Sei (V,(, )) ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum mit symmetrischer Bili-
nearform (, ) von Signatur (dy,d_, dy). Dann hat die Gram’sche Matrix A (beziiglich irgendeiner
Basis) den Rang rg(A) = dy +d_.

Beispiel 7.15. Die Spezielle Relativititstheorie beschreibt die Raumzeit als einen R* mit 3 Raum-
koordinaten und einer Zeitkordinate. Abstdnde werden mit der ‘Minkowski-Metrik’ bestimmt.
Dies ist eine perfekte symmetrische Bilinearform n(u,v) = u!Mwv der Signatur (3,1), welche in
der Standardbasis aus zuerst drei rechtwinkligen Raumrichtungen und dann einer Zeitrichtung
durch die Matrix

100 0
010 0
M‘0010
00 0 —¢
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beschrieben wird. Dabei ist ¢ die Lichtgeschwindigkeit. Sei t der globale Zeitparameter® und sei
zum Zeitpunkt ¢ = 0 ein Photon im Ort (xg, yo, 20, o), das sich im Raum in Richtung

T

v = y
z

c=\x%+y?+ 22
damit sich das Photon mit Lichtgeschwindigkeit ausbreitet, wenn es sich auf der Bahn
o(t) = (xt + xo, yt + yo, 2t + 20, t + to)

bewegt. Die Differenz zweier Raumzeitpositionen des Photons ist dann isotrop. Der Einfachheit
halber nehmen wir ¢t5 = ¢t und ¢; = 0:

bewegt. Wir verlangen

xt 1 00 O xt

yt 010 O yt | 2,2, 2, 2 2y _
n(%p(t)—SO(O)aso(t)—SO(O))— =t 0 0 1 0 ot =1 (l’ +y + 2 _C)_O'

t 000 —c t

Die Menge der Punkte, die von einem Punkt im R* in einer isotropen Richtung liegen, bilden
den Lichtkegel. Auf diesen sind die Bahnen der Photonen beschrankt.

Definition 7.16. Sei K ein Korper. Seien (V,( , )) und (W, ( ,)) K-Vektorraume mit symme-
trischen Bilinearformen.
(1) Eine lineare Abbildung f : V' — W heift isometrische Abbildung, wenn fiir alle vy, vy €

V gilt
(f(v1), f(v2)) = (v1,v2).
(2) (V,(,)) und (W,(,)) heiken isometrisch, wenn es wechselseitige inverse isometrische
Abbildungen f : V — W und f~! : W — V gibt. Das ist dquivalent dazu, daf es eine
bijektive isometrische Abbildung f : V — W gibt.

Beispiel 7.17. Nach Satz 6.49 ist fiir eine orthogonale Matrix A € O, (K) die Matrixmultiplika-
tion L4 : K™ — K" eine bijektive isometrische Abbildung.

Satz 7.18. Zwei R-Vektorrdume mit symmetrischer Bilinearform sind isometrisch genau dann,
wenn sie die gleiche Signatur haben.

Beweis. Seien (V,( ,)) und (W, ( ,)) zwel R-Vektorrdume mit symmetrischer Bilinearform.
Wir nehmen zunéchst an, da V und W isometrisch sind. Sei f : V' — W eine invertierbare
isometrische Abbidlung, und sei & = (b1, ...,b,) eine Orthogonalbasis von V. Dann ist

¢ = f(B) = (f(b1),...,f(bn))
eine Basis von W, denn f ist Vektorraumisomorphismus. Und % ist auch Orthogonalbasis, weil
f isometrisch ist. Wegen (f(b;), f(b;)) = (bi, b;) fir i = 1,...n gilt fir x € {+,0,—}
und damit haben V und W die gleiche Signatur.
Haben nun V und W beide die Signatur (r,s,t). Sei ' = (b,...,b),) nach Theorem 7.12

eine Orthogonalbasis von V', so daft

>0 firl<i<r,

(b)) =X<¢ <0 firr+1<i<r+s,
=0 firr+s+1<i<r+4+s+t=n.

8Die spezielle Relativitdtstheorie kennt eine globale Zeitkoordinate. In der allgemeinen Relativitatstheorie
gibt es keine global fiir alle geltende Zeit, sondern nur noch die vom Beobachter in seinem Koordinatensystem
ermittelte (Eigen-)Zeit.
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Wir skalieren nun fir 1 <i<r+4s
b; = 71 b
=

VINT
und b; = b} fiir ¢ > r + s. Beziiglich der neuen Basis # = (by,...,b,) hat ( , ) die Gram’sche
Matrix A in Blockform der Grofe r,s,t (mit 1,, der Einheitsmatrix der entsprechenden Grofse
m)

1. 0 0
A= 0 -1, 0
0O 0 0
Sei € = (¢1,...,cn) eine entsprechende Basis von W. Dann wird durch
fbi) == ¢

eine R-lineare Abbildung f : V' — W festgelegt. Diese ist invertierbar (Basis geht auf Basis) und
isometrisch, denn fir Gleichheit der Bilinearform ( , ) auf V' mit der Bilinearform (f(—), f(—))
auf V reicht nach Proposition 4.4 Gleichheit auf Paaren von Basisvektoren, und das ist durch
die gleiche Gram’sche Matrix gegeben. U

Definition 7.19. Ein euklidischer Vektorraum ist ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum
V' zusammen mit einer positiv definiten, symmetrischen Bilinearform ( , ). Wir bezeichnen das
Paar (V, (, )) auch oft der Einfachheit halber nur mit V.

Korollar 7.20. Alle euklidischen Vektorrdume der gleichen Dimension sind isometrisch.
Beweis. Dies ist der Fall der Signatur (n,0) bzw. genauer (n,0,0) von Satz 7.18. O

Bemerkung 7.21. Wenn zukiinftig von einem euklidischen Vektorraum V die Rede sein wird,
dann ist es legitim, sich darunter den R™ mit dem Standardskalarprodukt vorzustellen, wobei
n = dimg(V'), denn V ist isometrisch zu R™ und Isometrien erhalten alles was durch die lineare
Struktur und das Skalarprodukt ausgedriickt werden kann.

Bemerkung 7.22. Die Menge der Skalarprodukte auf einem gegebenen endlich-dimensionalen R-
Vektorraum bilden keinen Untervektorraum der (symmetrischen) Bilinearformen. Zum Beispiel
ist das Negative eines Skalarprodukts negativ definit und nicht positiv definit. Aber mit positiv
definiten symmetrischen Bilinearformen fi, fo und A, 4 > 0 und nicht beide 0, ist auch

f=A+uf
positiv definit. Eine Teilmenge eines R-Vektorraums, die abgeschlossen ist unter solchen Posi-
tivlinearkombinationen, nennt man einen Kegel.

UBUNGSAUFGABEN ZU §7

Ubungsaufgabe 7.1. Zeigen Sie direkt ohne das Hauptminorenkriterium, daff ein Eigenwert einer
positiv (bzw. negativ) definiten Matrix A positiv (bzw. negativ) ist.

8. METRISCHE EIGENSCHAFTEN IN EUKLIDISCHEN RAUMEN

Euklidische Geometrie ist eine axiomatisch definierte Geometrie, modern fundiert iiber die
Hilbertschen Axiome der euklidischen Geometrie. Dabei modelliert euklidische Geometrie im 2-
oder 3-dimensionalen Raum den von uns beobachteten wirklichen Raum, zumindest wie er sich
klassisch ohne relativistische Korrekturen darstellt, in den Konzepten

Raum: Punkt, Gerade, Ebene.

Metrisch: Abstand, Winkel, Volumen.

Dynamisch: Orientierung, Bewegungen, relative Lage, Kongruenz.
Hier stofsen wir an philosophische Grenzen, die wir aber getrost fiir die Belange der Vorlesung
ignorieren, wenn wir uns auf den Standpunkt stellen, nur das Modell selbst verstehen zu wollen.
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Metrische Begriffe dienen unter anderem dem Messen von Langen und Winkeln. Diese geo-
metrischen Begriffe aus dem uns umgebenden 3D-Anschauungsraum oder der 2D-Anschauungs-
ebene, fiir die unsere Modelle A3(R) und A?(R) sind, werden im Folgenden abstrakt eingefiihrt.
Ein Plausibilitdtsvergleich mit der Wirklichkeit kann nur in dem Mafse erfolgen, wie wir uns
iiber die zu modellierenden Eigenschaften Rechenschaft ablegen.

8.1. Die euklidische Norm. Wir beginnen mit dem Satz des Pythagoras im AZ(R). Sei z

der Abstand der Punkte’ (g) und (8) € A%(R) = R2. Dann zeigt eine elementargeometrische

Uberlegung, daf

22 =a% 42

)

ABBILDUNG 8. Geometrischer Beweis des Satz des Pythagoras.

Die Fliche des groken Quadrats z? entspricht der Fliche des kleinen Quadrats (z — y)? und
viermal der Flache des gelben Dreiecks zy/2:

2= (x—y)® +4(zy/2) = 2% + 4.

Hier benutzen wir Addition von Flicheninhalten bei disjunkter Uberdeckung, sowie die Flichen-
inhaltsformel fiir Quadrate.
Dies iibertragen wir nun auf den A3(R) = R? und die Punkte

0 a a a
0= 0|, P= 0], Q= b |, R= b
0 0 0 c

Das Quadrat des Abstands von O und ) berechnen wir in der Ebene gegeben durch die
Gleichung z = 0 zu

a? + v

Da die Punkte O, @ und R ebenfalls ein rechtwinkliges Dreieck bilden, jetzt in der Ebene gegeben
durch die Gleichung bx — ay = 0, folgt fiir das Quadrat des Abstands von R zu O

(a® 4+ b%) + 2.

91ch habe hier absichtlich nicht die Buchstaben a, b und ¢ gewahlt, weil es darauf nicht ankommt.
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g
O %

P x

ABBILDUNG 9. Abstand R zu O im A3(R).

Diese elementargeometrischen Uberlegungen, die an unsere Anschauung appellieren und daher
nicht der axiomatischen Methode entsprechen motivieren die folgenden Definitionen.

Definition 8.1. Sei (V,(, )) ein euklidischer Vektorraum.
(1) Die Norm (oder Lénge) eines Vektors v € V ist die reelle Zahl

o]l = v/ (v, v).

Hier bezeichne /z die nicht-negative Wurzel in R von = > 0.
(2) Ein normierter Vektor in V ist ein Vektor v € V, so dak ||v]| = 1.
(3) Der Abstand zweier Vektoren v,w € V ist

d(v,w) = [jv —w||.
(4) Sei A ein affiner Raum mit Translationen durch V. Dann ist der Abstand der Punkte
P, Q € A definiert als
d(P,Q) = |||
wenn v € V der eindeutige Vektor ist mit v + Q = P.

Bemerkung 8.2. (1)  Fiir den R™ mit dem Standardskalarprodukt (z,y) = x'y ist mit Koordi-
naten ' = (z1,...,1,) die Norm durch die folgende Formel gegeben:

lz|| = /22 + ...+ 2.

(2) Esist wichtig, dafs wir mit einem Skalarprodukt ( , ) arbeiten, weil nur dann (v, v) > 0 ist
und eine Wurzel in R existiert.
(3) Dak wir die Norm ||v|| als Lénge ansprechen, liegt an der Formel im affinen Raum A(V):

d(v,0) = [lv]].

(4) Fiir den affinene Raum A = A(V) = V stimmen beide Definitionen des Abstands tiberein,
denn

(v—w)+w=uw.

(5) Im A%(R) und im A3(R) paft unsere Definition der Linge mit der aus der Anschauung
iiber den Satz des Pythagoras hergeleiteten Lénge zusammen.

Proposition 8.3. Sei V' ein euklidischer Vektorraum.
(1) Fir allev eV gilt ||v]] > 0 und

lv] =0 <= wv=0.
(2) FiralleveV und XA € R gilt
[Av]] = [A]- [[o]]-
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Beweis. (1) Es ist (v,v) > 0 und hat daher eine eindeutige nicht-negative Wurzel, weil ( , ) ein
Skalarprodukt ist. Positive Definitheit zeigt

v=0 < (v,v) =0 < |jv]| =0.

(2) Wir ziehen die (nicht-negative) Wurzel aus

Iwll* = (Ao, o) = X2 (v, 0) = A2o]”. O
Beispiel 8.4. Jedes v € V, v # 0 hat genau zwei normierte Vielfache. Die Gleichung ||Av| = 1
ist Aquivalent zu |A| - |[v|| = 1. Gesucht sind die normierten Vektoren
o) v

Dieser Trick kam schon im Beweis von Satz 7.18 vor.

Satz 8.5 (Cauchy—Schwarz Ungleichung). Sei V' ein euklidischer Vektorraum. Fir alle v,w € V
gilt
(v, w)| < o] - [Jwl].
Gleichheit gilt genau dann, wenn v und w linear abhdngig sind.
Beweis. Wenn v und w linear abhéngig sind, also OBdA w = Av mit A € K, dann gilt
(v, w)| = [(v, )| = ] [[o]]* = [Jo]l - [ Xoll = [Jo]| - ]

Seien nun v und w linear unabhéngig. Eingeschriankt auf den 2-dimensionalen Unterraum der
linearen Hiille von v, w ist (, ) positiv definit, hat also nach Lemma 7.7 beziiglich der Basis v, w
eine Gram’sche Matrix mit positiver Determinante:

o<det< w,0) - (w,w) )z o2l — o, w)?.

(w,v)  (w, w)
Dies zeigt sofort die Cauchy—Schwarz Ungleichung durch Umstellen und Wurzelziehen. (|
Satz 8.6 (Dreiecksungleichung). Sei V' ein euklidischer Vektorraum. Fir alle x,y € V' gilt
o+ gl < 2l + 1yl

Beweis. Da beide Seiten nicht-negativ sind, diirfen wir die Ungleichung quadrieren. Wir haben
Zu zeigen:

(x+y,z+y) < (z,z)+2|z||y]l + (v, ).

Dies ist nach der Polarisationsformel aus Satz 5.16 dquivalent zu
2(z,y) < 2[|(lllyll,
was aus der Cauchy—Schwarz Ungleichung folgt. (]

Satz 8.7 (Eigenschaften des Abstands). Sei A ein affiner Raum mit Vektorraum V' der Trans-
lationen. Der Abstand hat die folgenden Eigenschaften:

(1) Positiv definit: fir alle P,Q € A gilt d(P,Q) > 0, und
dP,Q)=0 <= P=Q.
(2) Symmetrie: fir alle P,Q € A ist
a(P,Q) = d(Q, P).
(3) Dreiecksungleichung: fir alle P, Q und R € A gilt
d(P,Q) < d(P,R) +d(R, Q).
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Beweis. (1) Sei v € V der eindeutige Vektor mit v + @ = P. Dann ist d(P, Q) = ||v|| > 0. Und
genauer
d(P,Q)=0 < |[v]| =0 <= v=0 <= P=Q.
(2) Weiter ist dann —v+ P = —v+ (v+ Q) = (—v +v) + Q = @ und daher
d(P, Q) = ||v]| = [=1[| o] = [|-v]| = d(Q, P).
(3) Seien nun z,y € V die eindeutigen Vektoren mit x + R = P und y + @ = R. Dann ist

(z+y)+Q=z+ (y+ Q) =2+ R = P. Damit folgt die Dreiecksungleichung fiir den Abstand
aus der Dreiecksungleichung fiir die Norm aus Satz 8.6:

d(P,Q) = llz + yll < llzll + llyll = d(P, R) + d(R, Q). .

Bemerkung 8.8. Eine Funktion d : X x X — R auf einer Menge X mit den Eigenschaften von
Satz 8.7 nennt man eine Metrik auf X. Das ist ein wichtiger Begriff fiir die Analysis.

8.2. Winkel und Orthogonalitiat. Wir erinnern, dafl zwei Vektoren x, y in einem euklidischen
Vektorraum per Definition orthogonal sind, wenn

zly:<= (x,y)=0.

Proposition 8.9 (Pythagoras). Sei V' ein euklidischer Vektorraum und seien x,y € V. Dann
sind dquivalent:

(a) xLly.
(b)  Es gilt der Satz des Pythagoras im Dreieck mit den Ecken 0, x und y:

d(z,y)* = d(x,0)* + d(y,0)".
Beweis. Nach der Polarisationsformel, Satz 5.16, ist

2z,y) = (& +y,2+y)— (z,2) = (y,9).
Die linke Seite verschwindet genau dann, wenn x | y, und die rechte Seite hat den Wert 0 genau
dann, wenn der Satz des Pythagoras gilt. O
Wir fiihren nun allgemeiner ein Maf fiir den Winkel zwischen Vektoren ein.
Definition 8.10. Sei (V,( , )) ein euklidischer Vektorraum. Der (ungerichtete) Winkel zwi-
schen zwei Vektoren v,w € V mit v # 0, w # 0 ist £(v,w) € [0, 7] mit
(v, w)
cos(L(v,w)) := ————.
[o]] - [lw]
Der Winkel ist wohldefiniert, denn (v, w)/(||v]|-||w]||) liegt nach der Cauchy—Schwarz Ungleichung
im Intervall [—1, 1] und die Kosinusfunktion ist bijektiv als Funktion
cos : [0, 7] — [—1,1].
Bemerkung 8.11. In einem euklidischen Vektorraum gilt fiir Vektoren v,w € V', v # 0, w # 0:
vlw <= (vw) = L(v,w)="1/2,

weil fiir ¢ € [0, 7] der Wert ¢ = /2 die einzige Nullstelle der Funktion cos(yp) ist.
In der euklidischen Geometrie sollen Vektoren v # 0 und w # 0 orthogonal sein, wenn die
folgenden Winkel gleich sind:
L(v,w) = L(v, —w).
Mit unserer Definition des Winkels ist dies dquivalent zu

(v, w) (v, —w)

loll Al [l - 1wl
was wiederum zu (v, w) = 0 dquivalent ist. Unsere Definition von Winkel und orthogonal sind
insoweit mit den geometrischen Modellforderungen konsistent.
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o=

ABBILDUNG 10. Orthogonale Vektoren: £ (v, w) = £(v, —w).

Bemerkung 8.12. (1) Seien v # 0 und w # 0 Vektoren eines euklidischen Raumes. Der Ko-
sinus des Winkels £ (v, w) wird elementargeometrisch als Quotient von Ankathete durch
Hypothenuse am Winkel £ (v, w) in einem rechtwinkligen Dreieck definiert.

LE

o=

e

(a) 1. Fall (b) 2.Fall

ABBILDUNG 11. Kosinus des Winkels als Ankathete/Hypothenuse.

Wir suchen auf der Geraden L,, durch 0 und w den Punkt Aw, so dak die Gerade durch
v und A\w orthogonal zu L, ist. Dies fiihrt zu

v—Aw Lw <= (v—Idw,w) =0 < A= (v, w)

(w,w)”

Hier tritt nun eine Schwierigkeit auf. Nur fir A > 0 liegt Aw auf der gleichen Seite der
Geraden L, wie w (von 0 aus betrachtet). Dann gilt: Das Dreieck 0, v, Aw hat bei Aw
einen rechten Winkel, so daft elementargeometrisch

_ el Al Allwl] (v, w)

cos(4£ (v, w)) = cos(£ (v, \w)) = loll ol vl (ellw]

Auch hier stimmt die abstrakte Definition mit der elementargeometrischen Definition, die
modelliert werden soll, iiberein.

Falls A < 0 liegt Aw auf der anderen Seite von 0 € L,, wie w. Dann ist
CRwll (A lwl] - Alw]] (v, w)

ol ol il kel

cos(4(v,w)) = — cos(£L(v, \w)) =

Man erkennt einen Vorteil der Definition des (Kosinus des) Winkels iiber das Skalarpro-
dukt: die Fallunterscheidung entfallt!
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(2)  Sei V ein euklidischer Vektorraum und v,w € V. Wir wéhlen einen zweidimensionalen Un-
terraum U C V mit v,w € U. Eine Wahl haben wir nur, wenn v, w linear abhéngig sind,
ansonsten ist U = (v, w) die lineare Hiille. Der Vektorraum U wird mit der Einschréankung
des Skalarprodukts von V selbst ein euklidischer Vektorraum. Nach Korollar 7.20 gibt es
eine isometrische lineare Abbildung f : U — R? zum R? mit dem Standardskalarprodukt,
die ein Isomorphismus ist. Da Abstand, Lange und Winkel nur vom Skalarprodukt ab-
héngen und dies von f definitionsgeméf erhalten bleibt, konnen wir Abstand, Lange und
Winkel von v und w via f(v) und f(w) im R? mit dem Standardskalarprodukt berechnen.
Insbesondere reicht es aus, die Begriffe Abstand, Linge und Winkel im R? als Modelle der
‘wirklichen’ ebenen euklidischen Geometrie zu erkennen.

Der Satz des Pythagoras wird durch den Kosinussatz verallgemeinert.

Satz 8.13 (Kosinussatz). Sei V' ein euklidischer Vektorraum, und seine v,w € V., v # 0, w # 0.
Dann gilt:
2 2 2
o —w[]” = [Jol|” + [lw]]* = 2[v[l[[w]| cos £(v, w).

Beweis. Wir rechnen mittels der Polarisationsformel, Satz 5.16,
lv — w||2 = (v —w,v—w) = (v,v) + (w,w) — 2(v,w)
= [[v]]* + l[wl® = 2]Jo|[|w]| cos £ (v, w). O
Beispiel 8.14. Wir realisieren den Tetraeder im 3-dimensionalen affinen Raum
A={z1+z2+x3+ 24 =1} §A4(]R)
als die konvexe Hiille der Standardbasisvektoren:

T={zx=tie1+...+tges € A; 0<t; <1firallei=1,...,4}.

0 €3

v
1

ABBILDUNG 12. 2D-Analogon im R? des Tetraeders in R*.

Diese Beschreibung scheint erst einmal merkwiirdig kompliziert, aber Koordinaten der Tetra-
ederecken direkt im R? sehen schlimmer aus. Der Translationsraum zu A ist der Unterraum

V = {21+ a2+ 23+ 24 =0} TR,
der beziiglich der Einschrinkung des Standardskalarproduktes des R* mit einer positiv definiten,
symmetrischen Bilinearform ausgestattet ist: ein euklidischer Vektorraum.

Wir miissen zuerst iiberlegen, dafs die Ecken ey, ..., eq von T tatsédchlich paarweise den gleichen
Abstand haben, was T' zu einem Tetraeder macht:

d(ei, ej) = |le; — ;]| = V2.

Der entscheidende Vorteil dieser Beschreibung von T ist, dafwir Rechnungen in R* mit einfachen
Vektoren vornehmen kénnen.
Der Mittelpunkt des Tetraeders ist aus Symmetriegriinden gegeben durch den Vektor

1
UM:1(€1+62+€3+84)€TQA.
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In der Tat ist der Abstand

1 3 1 1 9 1 12 1
dvar,e) =|l=e1+...— Seit...ces| =4/ =+ .. b=t b= =)= =23
(var, €;) ||4e1+ ik 4e4|| TR REET: T Qxf

unabhéngig von 3.

Wir wéhlen nun vy als Ursprung fiir eine Koordinatenbeschreibung von A durch V, also
A =V + vyr. Der Mittelpunktswinkel im Tetraeder ist nun der Winkel ¢, den zwei Ecken vom
Mittelpunkt aus einnehmen, also (aus Symmetriegriinden ist es egal, welche Ecken wir nehmen)

3/4 ~1/4
~1/4| | 3/4
Qovyal] | —1ya)
cos(p) = {1 — va, €2 — o) = —1/4 1/ = —4/16 = —1.
ler — vnl| - [le2 — varl] V3/2-/3/2 3/4 3

Daraus ergibt sich ein Mittelpunktswinkel von ungefahr
¢ &~ 109.471220634491°

8.3. Rechtwinklige Koordinatensysteme. Ein euklidischer Raum hat lineare Struktur und
dazu das Skalarprodukt. Die dem Skalarprodukt angepafsten Basen sind die Orthonormalbasen.
Alle Orthonormalbasen sind gleich gut.

Bemerkung 8.15. (1)  Wir sprechen aus, was eine ONB, sieche Definition 6.39, in einem in einem
euklidischen Vektorraum (V, (, )) bedeutet. Dies ist eine Basis & = (v1,...,vy), fiir die

gilt:
(i) v; L v sind orthogonal fiir alle i # j, 1 <i,j < n, also (v;,v;) =0, und
(ii)  wv; ist normiert: ||v;|| =1 fiir alle 1 < i < n.

In einem euklidischen Vektorraum definert eine ONB ein rechtwinkliges und normier-
tes Koordinatensystem.

(2) Es ist konsequent, bei euklidischen Vektorrdumen bevorzugt ONBs zu betrachten. Die-
se sind an die geometrische Struktur des Skalarprodukts angepafst und werden so der
vorhandenen Struktur gerecht. ONB sind fiir euklidische Vektorrdume, was Basen fiir Vek-
torrdume sind.

(3) Eine Basis % von V ist eine ONB genau dann, wenn die duale Basis #* von V' im Sinn von
Lemma-Definition 5.19 wieder & ist, siehe Proposition 6.41. Weiter gilt fir alle v,w € V'

(v,w) = (kz(v), kz(w)).

Man kann das Skalarprodukt mit den Koordinaten in Bezug auf die ONB % wie mit dem
Standardskalarprodukt ausrechnen, siche Proposition 6.41.

Bemerkung 8.16. Fiir gewdhnliche Vektorrdume benutzt man eine Basis %, um Koordinaten
r = kz(v) einzufiihren. Basiswechsel % ~» € werden durch Multiplikation kg (v) =y = S~ 1z
mit einer Basiswechselmatrix S = M%(id) € GL, (K) durchgefiihrt. Fiir die Darstellungsmatrix
A € M, (K) eines Endomorphsimus ¢ ergibt sich der Basiswechsel

A=M%(p) ~ ME(p) = S7LAS.

Fiir euklidische Vektorraume nehmen die Orthonormalbasen Z die Rolle ein, die gewohnliche
Basen fiir Vektorraume spielen. Eine ONB fiihrt rechtwinklige und normierte Koordinaten x =
k% (v) ein, und ein Basiswechsel Z ~» € in eine weitere ONB wird durch eine orthogonale Matrix
S = M%(id) € O(n) vermittelt, siche Satz 6.45. Weil S orthogonal ist, wird der Basiswechsel
einer Matrix zu einem Endomorphismus ¢

A=M%(p) ~ MZ(p) = STLAS = S'AS.
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etwas dadurch vereinfacht, daf sich das Inverse durch Transponieren berechnen lafst. Auerdem

sieht das nun aus, wie der Basiswechsel der Gram’schen Matrix einer Bilinearform f : VxV — K:
A=M?7(f)~ MO (f) = S'AS.

Die Existenz von Orthonormalbasen in euklidischen Vektorrdumen, Satz 7.5, erhalten wir
erneut aus dem Gram—Schmidt’schen Orthonormalisierungsverfahren.

Satz 8.17 (Gram—Schmidt’sches Orthonormalisierungsverfahren). Sei (V,(,)) ein euklidischer
Vektorraum, und sei € = (c1,...,cn) eine Basis von V. Wir konstruieren firi =0,...,n eine
Basis B = (b1,...,by) durch

1
b1 = —FC1
[lea|
und fiir © > 2 durch b; = Hbl’.Hb; mit
i1
b; =C; — Z<C¢, bj>bj.
j=1

Die Basis A ist eine Orthonormalbasis von V' beziiglich ( , ).

Beweis. Dies ist nichts anderes als das Orthogonalisierungsverfahren aus Satz 6.20 mit einem
zusétzlichen Normierungsschritt, der b, durch ein normiertes Vielfaches. Dadurch verschwindet
der Nenner in der Definition der b, im Vergleich zu Satz 6.20.

Die Normierung, also die Division durch ||8}]|, ist méglich, denn aus dem Beweis von Satz 6.20
folgt, dafs b} Teil einer Basis ist, also b; # 0 und daher ||b}]| # 0.

Wie in Satz 6.20 nachgewiesen, ist 8 eine Orthogonalbasis. Da aber alle b; normiert wurden,
handelt es sich um eine ONB. U

Das Gram—Schmidt’sche Orthonormalisierungsverfahren zeigt in Wirklichkeit mehr.

Satz 8.18. Sei (V,(,)) ein euklidischer Vektorraum.
(1)  Es gibt Orthonormalbasen fir V.
(2) Jedes Orthonormalsystem in V lafst sich zu einer ONB ergdnzen.

Beweis. (1) Der Vektorraum V' hat eine Basis. Der Algorithmus aus Satz 8.17 transformiert
diese in eine ONB, die es damit auch gibt.

(2) Sei (c1, . . ., ¢r) eine Orthonormalsystem. Dann sind diese Vektoren nach Lemma 6.38 linear
unabhéngig und konnen deshalb zu einer Basis 4 = (c1,...,¢r, Cry1, ..., Cpn) ergianzt werden.
Nun wenden wir auf 4 den Algorithmus aus Satz 8.17 an. Da (cy, ..., ¢,) bereits orthonormal
sind, wird dabei (per Induktion zu zeigen) b; = ¢; fir 1 < i <r, d.h. es passiert zundchst nichts.
Der Algorithmus spuckt also eine ONB aus, die das gegebene Orthonormalsystem fortsetzt. [
Proposition 8.19. Sei P € M, (R) eine quadratische Matriz. Dann sind dquivalent:

(a) P ist symmetrisch und positiv definit (bzw. semi-definit).
(b)  Es gibt eine Matriz A € GL,(R) (bzw. A € M,,(R)) mit
P =A'A.
Beweis. (b) = (a): Die Matrix P = A'A ist wegen
Pt = (AtA)t = At(At)t =AtA="P
offensichtlich symmetrisch. Weiter ist fiir alle v € R”

(v,v)p = v' A' Av = (Av)'(Av) = (Av, Av) > 0.

Wenn A sogar invertierbar ist, dann folgt fiir v # 0 sogar (v,v)p > 0.
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(a) = (b): Sei umgekehrt P positiv definit. Die symmetrische Bilinearform ( , ) p besitzt nach
Satz 8.18 eine ONB . Sei A = M%,(id) € GL,,(R) die Basiswechselmatrix von der Standardbasis
& zu HB. Dann ist

P=M"((,)p) = A'MPP((,)p)A = A14 = A’A.

Ist P nur positiv semi-definit, dann wahlen wir eine Orthogonalbasis # = (by,...,b,) mit
(bi,bj) =1 fiir 1 <4 <rund (b;,b;) =0 fiir r+1 < i < n. Es folgt, mit der Matrix in Blockform
der Groke (r,n — r)

By = ( T ) = By Brar
wie im positiv definiten Fall nur
P=AE,, ,A=AE}, E., ,A=B'B
mit B = E,,,—,A € M, (R). O
Bemerkung 8.20. Die Matrix A in Proposition 8.19 kann als obere Dreiecksmatrix gewihlt wer-
den. Dazu wéhlt man wie im Beweis die ONB Z nach dem Gram-Schmidt’schen Orthonorma-

lisierungsverfahren angewandt auf die Standardbasis. Der Basiswechsel hat dann als Basiswech-
selmatrix R = A eine obere Dreiecksmatrix, vgl. Bemerkung 6.21. Die Zerlegung

P=R'R

heifst Cholesky-Zerlegung und ist eindeutig, wenn man noch fordert, daff die Diagonalein-
trage positiv sind. Die Zerlegung wird auch mit einer unteren Dreiecksmatrix L als P = LL!
geschrieben. Das ist mit L = R? offensichtlich dquivalent.

8.4. Die Methode der kleinsten Quadrate. Die Methode der kleinsten Quadrate ist ein
Prinzip zur Bestimmung einer besten Approximation, die auf Carl Friedrich Gauk'® zuriick
geht. Genauer ist es die Umsetzung einer Bewertung dessen, was als beste Approximation zu
gelten hat.

ABBILDUNG 13. Beste Approximation durch eine Gerade.

Beispiel 8.21. Angnommen wir haben einen Datensatz aus Punkten (x;,y;) in der Ebene fiir
i=1,..., N mit N groff. Wir wollen eine Gerade mit Gleichung

Yy =mx+c

10Carl Friedrich Gauf, 1777-1855, deutscher Mathematiker.
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finden, welche die Beziehung zwischen x; und y; am besten approximiert. Wir wollen also ei-
gentlich das lineare Gleichungssystem

nach den Variablen m und c¢ l6sen. Das ist vermutlich unméglich, weil die Daten verrauscht
sind oder die exakte lineare Abhéngigkeit nicht besteht. Es geht um eine approximative Losung.
Allgemeiner haben wir also die Frage, wie man bei einem Gleichungssystem in Matrixform

Ax = b,

A € Myxm(R), b € R™ und x ein Vektor aus Vairablen z1, ..., z,,, das keine Losung hat, eine
beste Approximation bestimmt. Die Methode der kleinsten Quadrate schldgt vor, den Fehler
€ = b — Ax zu minimieren. Wir suchen z, so dafs

2
16— Axz]]
minimal ist. Im motivierenden Beispiel ist diese Norm
(51 — (ma1 +¢)® + ... + (yn — (may +¢))?,
woher sich der Name der Methode der kleinsten Quadrate ableitet.

Das Problem héngt zunéchst nur vom Bild Az € R™ ab. Wir suchen also einen Vektor im
Unterraum W = im(A) C R", der von b den kleinsten Abstand hat. Dies leistet die orthogonale
Projektion.

Proposition 8.22. Sei W C V ein Unterraum eines euklidischen Vektorraums V' mit orthogo-
naler Projektion pyy : V — V auf W. Fir alle b €V ist

1 = pw ()]l = minllb - zf].

Das Minimum wird nur genau tn x = Xy angenommen.

Beweis. Der Kern der orthogonalen Projektion ist ker(py,) = W+. Dann ist
b—pw(b) € ker(py) = W

Wir setzen zp = py (b) und parametrisieren ein beliebiges x € W durch 2 = z¢+y mit beliebigem
y € W. Dann ist b — z¢p L y und nach dem Satz des Pythagoras dann

2 2 2 2 2
16— [|* = [[(b = z0) = ylI” = [Ib— zoll” + llylI” = [|b— o]
mit Gleichheit genau dann, wenn y = 0. (]

Vor diesem Hintergrund ist es erstrebenswert, die Orthogonale Projektion auf den Spalten-
raum im(A) C R™ einer Matrix A € M,,x., berechnen zu kénnen.

Methode 1: Der Spaltenraum hat als Erzeugendensystem die Spalten ag,...,a,, von A. Man
wendet auf die Vektoren (e; ist der i-te Standardbasisvektor von R")

Alyevny Oy €1y -y En

das Gram-Schmidt’sche Orthonormalisierungsverfahren an. Wenn in einem Schritt der
Nullvektor auftritt, dann war die entsprechende Spalte bereits in der linearen Hiille
der Spalten kleineren Index enthalten und wird damit zum Erzeugen des Spaltenraums
nicht gebraucht. Im Ergebnis erhalten wir eine ONB von R", und zwar genauer sind
die Vektoren by, ...,b, die aus dem Anfangsstiick ay,...,a, entstehen eine ONB von
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W =1im(A) und der Rest b,11,...,b, ist eine ONB von WL Die orthogonale Projektion
pw : V — V berechnet sich nun durch

T

pw(v) = (v,bi)b; (8.1)
=1
geméfs Proposition 6.34, denn eine ONB ist selbstdual, siehe Proposition 6.41.
WEeil es gerade pafst, schieben wir die Bessel’sche Ungleichung hier ein, die sofort aus
der Formel (8.1) fiir die orthogonale Projektion folgt.

Proposition 8.23 (Bessel’sche Ungleichung). Sei py : V' — V' die orthogonale Projek-
tion auf den Unterraum W eines euklidischen Vektorraums V. Dann gilt fir alle v € V:

lpw (0) || < [v]l-

Beweis. Sei by, ..., b, eine ONB von V, so daf by, ..., b, eine ONB von W ist. Dann gilt
nach Proposition 6.41 und (8.1)

n

W = (0,67 = “(v,b:) = |pw ()] 0
=1

i=1
Methode 2: (Spezialfall des Moore—Penrose-Pseudoinversen) Fiir alle v € R™
Av=0 < [JAv|’ =0 < (Av, Av) =0 < (A'Av,v) = 0.

Wenn Av = 0, dann ist natiirlich auch A*Av = 0. Die Kette von Aquivalenzen zeigt auch
die Umkehrung;:
Av=0 < AlAv=0.
Wir nehmen nun an, daf die Spalten von A linear unabhéngig sind, also rg(A4) = m
und ker(A) = 0. Dann haben wir gerade gesehen, daf auch ker(A*A) = 0. Aber S = A'A
ist eine quadratische Matrix, demnach invertierbar S € GL,,(R). Wir setzen nun

P =AST'A' € M,,(R)
und behaupten, daf P die orthogonale Projektion auf W = im(A) vermittelt.

Beweis. Dazu rechnen wir
P? = AST1A'ASTIA = AST1SS 1A = ASIA = P,

also ist P die Matrix einer Projektion. Weil wir beziigich des Standardskalarprodukts
und der Standardbasis arbeiten ist P selbstadjungiert:

P* = P! = (A(AA)—1AN! = (AD((ATA)) LAl = A(ATA) 1At = P.
Damit ist P die Projektion auf im(P) beziiglich des Komplements (Satz 6.30)
ker(P) = im(P*)* = im(P)*,

also die orthogonale Projektion auf im(P). Weil A nach Annahmen zu einer injektiven
linearen Abbildung gehort und S € GL,,(R) folgt ker(P) = ker(A?). Also ist (wieder mit
Satz 6.30 und Korollar 6.31)

im(P) = ker(P*)t = ker(P)* = ker(A%)* = im(A). O
Teile das Arguments stammen aus dem Beweis von Propositon 6.35.

Die nach der Methode der kleinsten Quadrate beste Losung xg zur Gleichung Ax = b
16st in Wirklichkeit die Gleichung

Al’g = Pb.
Man kann den Projektor P wieder aus der Gleichung fiir zy eliminieren durch
At Azg = AY(Pb) = A'A(ATA) 1A% = A%
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Die best Approximation ist somit unter der Rangannahme rg(A) = m die eindeutige
Losung zg der Gleichung
(A*A)z = A'D.
Die Losung ist eindeutig, weil S = A*A € GL,,(R).
Beispiel 8.24. Beim Approximationsploblem aus Beispiel 8.21 haben wir das 2 x 2 Gleichungs-
system (Summation jeweils i = 1,..., N)

PSESEDOES mo\ _ [ iy
> N c ) 2o Yi
zu 16sen. Mit den Abkiirzungen

ergibt das (z.B. Cramersche Regel)

p—7-y

_Yy-q—x-p
_27 - .
q—=x

m = -
q-z°

C

Im Sinne der Methode der kleinsten Quadrate definieren wir den Abstand eines Punktes von
einem affinen Unterraum wie folgt.

Definition 8.25. Sei V ein euklidischer Vektorraum. Der Abstand eines Punktes v € V von
einem nichtleeren affinen Unterraum B C V ist

d(v, B) = min{d(v,z) ; x € B}.
Proposition 8.26. Seien V ein euklidischer Vektorraum, v € V' ein Punkt und B C V ein

affiner Unterraum.
(1) Der Abstand d(v, B) ist wohldefiniert. Das Minimum wird an genau einem Punkt b € B
angenommen.
(2) Seiby € B und W C 'V der Untervektorraum der Translationen von B. Seipw : V — V
die orthogonale Projektion auf W. Dann ist
b= bo + pw (v — bo)
(3) Es gilt
d(v, B) = [[pw+ (v — bo) ||
Beweis. Die Abstande sind Translationsinvariant. Nach Translation um by diirfen wir annehmen,
daf B = W. Dann entsprichen (1) und (2) genau der Behauptung aus Proposition 8.22.
Ausssage (3) folgt aus
v—b=v—by —pw(v—>by) =pyw.(v—bp). O
Definition 8.27. Eine affine Hyperebene im R-Vektorraum V ist ein affiner Unterraum
B =W + by mit dim(W) = dim(V) — 1.
Ein Normalenvektor an B ist ein Vektor z € V., z # 0 mit z € W+,

Korollar 8.28. Wenn speziell B = W + by mit dim(W) = dim(V) — 1, dann ist mit einem
normierten Normalenvektor z € W+ der Abstand

d(v, B) = [{v — by, 2)|.

Beweis. Der normierte Vektor z ist eine ONB von W+, da dim(W+) = dim(V) — dim(W) = 1.
Die orthogonale Projektion auf W+ ist dann gemiR (8.1)

pw(x) = (z,2)2
und nach Propositon 8.26 folgt
d(v, B) = [[pw (v = bo)|| = [{v = bo, 2)| - [|2]| = [(v = bo, 2}|. 0
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Bemerkung 8.29. Ohne Betragstriche ist
5 o _ (v—"bp,z) wvund z+ by liegen auf der gleichen Seite von B,
d(v, W) = (v = bo, 2) = { —(v —bp,z) vund z+ by liegen auf verschiedenen Seiten von B.

der gerichtete Abstand von v und W.

8.5. Orientierung. Im R3 kann man eine linke Hand von einer rechten Hand unterscheiden.
Das dazugehorige Phéanomen nennt man Orientierung.

Definition 8.30. Zwei Basen & = (by,...,b,) und € = (c1,...,¢,) eines R-Vektorraums V
heifsen gleich orientiert, wenn die Basiswechselmatrix M%f (id) eine positive Determinante hat:

det(MZ(id)) > 0.
Ansonsten heifsen sie entgegengesetzt orientiert.

Lemma 8.31. Gleich orientiert zu sein ist eine Aquivalenzrelation auf Basen eines R-Vektor-
raums. Es gibt zwei Aquivalenzklassen (aufer wenn der Vektorraum der Nullraum ist).

Beweis. Der Basiswechsel von der Basis % nach 4 ist mittels der Einheitsmatrix 1, also ist die
Relation reflexiv.

Wenn die Basen % und € gleich orientiert sind, und A die Basiswechelmatrix ist, dann ist
A~! die Basiswechselmatrix in die umgekehrte Richtung. Wegen

det(A™1) = det(4)"! >0

sind dann auch ¢ und £ gleich orientiert. Die Relation ist symmetrisch.

Seien 7, % und ¥ Basen, und seinen & und % sowie & und € gleich orientiert. Wenn S
die Transfermatrix von 4 nach % und 1" die Transfermatrix von .« nach % ist, dann ist ST die
Transfermatrix von & nach €. Wegen

det(ST) = det(S) det(T) >0
sind dann auch & und % gleich orientiert. Die Relation ist transitiv.

Wir behandeln nun die Anzahl der Aquivalenzklassen. Sei % eine Basis. Zuerst zeigen wir,
daf alle Basen ¥ und 7, die entgegengesetzt zu A orietntiert sind, zueinander gleich orientiert
sind. Mit der Notation aus dem Nachweis der Transitivitit gilt nun det(S) < 0 und det(7") < 0,
also wieder det(ST) > 0.

Nun brauchen wir noch, daf es iiberhaupt entgegengesetzt orientierte Basen gibt. Ein Beispiel
dazu sind Z = (by,...,b,) und € = (=by,ba,...,by). O

Bemerkung 8.32. Sei der Einfachheit halber V' = R™. Zwei Basen %y und %; sollten gleich
orientiert sein, wenn man die eine stetig in die andere deformieren kann (Orientierung springt
nicht): wenn es eine stetige Funktion
v :10,1] — {Basen von V'}, t— A(t)

mit #(0) = %y und HB(1) = %, gibt. Es stellt sich die Frage, was Stetigkeit hier bedeuten
soll. Nun, alle Eintrdge der Basisvektoren in Bezug auf ein Koordinatensystem sollen stetige
Funktionen [0, 1] — R sein.

Vereinbaren wir, daf fiir A € GL,(R) und eine Basis & = (b1, ..., b,) unter A(#) die Basis

A(RB) = (Aby, ..., Aby,)
verstehen. Dann ist jede Basis 4 mit genau einem A von der Form A(Z). Die Abbildung ~
kommt daher von einer eindeutigen Abbildung
a:[0,1] — GL,(R)

mit y(t) = AB(t) = a(t)(&) mit der Standardbasis &. Uber die Teilmenge GL,(R) C M, (R)
und die Matrixeintrage haben wir nun Koordinaten und einen Begriff von Stetigkeit (aus der
Analysis) fiir die Abbildung .
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Wenn wir Orientierungen diskutieren wollen, interessieren wir uns somit natiirlich fiir die
Zusammenhangskomponenten von GL,(R): welche Matrizen lassen sich in GL,(R) durch einen
Weg o miteinander verbinden?

Es hat GL,(R) zwei Zusammenhangskomponenten, und zwar lassen sich A,B = SA €
GL,(R) genau dann verbinden, wenn det(.S) > 0 ist. Das Vorzeichen det(«(t)) variiert stetig ent-
lang des Weges «a, also gar nicht. Somit ist klar, daf es mindestens die durch das Vorzeichen un-
terschiedenen Zusammenhangskomponenten gibt. Allerdings 1&#t sich jede Matrix A € GL,(R)
mit det(A) > 0 stetig in die Einheitsmatrix deformieren. Das zeigt mit kurzer Uberlegung bereits
alles.

Dazu schreiben wir gemafs der Gaufs-Elimination zur Zeilenstufenform

A=LR
mit unterer Dreiecksmatrix L und oberer Dreiecksmatrix R. Weiter zerlegen wir
L=S+N, R=T+M

mit den Diagonaleintriagen S und 7', sowie den Eintrigen unterhalb (bzw. oberhalb) der Diago-
nalen N (bzw. M). Dann ist ein erster Weg

a(t) = (S + tN)(T + tM),

der die Diagonalmatrix ST mit A verbindet. Sei ST = diag()\1,..., A,). Dann ist ein zweiter zu
durchlaufener Weg
B(t) = diag(M - M| 5 A Al T,

welcher die Diagonaleintrige jeweils zu sign(A) € {—1, 1} deformiert. Da det(A) > 0 gibt es nun
eine gerade Anzahl von Eintrigen —1.

Fiir einen dritten Weg bilden wir Paare von Diagonaleintragen —1, sagen wir der ¢ und j-te,
und bilden die Drehung en um den Winkel 27t in GL2(R) in der ij-Ebene ab:

1
cos(mt) — sin(7t) — i
i (1) = :
sin(7rt) cos(mt) —
1
i 1

Der Rest wird mit 1 auf der Diagonale aufgefiillt. Riickwérts durchlaufen und fiir alle gewihlten
Paare deformiert dies nach und nach alle —1 Eintrage zu 1 und wir landen endlich bei der
Einheitsmatrix.

Definition 8.33. Eine Orientierung auf einem endlich-dimensionalen R-Vektorraum V' ist
eine Aquivalenzklasse gleich orientierter Basen. Die Basen in der Orientierung heiffen positiv
orientiert, und die entgegengesetzt orientierten Basen heiften negativ orientiert.

Beispiel 8.34. Im R"™ gibt es genau eine Orientierung, die Standardorientierung, beziiglich der
die Standardbasis positiv orientiert ist. Fiir jedes Basis & = (by, ..., b,) gilt dann

2 positiv orientiert <= det([b1,...,by]) > 0.

Proposition 8.35. Sei V' ein R-Vektorraum mit einer Orientierung und B = (by,...,by,) sei
eine positiv orientierte Basis. Sei o € Sy, eine Permutation. Dann ist

0(B) = (bo(1)s - - - bo(n)) positiv orientiert <= sign(o) > 0.
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Beweis. Die Basiswechselmatrix ist die Permutationsmatrix P, zur Permutation o, und fiir diese
gilt
det(P,) = sign(o). O
Definition 8.36. Eine Matrix A € GL,(R) heifit orientierungserhaltend, wenn
det(A4) > 0,
und orientierungsumkehrend, wenn det(A) < 0.

Proposition 8.37. Die Untergruppe SO(n) C O(n) ist die Untergruppe der orientierungserhal-
tenden orthogonalen Matrizen, und die Menge

GL!(R) = {A € GL,(R) ; A orientierungserhaltend}
ist eine Untergruppe vom Indez 2 in GL,(R), der Stabilisator der Standardorientierung auf R™.

Beweis. Das folgt aus der Definition von SO(n), und GL; (R) ist der Kern des surjektiven

Gruppenhomomorphismus

det

GLy(R) 2% R* 220 (41}, 0

8.6. Das Volumen eines Parallelotops. Fiir Parallelotope wollen wir einen Volumenbegriff
bereitstellen.

Definition 8.38. Sei (V,( ,)) ein euklidischer Vektorraum der Dimension dim(V') = n und
seien vy,...,v, € V.

(1) Das von vy,...,v, aufgespannte Parallelotop ist die Teilmenge

n
P(vi,...,up) ={veV; v:Zaivi mit 0 < ; <1 fiir alle 1 <i < n}.

i=1
Das Parallelotop heifst nicht degeneriert falls v, ..., v, linear unabhéngig sind.
(2) Die Gram-Determinante des Tupels (v1,...,v,) ist die reelle Zahl
(v1,v1) ... (v1,vp)
G(vi,y...,v,) =det (8.2)
(Un,v1) .. (Vn,vp)

Beispiel 8.39. Ein Parallelotop P = P(vy,v2) im R? beschreibt ein Parallelogramm.
Bemerkung 8.40. Sind vy, ..., v, linear abhéngig

T1v1 + ...+ zrv, = 0,
so sind die Spalten der Matrix in (8.2) linear abhéngig

(v1,v1) (v1,vn) (v1, > wiv;)

T1 +... 4z, = : =0
(vn, 1) (vn, Un) (vn, D @ivi)
und G(v1,...,v,) = 0. Andernfalls handelt es sich um die Determinante der Gram’schen Matrix
der Bilinearform ( , ) beziiglich der Basis (v1, ..., v,). Diese ist nach Lemma 7.7 positiv. Damit

ist das Volumen in der folgenden Definition wohldefiniert.

Definition 8.41. Sei (V,( ,)) ein euklidischer Vektorraum der Dimension n = dim(V'). Das
Volumen eines Parallelotops P(v1,...,v,) ist definiert als die nicht-negative reelle Zahl

vol(P(v1,...,vn)) = \/G(v1,...,0p).

Das ist wohldefiniert, weil ( , ) positiv definit und damit die Determinante einer Gram’schen
Matrix > 0 ist nach Lemma 7.7.
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Beispiel 8.42. Ein Parallelotop P = P(vy,v7) im R? ist ein Rechteck, wenn vy L ve. Dann gilt

2
v 0
vol(P) = G(m,vz):\/det(H o) =Tl feal

wie dies zu erwarten war.

Satz 8.43. Sei V ein cuklidischer Vektorraum der Dimension n, seien v1,...,v, € V und sei
B = (bi,...,b,) eine ONB. Seien a; = kg(v;) € R" die Koordinatenvektoren der v; beziglich
B und A =[ai,...,ay] € My (R) die Matriz mit den Spalten a;.
(1) Es gilt
vol(P(vy,...,vy,)) = |det Al.
(2)  Insbesondere gilt
vol(P(by,...,by)) = 1.

Beweis. Aussage (2) ist der Spezialfall von Aussage (1) fir v; = b;. Es ist dann a; = e; und
A =1, somit det(A) = 1.
(1) Weil Z eine ONB ist, folgt v; = Y1, (v}, b;)b; fiir alle j = 1,...,n. Demnach ist

(vi, b1)
a; = kg(v;) = :
(vi, by)
und weiter
(v1,b1) ... (vp,b1)
A= : :
(v1,bn) ... (Un,bp)
Der ij-te Eintrag von A'A ist
(A" A)ij = (i, bi) (), bi) = (kz(vi), ka(v))) = (vi,v;).
k=1

Dies zeigt, daft A'A diejenige Matrix aus der Definition der Gram-Determinante ist. Folglich gilt
|det(A)|? = det(A)? = det(A?) det(A) = det(A*A) = G(vy, ..., vn).
Die Formel fiir das Volumen folgt unmittelbar daraus. (|

Korollar 8.44. Seien vy,...,v, € R" als euklidischer Raum mit dem Standardskalarprodukt,
und A = [v1,...,v,] € Mp(R) die entsprechende Matriz. Dann ist

vol(P(vy,...,vy)) = |det Al.

Beweis. Das ist die Formel aus Satz 8.43 fiir V = R"™ und der Standardbasis als ONB. O
Korollar 8.45. Sei V' ein euklidischer Vektorraum der Dimension n, und seien vi,...,v, € V.
Dann st

vol(P(vy,...,vn)) =0 <= v1,...,v, sind linear abhdngig.

Beweis. Mit der Notation aus Satz 8.43 folgt
vol(P(v1,...,v,)) =0 <= det(A) =0 < ay,...,a, sind linear abhingig
<= wy,...,Vy, sind linear abhéngig. U

Satz 8.46. Sei V ein euklidischer Vektorraum und dim(V') = n. Seien vi,...,v, € V und sei
f € Endr(V). Dann gilt

Vvol(P(f(v1),...,f(vy))) = |det(f)] - vol(P(v1,...,vp)).
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Beweis. Sei & eine ONB und A = [ay,...,a,] mit a; = kg(v;) die Matrix der Koordinaten-
vektoren der v; beziiglich 2. Sei ' = M%(f). Dann ist FA = [Fay,..., Fa,] die Matrix der
Koordinatenvektoren der f(v;) beziiglich Z. Nach Satz 8.43 folgt

vol(P(f(v1),..., f(vn))) = |det(FA)| = |det(F)]| - |det(A)| = |det(f)|- vol(P(vi,...,vy,)). O

Bemerkung 8.47. Satz 8.46 zeigt, dals diese Festsetzung des Volumens den anschaulichen Volu-
menbegriff modelliert. Das Parallelotop zu einer ONB ist ein Wiirfel der Kantenlédnge 1, und
demnach anschaulichem Volumen 1. Aufierdem muf ein Volumenbegriff multilinear in den auf-
spannenden Vektoren sein, vorausgesetzt, man definiert das Volumen mit einem Vorzeichen,
das die Orientierung, welche durch die Reihenfolge der aufspannenden Vektoren definiert wird,
beriicksichtigt. Dann entfallen in der Formel von Satz 8.43 die Betragstriche.

Im R” gilt etwa: Seien vi,...,v, € R und A = [v1,...,v,] € M,(R) die entsprechende
Matrix. Dann ist das orientierte Volumen

vol(P(v1,...,v,)) = det A,
und wenn % = (vy,...,vy) eine Basis ist, also A € GL,(R), dann ist

—~ B vol(P(v1,...,v,))  wenn & positiv orientiert ist, und
vol(P(va, -, vn)) = { —vol(P(v1,...,v,)) wenn 2 negativ orientiert ist.

Beispiel 8.48. Wir zeigen in diesem Beispiel, wie das Volumen eines Parallelotops in der Ebene als
Volumen des zu einem Rechteck gescherten Parallelotops berechnet werden kann. Insbesondere
stimmt daher hier das Volumen mit dem Flacheninhalt im herkdmmlichen elementargeometri-
schen Sinne iiberein.

(1) Die Abbildung f : R? — R? sei die Matrixmultiplikation mit

(i 1)

Dies ist die Scherung (oder Transvektion) entlang der z-Achse, der Fixgeraden der
Scherung, mit dem Scherfaktor A. Wegen det(A) = 1 &ndert sich hierbei das Volumen
eines Parallelotops nicht.

(2)  Zu jedem Parallelotop P = P(v1,v2) im R? gibt es eine Scherung, die P in ein Rechteck
transformiert. Wenn vy, vo linear abhéngig sind, hat man nichts zu tun. Ansonsten scheren

wir mit Fixgeraden L = (v;) und einem noch zu bestimmenden Streckfaktor. Sei dazu
1
Uy = — U1
[[on]

der normierte Vektor in Richtung v; auf L, und sei ug normiert und orthogonal zu v;. Mit
andern Worten usy ergénzt u; zu einer ONB % = (u1,u2) von R?. In dieser Basis ist die
gesuchte Scherung f4 von der Form

=(o01)

mit einem noch zu bestimmenden A € R: der Vektor v = (v, u1)u; + (v, uz2)us bildet ab auf
falv) = ((v,ul) + A(v,uz))ul + (v, u2)ug = v + \(v, ug)uy.

Hieraus sieht man, daf die Gerade L fix gelassen wird (f4(v1) = v1) und ansonsten Punkte
v proportional zum Abstand

d(v, L) := min{d(v,w) ; w € L} = (v, ug)

mit dem Faktor A in Richtung u; bewegt. Diese Scherung macht aus dem Parallelotop
P = P(v1,v92) ein Rechteck, wenn gilt

0= (fa(v1), fa(v2)) = (v1,v2 + A va, ug)ur) = (v1,v2) + A(v2, ug) (v, u1).
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Wir setzen ¢ = £(v1,v2), so dak
v2 = (v2, ur)ur + (v2, uz)ug = [|vz| - (cos(p)ur + sin(p)usz)
und bestimmen den nétigen Scherungsfaktor als

(or,v2)  _Jloill - floa] - cos(p) _  cos(e)

A o) Tellsin(g) ol sin(g)’

Das Bild fa(v2) mit diesem A ist

fA(UQ) = V9 + )\<’Ug,u2>u1 = Vg — <U17v2> > . <’02, u2>u1

(v, u2) (v1,uq
= vg — |lva]| cos(¢p) - u1 = [Jval| - sin(p)us.

Als Volumen (Fliache) von P = P(vy,vs) ergibt sich
vol(P) = vol(fa(P)) = [|fa(v)[l - [ fa(v2) |

= [lrll - o]l - sin(p)uz|

= [loal - [vall - [sin(e)]-

Dies ist die Formel fiir den Flacheninhalt eines Parallelogramms als das Produkt aus der
Lénge der Grundseite ||v1|| mal der Lange der Hohe tiber dieser Grundseite ||va]| - [sin(p)|.

UBUNGSAUFGABEN ZU §8

Ubungsaufgabe 8.1. Realisieren Sie einen Tetraeder im R? mit dem Standardskalarprodukt durch
explizite Angabe der Koordinaten der Ecken. Berechnen Sie dann den Mittelpunktswinkel.

Ubungsaufgabe 8.2. Beweisen Sie die Cauchy-Schwarz Ungleichung mit Analysis. Zu Vektoren
v, w in einem euklidischen Vektorraum V minimieren Sie die Funktion

F:R—R, F(t)=|v+tw|>
Werten Sie dann die Ungleichung F'(tp) > 0 am Minimum ¢ aus.

Ubungsaufgabe 8.3. Tm Kontext der Methode der kleinsten Quadrate: sei A € M,,(R) und b € R”.
Berechnen sie fiir alle v € R™ die Richtungsableitung der Funktion ,Quadrat des Fehlerterms*

x— ||b— Az|?.
Zeigen Sie, daft an der Stelle zg alle Richtungsableitungen verschwinden genau dann, wenn
b— Ax L im(A).

Folgern Sie, daft es ein absolutes Minimum gibt und dies genau fiir die Losungen Ax = Pb
mit der Matrix P der orthogonalen Projektion auf den Spaltenvektorraum W = im(A) von A
angenommen wird.

Ubungsaufgabe 8.4 (Hesse’sche Normalform). Schreiben Sie eine Gleichung fiir eine Gerade in
A%(R) = R?, eine Ebene in A%(R) = R3, oder allgemeiner einen affinen Unterraum B C A™(R)
der Dimension n — 1, indem Sie ausdriicken, dafs dies genau die Punkte z € A™(R) = R™ sind
mit Abstand

d(xz,B) =0.



Geometrie 75

9. BEWEGUNGEN UND ISOMETRIEN

9.1. Spiegelungen und Drehungen. Wir betrachten zunéchst die zwei grundlegenden Bei-
spiele von Isometrien, siehe Definition 9.10.

Beispiel 9.1. Wir betrachten wie in Beispiel 5.28 die Drehung R, : R? — R? des R? um den
Winkel ¢. Diese ist gegeben beziiglich der Standardbasis durch die Matrix

Do (Gl e,

Wir statten R? mit dem Standardskalarprodukt aus. Dann haben wir bereits berechnet, daf
R, =R _, = R;l wegen Dfp =D ,=D, 1. die Drehmatrix ist eine orthogonale Matrix. Fiir
alle v, w € R? gilt dann wie in Satz 6.49

(Ry(v), Ry(w)) = (Dyv, Do) = (v, w).
und damit speziell fiir v = w nach Wurzelziehen
[Ro ()] = [[Dgvll = [|v]]-

Die Drehung R, : R? — R? ist also eine isometrische Abbildung. Wir schliefen, daf in der Tat
v und R,(v) auf dem Kreis mit dem selben Radius 7 = ||v|| um den Ursprung liegen.

Proposition 9.2. Der Winkel zwischen v und Ry (v) ist

% wenn 0 < o <,
(v, Ry(v)) = {27T(p wenn ™ < @ < 27,

Beweis. Fir v = (z) berechnen wir

@-cos(ip)—y-sin(i)
. <'U, R§0U> . (.f, y) (m~sin(<p)+y-cos(tp)) o (xQ + 92) ) COS(QO) _
cosl£ 0 Re D) = o TR, Nk =T Eage )

Die Umkehrung des Cosinus zusammen mit der Konvention, daf Winkel in [0, 7] liegen, fiihrt
zur Behauptung. (]

Definition 9.3. Die Aussage von Proposition 9.2 wird einheitlicher, wenn man zu orientierten
Winkeln iibergeht. Dazu betrachten wir R? ausgestattet mit der Standardorientierung, beziiglich
der die Standardbasis positiv orientiert ist. Sodann definieren wir zu Vektoren v, w € R2, v, w # 0
den orientierten Winkel —7 < £(v,w) < 7 durch

£(v,w) wenn (v,w) eine positiv orientierte Basis ist,

~ ) —4(v,w) wenn (v,w) eine negativ orientierte Basis ist,
0 wenn v = Aw mit A > 0,
wenn v = Aw mit A < 0.

Proposition 9.4. Fiir alle v,w € R?, v,w # 0 und ¢ € R gilt

(1) |L(v,w)] = £(v,w),
(2)  4L(v, R,(v)) = ¢ (mod 27Z).

Beweis. Aussage (1) ist klar, wenn (v, w) eine Basis von R? ist. Wenn v = Aw, dann ist

Pww) A
ol Trll ~ I

Bei A > 0 ist damit £(v,w) =0 und bei A < 0 ist damit £(v, w) = 7.

cos(L(v,w)) = = Vorzeichen von A.
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Fiir Aussage (2) miissen wir bestimmen, ob (v, R,(v)) positiv oder negativ orientiert ist,
sofern es sich um eine Basis handelt. Dazu setzen wir v = (z) berechnen wir die Determinante
der Basiswechselmatrix zur Standardbasis

r wcos(p) — ysin(p) — - sin
det(< ) zsin(e) + g cos(o) )) = (22 +¢?) - sin(p).

Fiir 0 < ¢ < 7 ist (v, Ry(v)) eine positiv orientierte Basis und

£(v, Rp(v)) = £(v, Ry (v)) = ¢

nach Proposition 9.2. Fiir 7 < ¢ < 27 ist (v, R,(v)) eine positiv orientierte Basis und

L(v, Rp(v)) = —4L(v, Rp(v)) = —(2m —p) = p —2m = ¢ (mod 27Z)

wieder nach Proposition 9.2. Fiir ¢ = 0 und ¢ = 7 folgt Aussage (2) sofort. Da ¢ — R,(v)
periodisch in 7 mit Periode 27 ist, folgt damit die Aussage fiir alle ¢ € R. (]

Beispiel 9.5. Sei v € R™, v #£ 0. Die Spiegelung an der Hyperebene orthogonal zu v also
an H, = (v)* ist die lineare Abbildung S, : R® — R®

(v, w)

(v, v)

In der Tat sind alle w € H, im Eigenraum zum Eigenwert 1 von S, oder einfach gesagt: die
Vektoren aus der Spiegelhyperebene H,, bewegen sich nicht:

Sp(w) =w — 2

V.

(v, w)

(v, 0)

SU(ZU):Y,U—Q v=w

In Richtung von v allerdings gilt

Sv(v):v—2g:z;v:v—2v:—v.

Wir bestimmen nun die Matrix von S, in einer geeigneten ONB. Offensichtlich gilt fiir A € K*

(Av, w) (v, w)
S =w—2 A =w — 2 =5 .
)\U(w) w <A'U, )\U) v w <'U, 'U> v U(w)
Es kommt also nur auf die von v aufgespannte Gerade an. Wir nehmen daher OBdA an, dafs
v normiert ist, und ergénzen zu einer ONB Z = (b; = v,ba,...,by,). Dann liegt b; € H, fiir
i=2,...,nund S,(b;) = b;. In dieser Basis nimmt S, die Blockmatrixgestalt

2 _ (-1 0
M%(‘SU) - < 0 1,1
an, wobei 1,_; die Einheitsmatrix in M,,_;(R) ist. Diese Matrix ist symmetrisch und beziiglich
einer ONB aufgestellt, somit gilt nach Proposition 6.42
Sy = Sy.
Wir rechnen nun fiir x,y € R™ beliebig mittels S, o S, = id
(Su(@), Su(y)) = (2, 555u(y)) = {x,55(y)) = (z,y).

Die Spiegelung 5, ist somit eine isometrische Abbildung.

Wir bestimmen nun O(2) und SO(2). Wir erinnern zunéchst daran, daf eine orthogonale

Matrix A Determinante det(A) = +1 besitzt, sieche Proposition 6.47. Auferdem erinnern wir an
die Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus.

Proposition 9.6. Fir alle p, € R gilt

(1) cos(ip +1p) = cos(ip) cos(v)) — sin(¢p) sin(y),
(2) sin(p + 1) = sin(p) cos(¢) + cos(p) sin ().
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Beweis. Fir alle |[ph € R gilt die Euler’sche Formel
€' = cos(ip) + isin(yp)

mit der komplexen Exponentialfunktion e® : C — C definiert durch die Potenzreihe

n

z
e = Z—
n!

n>0
Die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion (e**¥ = e” - €¥ fiir alle z,y € C) zeigt
cos(p + 1) +isin(p +v) = !PTV = e W = (cos(p) +isin(p)) - (cos(v) +isin(th)).
Die Behauptung folgt durch Ausmultiplizieren und Vergleich von Real- und Imaginérteil. O

Satz 9.7. Im zweidimensionalen ist eine orthogonale Matrix eine Drehung oder eine Spiegelung:

(1)  Die Abbildung ¢ — D, induziert einen Gruppenisomorphismus
R/27Z — SO(2).

Insbesondere ist jede orthogonale Matriz D € O(2) mit det(D) =1 eine Drehung.
(2)  Jede orthogonale Matriz S € O(2) mit det(S) = —1 ist eine Spiegelung.

Beweis. Gegeben sei eine orthogonale Matrix

A‘(i Z)eO(?).

Die definierende Eigenschaft A*A = 1 ist dquivalent zum Gleichungssystem

a2+02:1,
ab+cd =0,
b +d*=1.

Aus a? 4 ¢® = 1 und etwas Analysis folgt, daft es einen Winkel ¢ € R gibt, mit
a=cos(p) und ¢ =sin(y).
Da ab + cd = 0 folgt die Existenz von £ € R mit
b= —cesin(p) und d=-¢ecos(yp).
Aus b? + d? = 1 folgt £ € {£1}. Damit ist A die Matrix

s < cos(p) —esin(p) >

sin(p) ecos(p)

und det(A) = e(cos(p)? + sin(¢)?) = e.
(1) Sei nun A € SO(2), also € = det(A) = 1. Dann ist A = D, eine Drehung. Damit haben
wir gesehen, dafs die Abbildung D : R — SO(2) mit
D(¢) = D,

surjektiv ist. Die Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus zeigen, daf D ein Gruppenhomo-
morphismus ist:

— sin(y)) >
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Der Rest von (1) folgt aus dem Homomorphiesatz angewandt auf den surjektiven Gruppenho-
momorphismus D : R — SO(2), wenn wir den Kern von D bestimmen:

ker(D)={¢; Dy, =1} ={¢; In€Z: ¢ =2mn} = 2rZ.
Fiir Aussage (2) fehlt nur noch, die Matrix A im Fall ¢ = —1 als Matrix einer Spiegelung zu

identifizieren, also
cos(p)  sin(y)
A= )
sin(p)  — cos(p)
Die ONB aus

. ( sin(0/2) > und  w— < cos(/2) >

— cos(/2) sin(yp/2)
wird durch Multiplikation mit A wie folgt abgebildet (wieder mittels der Additionstheoreme)

cos(p) sin(p/2) — sin(p) cos(v/2) sin(p/2 —¢) \ _ .
Av = ( sin(p) sin(y/2) + cos(g) cos(p/2) > ( cos(p/2 — @) ) o
) )

cos(¢) cos(p/2) + sin(p) sin(p/2 cos(p —@/2) \ _
Aw = ( sin(ip) cos(p/2) — cos(p) sin(/2) > < sin(p — ¢/2) ) B

Damit beschreibt A eine Spiegelung an der Geraden Rw und nimmt in der ONB (v, w) die Form

-1
()
an. Also besteht O(2) \ SO(2) ausschlieklich aus Spiegelungen. O

Bemerkung 9.8. Die Gruppe O(2) ist eine Art kontinuierliche Diedergruppe. Fiir jedes n > 1
gibt es einen natiirlichen injektiven Gruppenhomomorphismus D,, < O(2) der Diedergruppe
der Ordnung 2n.

Korollar 9.9. Jede Drehung im R? ist das Produkt zweier Spiegelungen.
Beweis. Die Drehung um den Winkel ¢ schreiben wir als
D cos(p) —sin(p) | [ cos(e) sin(p) 1 0
? \sin(p)  cos(p) ~\sin(p) —cos(yp) 0o -1 )"

Dabei haben wir im Beweis von Satz 9.7 den ersten Faktor als Spiegelung an der Geraden

orthogonal zu v = ( Sicr(l)(sf/ 2) ) erkannt, und der zweite Faktor ist der Spezialfall p = 0, die
— cos(/2)
Spiegelung an der Geraden orthogonal zu ((1)) O

9.2. Bewegungen. Wir studieren nun die Abbildungen, welche die metrischen Eigenschaften
des euklidischen Raumes erhalten.
Definition 9.10. Sei V ein euklidischer Vektorraum.

(1) Eine Bewegung von V ist eine abstandserhaltende Abbildung f : V' — V von Mengen:
fiir alle v,w € V gilt

d(f(v), f(w)) = d(v,w).
(2) Eine Isometrie ist eine Bewegung, die eine lineare Abbildung ist.
Beispiel 9.11. Sei V ein euklidischer Vektorraum und w € V. Die Translation mit w ist die
Bewegung To, : V — V,
Tw(v) = v+ w.
In der Tat ist Ty, eine Bewegung, denn fiir alle z,y € V gilt

d(Tow (), Tw(y)) = [Tw(z) = Tw@)ll = [z + w) = (y + w)|| = |z — y| = d(z,y).

Die Translation Ty, ist genau dann linear, wenn w = 0.
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Satz 9.12. Sei (V,( ,)) ein euklidischer Vektorraum, und f : V. — V eine Abbildung von
Mengen. Dann sind dquivalent:

(a) [ ist Isometrie.

(b)  f ist Bewegung mit f(0) = 0.

(¢)  f erhdlt das Skalarprodukt: fir alle v,w € 'V gilt (f(v), f(w)) = (v, w).
(d)  f ist isometrische Abbildung, also insbesondere linear.

(e) [ ist linear und normerhaltend, d.h. fir alle v € V' gilt || f(v)]| = ||v].

Beweis. Wir zeigen die Aquivalenz durch einen Ringschluf:
(a) = (b) = (¢c) = (d) = (¢) = (a).

(a) = (b): Eine Isometrie ist eine Bewegung und erhélt als lineare Abbildung die Null.
(b) = (c): Sei f eine Bewegung, die den Nullpunkt erhélt. Wegen f(0) = 0 gilt fiir allev € V

1f )| = 11f(v) = fO)]| = d(f(v), f(0)) = d(v,0) = [lv = Of| = [v]. (9.1)
Die Polarisationsformel, Satz 5.16, angewandt auf v und —w liefert fiir alle v,w € V
20, w) = [[v]* + w|* = [lo = wl* = Jo]* + [w]* = d(v, w)*. (9-2)

Damit folgt (c¢) aus (9.1) und (9.2) mit der Rechnung
2(f(0), f(w)) = [ F@)I* + 1f (w)|* = d(f (), f () = [[v]]* + [Jw]|* = d(v, w)* = 2(v, w).
(¢) = (d): Sei f skalarprodukterhaltend. Dann erhilt f wegen [[v]|* = (v,v) auch die Norm.
Aus (9.2) folgt
lo = wl|* = [[o]* + Jwl® — 2{v, w), (9:3)
und somit fiir alle A € K und v € V:
1F (o) = Af )1 = ILF Q)P + [AF@)IF = 2(f (A), Af (0))
= [IFO)II* + A (@) = 2M(f (A0), f(v))
= 120l + A%[lo)|* = 220, v) = [I2]® + [|A]* = 2(Av, Av) = 0
Da 0 der einzige Vektor von Norm 0 ist, folgt fiir alle A € K und v € V:
fAw) = Af(v).

Fiir alle v,w € V berechnet sich mit der Polarisationsformel, Satz 5.16, und wieder (9.3)

1f (v +w) = (f(0) + f(w))]?

= f@+w)lI* + £ (v) + f(w)]* = 2(f (v + w), f(v) + f(w))
= [lv+ w|* + [|F )7 + | f(@)]* +2(f (0), f(w)) = 2(f (v +w), f()) = 2(f (v + w), f(w))
= [lv+w|® + ([[o]* + lw]® + 2(v, w)) — 2(v + w,v) — 2(v + w,w)
= v+ w|® + v+ w|* = 2(v + w,v +w) =0
Da 0 der einzige Vektor von Norm 0 ist, folgt fiir alle v,w € V:
flo+w) = fv) + f(w).

Damit ist f linear, und weil f zudem nach Voraussetzung das Skalarprodukt erhélt, handelt es
sich bei f um eine isometrische Abbildung im Sinne dieser Vorlesung.

(d) = (e): Sei f isometrische Abbildung. Dann gilt fiir alle v € V
1F@)IP = (f(v), f(0)) = (v,0) = [|v]*.

Somit ist f linear und normerhaltend.
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(e) = (a): Sei f linear und normerhaltend. Dann gilt fiir alle v,w € V
d(f(v), f(w)) = [[f(v) = f(w)l| = [[f (v = w)|| = |[v = w]| = d(v,w).
Somit ist f eine lineare Bewegung: eine Isometrie. O
Wir zeigen nun, daf bis auf eine Translation eine Bewegung linear ist.

Proposition 9.13. Die Komposition von Bewegungen ist eine Bewegung. Die Komposition von
Isometrien ist eine Isometrie.

Beweis. Das ist klar. O

Korollar 9.14. Sei (V,( ,)) ein euklidischer Vektorraum und F' : V — V eine Bewegung. Dann
gibt es w € V und eine Isometrie f : V — V, so daff fir allev € V

F(v) = (Two f)(v) = f(v) + w.
Der Vektor w und die Isometrie f sind eindeutig.

Beweis. Mit w = F(0) ist f = T_,, o F' eine Bewegung mit f(0) = 0, also nach Satz 9.12 eine
Isometrie. Es gilt dann

F=(TyoT_y)oF=Tyo(T_woF)=Ty,o f.
Die Eindeutigkeitsaussage bleibt zur Ubung. O
Satz 9.15. Sei (V,(,)) ein euklidischer Vektorraum.

(1)  FEine Isometrie ist ein Automorphismus des zugrundeliegenden Vektorraums.
(2)  FEine Bewegunyg ist bijektiv.

Beweis. Sei f : V. — V eine Isometrie. Als euklidischer Raum ist V' per Definition endlichdi-
mensional. Dann ist f als lineare Abbildung zwischen endlich-dimensionalen Vektorrdumen der
gleichen Dimension bijektiv genau dann, wenn ker(f) = 0.

Als Isometrie ist f nach Satz 9.12 normerhaltend. Sei v € V und f(v) = 0. Dann gilt

[oll = Ilf (v)]| = 0,

also v = 0. Dies zeigt Aussage (1).
(2) Wir schreiben eine Bewegung F' nach Korollar 9.14 als F' = T, o f mit Translation T,
und Isometrie f. Da Translationen bijektiv sind, folgt (2) aus (1). (]

Beispiel 9.16. Sei V' der R-Vektorraum der ¢2-Folgen, also der Folgen (a,)nen mit

[e o]

2
E a; < oo.
=1

Auf V ist das ¢?-Skalarprodukt definiert als

((an)nENa (bn)n€N>£2 = Z aibi.
=1

Der Shift-Operator S : V' — V definiert durch
S(((Il, az,as, . . )) = (O,al,ag, .. )

ist eine Bewegung, die nicht bijektiv ist. Das ¢2-Skalarprodukt ist eine positiv definite, sym-
metrische Bilinearform. Trotzdem ist V' kein euklidischer Raum, denn diese sind per Definition
endlich dimensional.



Geometrie 81

9.3. Isometrien. Nun charakterisieren wir Isometrien in den linearen Abbildungen.

Satz 9.17. Sei (V,( ,)) ein euklidischer Vektorraum mit ONB % und sei f : V. — V eine
lineare Abbildung. Sei A = MZ%(f) die Darstellungsmatriz. Dann sind dquivalent:

(a) [ ist Isometrie.

(b)  f fihrt die ONB B = (by,...,b,) in eine ONB f(%) = (f(b1),..., f(by)) tiber.

(¢) A ist orthogonal.

(d)  Die Spalten von A sind eine ONB von R"™ mit dem Standardskalarprodukt.

(e)  Die transponierten Zeilen von A sind eine ONB von R™ mit dem Standardskalarprodukt.

(f)  ff=idv.
(9)  f ist invertierbar und f=1 = f*.
(h)  ff*=idy.

Beweis. Wir zeigen die Aquivalenz durch die folgenden Implikationen:

(@) = (b) (9) = (h)

N 7

(¢) = (d) = (o <= (f) = (a)

(a) = (b): Sei # = (b1,...,b,) eine ONB und f eine Isometrie. Dann ist f skalarproduk-
terhaltend nach Satz 9.12 und f(Z) eine ONB, weil

(f(b3), f(bg)) = (bi, bj)-
<= (c): folgt aus Satz 6.45.
<= (d) <= (e): folgen jeweils aus Korollar 6.46.
<~

(f): Bs ist MZ(f*) = A* nach Satz 5.26, denn * = %. Die Matrix von f*f ist A*A
omit A'A =1 <= f*f=idy.

(f(v), f(w)) = (v, f*(f(w))) = (v,w),
also ist f skalarprodukterhaltend und nach Satz 9.12 eine Isometrie.
(g) = (f) und (h): trivial.
(f) oder (h) = (g): Wegen f*f = idy (oder ff* =idy) ist f surjektiv (oder injektiv) und
als Endomorphismus eines endlichdimensionalen Vektorraums auch bijektiv. Dann mufl aber das
Linksinverse (oder Rechtsinverse) schon Inverses sein: f~! = f*. O

Korollar 9.18. Die Isometrien des R™ beziiglich des Standardskalarprodukts sind genau die
Matrizxmultiplikationen mit reellen orthogonalen Matrizen.

Beweis. Das folgt sofort aus Satz 9.17 (a) <= (c) im Fall V.= R” mit dem Standardskalar-
produkt. O

Korollar 9.19. Fir A € O(n) und v € R™ gilt ||Av|| = ||v]|.
Beweis. Sofort aus Korollar 9.18 und den Eigenschaften einer Isometrie. (|
Korollar 9.20. Jeder reelle Eigenwert einer orthogonalen Matriz A € O(n) ist 1 oder —1.

Beweis. Sei A ein (reeller) Eigenwert von A, und sei v ein zugehoriger Eigenvektor. Dann gilt
[oll = [[Av]l = [[Av]l = |A] - [lv],
und daher A = +1, weil ||v|| # 0. O

Proposition 9.21. Jeder reelle Figenwert einer Isometrie ist 1 oder —1.
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Beweis. Vermoge der Ubersetzung von linearen Abbildungen in Matrizen folgt die Aussage fiir
eine Isometrie sofort aus der fiir eine orthogonale Matrix, sieche Korollar 9.20. U

Korollar 9.22. Ist f Isometrie eines euklidischen Vektorraums, dann gilt det(f) = +1.
Beweis. Die Matrix A = M%(f) beziiglich einer ONB £ ist orthogonal. Daraus folgt
det(f)? = det(A)? = det(A?) det(A) = det(A’A) = det(1) = 1. 0

Bemerkung 9.23. Korollar 9.22 bedeutet insbesondere, daf sich das Volumen eines Parallelotops
unter einer Isometrie wegen Satz 8.46 nicht dndert. Das soll auch so sein, schlieflich ist eine
Isometrie eine Bewegung, die sémtliche metrische Eigenschaften erhalten soll.

UBUNGSAUFGABEN ZU §9

Ubungsaufgabe 9.1. Sei V ein euklidischer Vektorraum. Die Spiegelung am Orthogonalraum zu
v €V, v # 0 hat die Formel
(v, w)
v
(v, v)
Berechnen Sie direkt mit dieser Formel, daft S, eine Isometrie ist.
Ubungsaufgabe 9.2. Wir betrachen im R? den Wiirfel mit den Ecken (41,1, +1). Die Raum-
diagonalen, das sind die Geraden durch gegeniiberliegende Ecken des Wiirfels treffen sich im

Punkt 0 € R3. Bestimmen Sie den Winkel zwischen zwei dieser Raumdiagonalen. Hingt das
Ergebnis von der Wahl der Raumdiagonalen ab?

Sp(w) =w — 2

Ubungsaufgabe 9.3. Auf R* betrachten wir die Bilinearform der Signatur (3,1), welche fiir z,y €
R* durch

-1
gegeben ist. Auf der Teilmenge
V ={z = (z1,29,23,t) € R*; t >0, n(z,2) <0}
definieren wir eine ,Norm“ durch
], = v/ =n(z, z).
Zeigen Sie:
(1) Wenn z,y € V, dann auch x +y € V.

(2) Fir |||, gilt fiir Vektoren aus V' nicht die Dreiecksungleichung, sondern die ,falsche®
Dreiecksungleichung: fiir alle z,y € V gilt

e +yll, = llll, + llyll,-

Anmerkung: Wenn man die Lichtgeschwindigkeit auf ¢ = 1 normiert (kann man machen in
den richtigen Einheiten), dann ist 1 die Minkowski-Metrik auf der 4-dimensionalen Raumzeit.
Die Menge V besteht dann aus den aus physikalischer Sicht von 0 aus erreichbaren Punkten,
wenn man dem Postulat folgt, daf nichts schneller als Licht unterwegs sein darf. Der Wert [|z||,
ist die nach der speziellen Relativitdtstheorie vom mitfliegenden Betrachter erlebte verstrichene
Eigenzeit auf der direkten geradlinigen Reise von 0 nach x. Die falsche Dreiecksungleichung
beschreibt, dafs die Reise auf gerader Linie von 0 nach x + y mehr Eigenzeit in Anspruch nimmt
als die Reise von 0 nach z und dann von x nach = + y.

Mit dieser Beobachtung kann man das Zwillingsparadoxon der speziellen Relativitédtstheorie
erkldaren: Von zwei Zwillingsschwestern geht Antonia auf eine lange schnelle Reise zu einem
andern Stern, und Barbara bleibt auf der Erde. Nach der Riickkehr Antonias ist diese plotzlich
jiinger als Barbara, und zwar, je schneller sie unterwegs war, desto jinger ist Antonia.
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Antonias Reise verlduft idealisiert von 0 nach = = (z1, z2, x3,t) und dann weiter nach
(2t,0,0,0) =x+y
mit y = (—x1, —x2, —x3,t), wiahrend Barbaras Reise direkt von 0 nach = + y verlduft.

Ubungsaufgabe 9.4. Zeigen Sie, daff die Matrixmultiplikation mit

4 3

-5 0 5

| 9 _1 12
A= 25 5 25
23 16

25 5 25

eine Isometrie des R? (mit Standardskalarprodukt) beschreibt. Bestimmen Sie die Isometrienor-
malform von A.

Ubungsaufgabe 9.5. Sei n € N eine ungerade natiirliche Zahl und A € O,(R) eine orthogonale
Matrix. Zeigen Sie, daft A einen reellen Eigenvektor hat.

Ubungsaufgabe 9.6. Zeigen Sie, daf jede orthogonale Matrix A € SO3(R) eine Drehung um eine
Drehachse Ruv ist, d.h., es gibt einen Eigenvektor v zum Eigenwert 1.

Ubungsaufgabe 9.7. In dieser Aufgabe wollen wir eine elegante Methode zur Beschreibung von
Drehungen des R? behandeln, die in 3D-Computergraphik angewandt wird. Diese Aufgabe be-
nutzt Begriffe aus der Vorlesung Grundlagen der Algebra (und fillt auch ansonsten offensichtlich
aus dem Rahmen, ist aber zu interessant, um nicht gestellt zu werden).

Die Hamiltonschen Quaternionen kann man definieren als die Menge H C My (C) der Matrizen

(v %)

mit z,w € C beliebig. Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

(a) Hist ein Unterring des Matrizenrings Ma(C).
(b)  H ist ein R-Vektorraum der Dimension 4 mit Basis

(1) () () ()

(¢)  Wir identifizieren die lineare Hiille von 1 € H mit R durch A — A -1 und setzen
H_ = (i,j,k)

mit linearen Hiillen als R-Untervektorrdume. Dann ist H = H, ¢ H_ die Eigenraumzer-
legung beziiglich der Involution von H, genannt die Konjugation, welche induziert wird
von der Involution auf My(C), die sowohl die Matrix transponiert als auch die Eintrége
komplex konjugiert. Wir schreiben @ fiir das Konjugierte zu o € H.

(d)  Sei w4 : H — H die Projektion auf den Summanden H; = R. Dann definiert

(@, ) = mi(aB)

ein Skalarprodukt auf H. Bestimmen Sie die Matrix des Skalarprodukts beziiglich der
Basis 1,14, j, k.
(e)  Wir bezeichnen die Menge der Norm-1-Elemente

{a€eH|aa=1} CH

als 3-Sphire S? (erkliren Sie dies). Zeigen Sie, daf die Multiplikation von Quaternionen

aus S3 eine Gruppe macht und da$ ein Quaternion a zu S® gehort, genau dann wenn

al=a.
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Zu a € S? definieren wir ¢, : H — H mittels der Quaternionenmultiplikation wie folgt:

volz) = a(z)a™t.

Zeigen Sie, dak o, zu a € S? die Zerlegung H = H, @ H_ respektiert und ¢, orthogonal
ist beztiglich des Skalarprodukts aus (d).

Identifiziert man H_ mit R? durch die Basis i, j, k, so liefert die Konstruktion aus (f)
einen Gruppenhomomorphismus

©:8%—=80(3), a— palu_,
mit Kern ker(p) = {£1}.
Jedes Quaternion o € S3 1ift sich schreiben als
o = cos O+ sine(vli + voj + ng‘),

wobei 0 < 0 < 7 und v = (vy,v2,v3) € R3 ein Einheitsvektor ist. Wie eindeutig ist die
Korrespondenz « <+ (6, v) und kommen alle Paare (6, v) mit obigen Eigenschaften vor?
Sei a = cosf + sin@(vli + v9j + vgkz) € S3. Zeigen Sie, daf die orthogonale Abbildung
¢(a) des R? die Drehung um die Achse Rv mit dem Drehwinkel 26 ist. Ist der Gruppen-
homomorphismus ¢ aus (g) surjektiv?

Ubungsaufgabe 9.8. Sei (V,( ,)) ein euklidischer Vektorraum. Zeigen Sie, dak die Menge der
Bewegungen V' — V eine Gruppe bilden.

Zeigen Sie weiter, daf die Gruppe der Bewegungen des R™ mit Standardskalarprodukt iso-
morph ist zum semidirekten Produkt

O(n) x R™.
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Teil 4. Spektraltheorie
10. SPEKTRALTHEORIE SELBSTADJUNGIERTER ENDOMORPHISMEN

Spektralsidtze geben iiber Eigenrdume und Eigenwerte von Endomorphismen von Vektorrau-
men Auskunft.

10.1. Normale Abbildungen. Sei K ein beliebiger Kérper und V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum mit perfekter, symmetrischer Bilinearform ( , ). Die lineare Abbildung

fe=f
ist eine Involution auf Endg (V) = Homg (V,V), also (f*)* = f, siehe Abschnitt §5.4. Wir be-
tonen, daf die adjungierte Abbildung von der gewéahlten perfekten Bilinearform auf V' abhéngt.
Definition 10.1. Sei (V,(, )) eine endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit perfekter, symme-
trischer Bilinearform.

(1) Ein normaler Endomorphismus ist ein f € Endg(V), der mit f* kommutiert:

frr=1rr
(2) Ein selbstadjungierter Endomorphismus ist ein f € Endg (V) mit
f=r.

Der Begriff selbstadjungiert kam bereits in Proposition 6.42 vor, wo bewiesen wurde, daf dies
genau die Endomorphismen mit beziiglich ONBs symmetrischer Darstellungsmatrix sind.

Beispiel 10.2. (1) Da ein Endomorphimus stets mit sich selbst kommutiert, sind selbstadjun-
gierte Endomorphismen normal.

(2)  Sei(V,(,))ein K-Vektorraum mit symmetrischer anisotroper Bilinearform, und sei U C V'
ein Unterraum. Die orthogonale Projektion prr : V' — V auf U ist selbstadjungiert, siehe
Proposition 6.35. Fiir alle v; = u; +w;, 4 = 1,2 mit u; € U und w; € UL gilt py(v;) = u;
und

(v1, pu(v2)) = (u1 + w1, uz) = (u1,uz) = (u1, u2 +wa) = (pu(v1), va).
(3) Beispiel 5.28 zeigt, daf die Drehung R, € End(R?) ein normaler Endomorphismus ist:
RyR, =RyR_,=1=R_,R, =R R,.
Insbesondere ist nicht jeder normale Endomorphismus selbstadjungiert.
Das Beispiel der Drehungen verallgemeinert sich auf Isometrien.
Proposition 10.3. Isometrien sind normale Endomorphismen.

Beweis. Satz 9.17 zeigt f* = f~1, somit ff* =id = f*f. O

Satz 10.4. Sei (V,( ,)) ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum mit einer perfekten symme-
trischen Bilinearform, und sei f : V. — V' ein Endomorphismus. Dann ist f normal genau dann,
wenn fir alle v,w € V' gilt

(f(v), f(w)) = (f*(v), f(w)). (10.1)
Beweis. Sei f normal. Dann ist fiir alle v,w € V
(F (), FH(w)) = (v, f(F*(w))) = (v, [*(f(w))) = {f(v), f(w))
Wir nehmen nun (10.1) an. Dann gilt fiir alle v,w € V gilt
(0, [*(f(w))) = (f(v), f(w)) = (f*(v), fH(w)) = (v, f(f*(w)))-

Nach der Eindeutigkeit aus Korollar 5.6 ist dies dquivalent zu f*(f(w)) = f(f*(w)) fir alle
w € V und damit dazu, daft f normal ist. O
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10.2. Eigenwerte und adjungierte Abbildungen.

Notation 10.5. Sei f: V — V ein Endomorphismus des K-Vektorraums V', und sei A € K. Der
Eigenraum von f zum Eigenwert A ist der Untervektorraum von V'

V() = fv € V5 f(v) = Ao} = kex(f — Aidy).

Proposition 10.6. Sei (V,( ,)) ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum mit einer perfekten
symmetrischen Bilinearform ( , ), und sei f € Endg (V). Wenn X # u, dann sind Vy(f) und
Vu(f*) orthogonal zueinander.

Beweis. Sei v € Vy(f) und w € V,(f*). Dann gilt
Mo, w) = (Av, w) = (f(v),w) = (v, f*(w)) = (v, pw) = p(v, w),
so dafs (A — p)(v,w) =0, und wenn X # p folgt v L w. O

Korollar 10.7. Sei (V,(,)) ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum mit einer perfekten sym-
metrischen Bilinearform ( , ), und sei f € Endg (V') selbstadjungiert. Wenn X\ # p, dann sind
VA(f) und V,(f) orthogonal zueinander.

Beweis. Das folgt sofort wegen f = f* aus Proposition 10.6. (]

Beispiel 10.8. Sei V ein euklidischer Vektorraum, und sei pyy : V' — V die orthogonale Projektion
auf einen Unterraum U C V. Dann hat py = pj; die Eigenwerte 0 und 1 und

U =im(py) = Vi(py) ist orthogonal zu  Vo(p}y) = Vo(py) = ker(py) = U™,

Lemma 10.9. Sei (V,( ,)) ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum mit einer perfekten sym-
metrischen Bilinearform, und seien f,g : V — V normale Endomorphismen, die kommutieren:
fg=gf. Dann ist der Endomorphismus

f+9¢" €Endg(V)
auch normal.
Beweis. Es kommutieren auch f* und g* weil f*¢* = (¢f)* = (fg)* = ¢*f*. Damit folgt
f+9)(F+9) ="+ +9)=T+af+ 9 +99
=/ +f9+ g T +g9=00+9)+9) = +g)f+g)" O

Korollar 10.10. Sei (V,( ,)) ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit einer perfekten
symmetrischen Bilinearform, und sei f : V. — V ein normaler Endomorphismus. Dann ist fir
jedes A € K der Endomorphismus

f—Aidy € EndK(V)
auch normal.

Beweis. Weil (—Aidy)* = —Aidj, = —Aidy selbstadjungiert (also normal) ist und mit f kom-
mutiert, folgt das Korollar sofort aus Lemma 10.9. ([

Wir erinnern daran, daf anisotrope Bilinearformen perfekt sind.

Proposition 10.11. Sei (V,(,)) ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum mit einer anisotro-
pen symmetrischen Bilinearform. Sei f : V. — V ein normaler Endomorphismus. Dann ist

VA(S) = Va(f7).
Beweis. Es gilt wegen der vorausgesetzzten Anisotropie
fw) =M = f(v) = =0 < ((f = Aidy)(v), (f = Aidy)(v)) = 0.

Mit f ist nun nach Korollar 10.10 auch f — Aidy normal, und wegen (f — Aidy)* = f* — Xidy
folgt daher aus Satz 10.4

((f = Aidy)(v), (f = Ady)(v)) = ((f* = Aldy)(v), (f* = Aidy)(v)).
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Jetzt argumentieren wir mit f* anstelle von f riickwérts und finden f*(v) = Awv. O

Notation 10.12. Sei f € Endg (V) ein Endomorphimus eines endlichdimensionalen K-Vektor-
raums. Das charakteristische Polynom von f ist

Xf(X) = det(X -idy —f) € K[X]

Theorem 10.13 (Spektralsatz fiir zerfallende normale Operatoren). Sei (V,( ,)) ein endlich-
dimensionaler K -Vektorraum mit symmetrischer anisotroper Bilinearform. Sei f € Endg (V)
ein Endomorphismus. Dann sind dquivalent:

(a) 'V besitzt eine Orthogonalbasis aus Eigenvektoren fir f.

(b) V=V (f)et...etV,\(f) fir die Eigenwerte A1, ..., \ von f.
(c) [ ist normal und x¢(X) zerfdllt in K[X] in Linearfaktoren.

(d)  f ist selbstadjungiert und x ¢(X) zerfdllt in K[X] in Linearfaktoren.

Beweis. (b) = (a): Wir wéhlen fiir jeden Eigenraum V), (f) eine Orthogonalbasis. Diese fii-
gen sich zusammen zu einer Orthogonalbasis von V', da die Eigenrdume paarweise zueinander
orthogonal sind. Die resultierende Orthogonalbasis besteht aus Eigenvektoren zu f.

(a) = (d): Sei B = (b1,...,by) eine Orthogonalbasis aus Eigenvektoren fiir f. Sei A; der
Eigenwert zu b;. Dann sind fiir beliebige v = """ | ;b; und w = )" | yib;

(f0),w) = @ (b),w) =D mi(ibs,w) = > ways(Nibi by) = wayi(Nibs, bi)
i=1 i=1 i=1

i=1 j=1
=D wiyilbis Nibi) = Y > ajyilby, Aibi) = Y yilv. ibi) = Y yilv, f (b))
=1 =1 j=1 =1 =1
= (v, f(w)).

Hieraus folgt f = f*. Auflerdem ist A = Mg f) eine Diagonalmatrix mit Eintrdgen Aq, ..., \y.
Somit zerfallt x r(X) = xa(X) = [\ (X — X\;) als charakteristisches Polynom einer Diagonal-
matrix in Linearfaktoren.

(d) = (c): Das ist trivial.

(c) = (b): Wir beweisen diesen Schritt per vollstandiger Induktion nach n = dimg (V). Fiir
n = 0 ist nichts zu zeigen. Wir nehmen nun an, dafs Theorem 10.13 fiir Dimension < n richtig
ist. Da x¢(X) in Linearfaktoren zerféllt, gibt es einen Eigenwert A aus K. Da ( , ) anisotrop ist,
ist W = Vi (f)* das orthogonale Komplement zu Vj(f) und

V =Vi(f) & W.

Weil f normal ist und damit V) (f) = Vi\(f*) nach Proposition 10.11, gilt fiir all w € W und
Ve V)\(f)

(v, f(w)) = {f*(v), w) = Av,w) = Mo, w) =0
und

(v, fH(w)) = (f(v), w) = (A, w) = Ao, w) = 0.
Es folgt, dalk W ein f-stabiler und f*-stabiler Unterraum ist. Sei h = f|w und g = f*|. Dann
ist fiir alle wy, w9 € W

(h(w1), w2) = (f(w1), w2) = (w1, f*(w2)) = (w1, g(w2)),
und das heifst
(flw) =h"=g=f"w.
Ywxw) ein K-Vektorraum mit anisotroper symmetrischer Bilinearform, und
ein normaler Endomorphismus:

Damit ist (W, ( ,
flw € Endg (W)
)

flw o (flw)* = flw o filw = (f o f5)lw = (f" o Nllw = flw o flw = (flw)" o flw.
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In einer zur Zerlegung V =V = V) (f) &+ W angepakten Basis nimmt f die Blockdiagonalform
A1 0
0 flw
XF(X) = Xpp (X) - (X — ) dim(VAC),
Es folgt nun aus der Eindeutigkeit der Zerlegung in irreduzible Faktoren im Polynomring K[X],
siehe Skript zur Vorlesung Grundlagen der Algebra, daf auch f|y ein in Linearfaktoren zerfal-
lendes charakteristisches Polynom besitzt. Daher kénnen wir fiir W und f|w per Induktion auf
Eigenschaft (b) schliefien, denn dim(W) < dim(V).
Konkret: wir setzen fiir u € K fiir den Eigenraum von f|y zum Eigenwert
Wu(f) = Vulflw) ={w e W f(w) = pw} = W NV,(f). (10.2)
Nach Induktionsvoraussetzung sind fiir die Eigenwerte p, ..., us von f|w
W=Wu(f)er. e W, ()

die orthogonale Summe der Eigenrdume von fl|y. Fiir A # p ist nach Proposition 10.6 und
Proposition 10.11

an, so dafs

V() S St =w
und damit V,(f) = W,(f). Fir A = p gilt

WA = Va(f) N VAL = (0).
Wegen
XF(X) = (X = NIy (X))
sind die Eigenwerte von f gerade A, u1, po, - . ., ts. Dann gilt:
V=W(e W=W{ e Wulf)eh. e W)
=W @ V() ot ..ot V(). O

Bemerkung 10.14. Theorem 10.13 gilt insbesondere fiir K = R und einen euklidischen Vektor-
raum (V,( ,)). Ein Skalarprodukt ist symmetrisch, positiv definit und daher anisotrop. Bei-
spielsweise kann man V' = R" mit dem Standardskalarprodukt wahlen.

Im Fall K = R und einem euklidischen Vektorraum (V,( ,)) kann man iiberdies in der
Orthogonalbasis die Basisvektoren normieren, so daf man speziell eine ONB erhilt.

Bemerkung 10.15. Drehungen sind normal, aber nicht selbstadjungiert. Auf die Voraussetzung
zerfallender charakteristischer Polynome in Theorem 10.13(c)-(d) kann man nicht verzichteten.

Theorem 10.16 (Der Spektralsatz fiir Matrizen). Sei A € M,,(K) ein quadratische Matriz und
das Standardskalarprodukt auf K™ sei anisotrop. Dann sind dquivalent:

(a) K" besitzt eine Orthogonalbasis aus Eigenvektoren fir A.

(b) V=V (A)@t...et Vi (A) fir die Bigenwerte A\, ..., \, von A.

(c) A ist normal und xA(X) zerfallt in K[X] in Linearfaktoren.

(d) A= At ist symmetrisch und x 4(X) zerfillt in K[X] in Linearfaktoren.

Beweis. Die Aussagen (a) - (d) sind die entsprechenden Aussagen des Theorems 10.13 fiir V =
K™ mit dem Standardskalarprodukt und f = L4 der Matrixmultiplikation mit A. Insbesondere
ist die adjungierte Abbildungen durch Multiplikation mit der transponierten A’ gegeben. O

Bemerkung 10.17. Im Fall K = R und V = R"” mit Standardskalarprodukt zeigen wir im Beweis
der Hauptachsentransformation, Theorem 12.1, daf die Bedingung an x 4(X) in ein Produkt
von Linearfaktoren zu zerfallen fiir eine symmetrische Matrix A = A! € M, (R) automatisch
erfiillt ist.



Geometrie 89

UBUNGSAUFGABEN ZU §10

Ubungsaufgabe 10.1. Sei (V,( ,)) ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit einer perfekten
symmetrischen Bilinearform. Sei f : V' — V ein normaler Endomorphismus und P(X) € K[X]
ein Polynom. Zeigen Sie, daft auch P(f): V — V ein normaler Endomorphismus ist.

Ubungsaufgabe 10.2. Sei (V,( ,)) ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit einer anisotropen
symmetrischen Bilinearform. Zu einem Endomorphismus f : V' — V definieren wir die Bilinear-
form (, )f:V xV — K durch

<’U,'LU>f = <f(v)7w>
fiir alle v,w € V. Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

(1) (, )y ist Bilinearform.

(2) () ist symmetrisch genau dann, wenn f selbstadjungiert ist.

(3) Eine beziiglich ( , ) orthogonale Basis aus Eigenvektoren von f ist dasselbe wie eine Basis
die beziiglich ( , ) und (, ) orthogonal ist.

11. DIE ISOMETRIE-NORMALFORM

Eine Isometrie eines euklidischen Vektorraums ist ein normaler Endomorphismus. Der Spek-
tralsatz, Theorem 10.13, greift aber nur fiir solche normalen Endomorphismen, deren charakte-
ristisches Polynom iiber R in lineare Faktoren zerféllt. Da als Eigenwerte von Isometrien nur 1
und —1 in Frage kommen, gibt es fiir diagonalisierbare Isometrien nach Aussage des Spektralsat-
zes (nachdem man die Vektoren der Orthogonalbasis normiert hat) eine ONB & = (by,...,by)
fiir die f(b;) = +b; gilt. Nach eventueller Umordnung gibt es dann 7, s € Ny mit n = r + s und

p 1 0

B _ r

wobei 1, und 1, die Einheitsmatrizen der entsprechenden Groéfe r und s sind. Dies ist ein
Produkt der Spiegelungen S; = Sy, an den Hyperebenen (b;)~ firi =r+1,...,7+ s =n, wie

man leicht nachrechnet. Dies ist eine sehr eingeschrankte Klasse von Isometrien, Produkte von
Spiegelungen an Hyperebenen mit paarweise zueinander orthogonalen Normalenvektoren.

11.1. Komplexifizierung reeller Vektorradume. Sei V' ein R-Vektorraum. Die R-Basis
1,i e C
flihrt zu einer inneren direkten Summe als R-Vektorraume
Ve =CrV =V iV,

wobei wir V' mit dem Bild der linearen Abbildung

Vo>V, v—=1®0v
identifizieren und mit iV das Bild der linearen Abbildung

VoV, v—=i®u
bezeichnen. Jeder Vektor w € Vi 1dft sich somit eindeutig als

w=u-+ 1w

mit u,v € V schreiben. Es operiert C auf R-lineare Weise auf V¢ wie folgt. Zu w = u + v mit
u,v €V und z =z + iy € C ist

2w = (z +iy)(u+iv) := (zu — yv) +i(zv + yu) € V.
Insbesondere gilt damit fiir z, € Cund v € V
1.V =10

2((®v) =2 ®@w.
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Man rechnet leicht nach, daf damit V¢ ein C-Vektorraum wird. Eine Basis von V¢ als C-
Vektorraum erhélt man aus einer R-Basis (by,...,b,) von V, indem man das Tupel mittels
b; = 1 ® b; aufgefaltt in V' C V. Unter Mifsbrauch der Notation schreiben wir diese komplexifi-
zierte Basis weiterhin als

B=0b1=1R0b1,...,b, =1R@by,).
Der Ubergang von R-Vektorraumen V zu C-Vektorraumen C nennt man Komplexifizierung.

{R-Vektorrdume} Lo, {C-Vektorrdume}

Dies ist das einfachste Beispiel eines Basiswechsels (gemeint ist nicht die Basis eines Vektorraums,
sondern der Bereich aus dem die Koordinaten stammen), wie man ihn in der kommutativen
Algebra oder algebraischen Geometrie antrifft.

Beispiel 11.1. Die Komplexifizierung des Standard-R-Vektorraums ist
(R")c =C".
Im allgemeinen Fall macht die Komplexifizierung dasselbe, nur diesmal koordinatenfrei.

Nach Vektorrdumen komplexifizieren wir nun lineare Abbildungen. Sei f : V — W eine
R-lineare Abbildung. Die R-bilineare Abbildung

CxV —=We, (z,0)~— zf(v)
liefert iiber die universelle Eigenschaft des Tensorprodukts eine zunéchst R-lineare Abbildung
fo: Ve —=We, fe(u+iv) = f(u) +if(v) Yu,v € V.

Aus dieser Formel ist unmittelbar klar, dals fc sogar C-linear ist. Fiir alle z = a+bi € C, a,b € R
und w =u 4+ € Vg, u,v € V gilt
z2fe(w) = (a+bi)(f(u) +if(v)) = (af(u) = bf(v)) +i(af(v) + bf (u))
= f(au —bv) +if(av + bu) = fc(zw).
Besonders einfach wird die Matrixbeschreibung von f¢ beziiglich komplexifizierter Basen der

R-Vektorrdume. Sei & eine Basis von V und % eine Basis von W, und bezeichnen wir mit
derselben Notation die komplexifizierten Basen von V¢ und We, dann ist

M?(f@) = Mg(f) S Mnxm(R) - Mnxm((c),

wie man sofort aus der Definition der Darstellungsmatrizen nachrechnet. Sei A = (a;;) die
Darstellungsmatrix, also

fby) = Zaz’j%
dann gilt
fe(by) = fe(bj +1i-0) = f(by) +if(0) = f(b) =) ases.

11.2. Der Spektralsatz fiir Isometrien. Um den Spektralsatz auch fiir die anderen Isome-
trien zu bekommen, mufs man die Aussage abschwéchen und Drehkéstchen erlauben: die nun zu
behandelnde Isometrie-Normalform. Wie iiblich bezeichnen wir mit 1,, die Einheitsmatrix der

Grofte m und mit
D — cos(¢) —sin(yp)
7 \Usin(p)  cos(p)

die Drehmatrix zum Winkel .
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Theorem 11.2 (Isometrie-Normalform). Sei f : V. — V eine Isometrie eines euklidischen
Vektorraums V' der Dimension n. Dann gibt es eine ONB % von V' und eindeutige r,s,t € Ny
mit n = r + s + 2t und eindeutig bestimmte Winkel 0 < @1 < ... < ¢y < 7, so daf§ die f
darstellende Matrix die folgende Isometrie—Normalform annimmdt:

1,
MZ(f) = Doy

D,

Korollar 11.3 (Isometrie-Normalform orthogonaler Matrizen). Sei A € O(n) eine orthogonale
Matriz. Dann gibt es eine orthogonale Matriz S € O(n) und eindeutige r,s,t € Ng mit n =
r+ s+ 2t und eindeutig bestimmte Winkel 0 < o1 < ... < @y <7, so daf§ die konjugierte Matrix
die folgende Isometrie—Normalform annimmdt:
1,
—1,
SAS™! = De,

Dy,

Bewets. Das ist nur die Matrixversion von Theorem 11.2, denn orthogonale Matrizen gehoren
nach Satz 9.17 zu Isometrien. Der Basiswechsel von der Standardbasis, einer ONB, in die ONB
A, die das Theorem 11.2 liefert, wird nach Satz 6.45 durch eine orthogonale Basiswechselmatrix
vollzogen: die Matrix S ist orthogonal. (]

Korollar 11.4. Sei f wie in Theorem 11.2 bzw. A wie in Korollar 11.3. Dann ist das charak-
teristische Polynom
¢
A (X) = xa(X) = (X = 1)7(X + 1) T (X2 = 2cos(pi) X + 1)
i=1
und das Minimalpolynom enthdlt jeden irreduziblen Foktor des charakteristischen Polynoms ge-
nau etnmal.

Beweis. Dies liest man sofort aus der Blockdiagonalform der Isometrie-Normalform ab. O
Bemerkung 11.5. Fiir 0 < ¢ < wist —1 < cos(¢) < 1, und das Polynom

X? —2cos(p) + 1 € R[X]
ist irreduzibel. Die beiden komplexen Nullstellen cos(y) £ sin(p) liegen wegen sin(y) # 0 nicht
in R.
Korollar 11.6. Eine Isometrie des R? ist eine Drehung oder eine Spiegelung.
Beweis. Das haben wir bereits in Satz 9.7 bewiesen g

Korollar 11.7. Jede orientierungserhaltende Isometrie des R® ist eine Drehung.

Beweis. Weil det(D,) = 1 fiihrt die Isometrienormalform mit Parametern wie im Theorem 11.2
zu det = (—1)°. Also ist s =0 und r = 1 oder r = 3. In jedem Fall bleibt eine Drehung um den
Winkel ¢ in einer Ebene E C R? (bei 7 = 3 eben um den Winkel ¢ = 0). Orthogonal dazu in
E* operiert die Isometrie durch den Eigenwert 1, also durch idg. . O

Korollar 11.8. (1) Jede orthogonale Matriz ist Produkt von Spiegelungen.
(2)  Die orthogonale Gruppe O(n) wird durch Spiegelungen erzeugt.
(8) Jede Isometrie des R™ ist ein Produkt von Spiegelungen.
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Beweis. (1) Nach Theorem 11.2 reicht es, die Isometrie-Normalform als Produkt von Spiege-
lungen zu schreiben. Auflerdem reicht es aus, jedes Drehkéstchen einzeln als Produkt von zwei
Spiegelungen zu schreiben und dann aufzumultiplizieren. Dies gelingt nach Korollar 9.9.

Die Aussagen (2) und (3) sind triviale Folgen von Aussage (1). O

Beweis von Theorem 11.2. Die Eindeutigkeit folgt sofort aus Korollar 11.4, in dessen Beweis die
Eindeutigkeitsaussage nicht verwendet wird. Es ist 7 (bzw. s) die Vielfachheit der Nullstelle 1
(bzw. —1) von x¢(X) und die ¢; sind eindeutig durch die quadratischen irreduziblen Faktoren
von X s(X) bestimmt, weil fiir 0 < ¢ < 7 der Cosinus streng monoton fallend in den Bereich in
1 > cos(p) > —1 abbildet. Hier benétigen wir noch die Uberlegung, daf

X? - 2cX +1€R[X]

fiir |¢| < 1 irreduzibel ist, weil die Nullstellen ¢ +iv/1 — ¢2 in C aber nicht in R liegen.

Der Beweis der Existenz lauft parallel zum Beweis des Spektralsatzes fiir zerfallende normale
Operatoren, Theorem 10.13. Wir arbeiten per Induktion nach n = dim(V'). Der Induktionsanfang
n = 0 ist trivial. Wir iiberlegen uns die Félle n = 1 und n = 2 ebenfalls, da der Induktionsschritt
wesentlich darauf basiert.

Schritt 1: Dimension 1. Fiir n = 1 haben die Isometrien einen Eigenvektor und damit nach
Proposition 9.21 den Eigenwert £1. Damit gilt die Isometrienormalform.

Schritt 2: Dimension 2. Das ist gerade Satz 9.7.

Schritt 3: Ein invarianter Summand. Wir nehmen an, daf n > 0 ist und die Aussage von
Theorem 11.2 fiir Isometrien von euklidischen Vektorrdumen der Dimension < n gilt. Sei

f@lV@-)V(c

die Komplexifizierung von f. Weil in C nach dem Fundamentalsatz der Algebra (Theorem ?7)
jedes Polynom eine Nullstelle besitzt, hat fc einen Eigenwert A = x + iy mit einem Eigenvektor
0#u+ive Vg, dh,

fu)+if(v) = flu+iv) = Mu+ ) = (zu — yv) +i(zv + yu).
Die lineare Hiille U = (u,v)gr € V hat Dimension 1 oder 2, und sie ist f-invariant (Koeffizien-
tenvergleich):
fwy=zu—yvelU und f(v)=zv+yuecl.

Auferdem ist U auch f* = f~! invariant, denn f ist bijektiv (die reellen Eigenwerte sind 1 oder
—1; die 0 tritt nicht als Eigenwert auf, siche Proposition 9.21).

Schritt 4: Fin invariante orthogonale Zerlequng. Wir setzen W = U+ und betrachten die
orthogonale Zerlegung

V=Ua" W

Dann ist W auch f-invariant: zu w € W und u € U folgt f*(u) € U und somit

(f(w), u) = (w, f*(u)) = 0.
Damit gilt f(w) € U+ = W.

Schritt 5: Zusammenfiigen. Die Einschrénkungen f|y und flw von f auf U und W sind
weiterhin Isometrien, jetzt beziiglich der Einschrénkung des Skalarprodukts von V auf U bzw.
auf W (was ein Skalarprodukt bleibt!). Per Induktionsannahme hat f|y die verlangte Form,
und f|y wurde als Induktionsanfang behandelt. Sei € (bzw. Z) eine Basis von U (bzw. W),
so dab f|y (bzw. f|lw in Isometrie-Normalform erscheint. Sei & die Basis von V, die durch
zusammenfiigen von ¥ und Z entsteht. Dann hat f wegen

2o MZ(flv)
M,@m—( ’ Mgmw))
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beziiglich # eine Matrix mit den erlaubten Block-Diagonaleintragen. Eventuelles umsortieren
der gefundenen Basis bring die Késtchen der Matrix in die gewiinschte Reihenfolge der Isometrie-
Normalform. (]

Bemerkung 11.9. Sei V' ein euklidischer Vektorraum und f € Endg(V). Sei A € M, (R) die
Matrix von f beziiglich einer ONB von V. (Oder man startet gleich mit einem A; das ist der
Fall f = Multiplikation mit A auf V' = R™ mit Standardskalarprodukt.)

Es ist dann f eine Isometrie genau dann, wenn A orthogonale Matrix ist, und das testet man
durch den Nachweis von

AtA =1.

Sei dies erfiillt, dann findet man die Isometrie-Normalform durch Faktorisieren des charakteris-
tischen Polynoms. Nach Korollar 11.4 treten die Nullstelle £1 mit der Vielfachheit auf, in der
+1 als Diagonaleintrag in der Isometrie-Normalform auftritt. Und jeder quadratische Faktor ist
von der Form

X% —2cos(p)X + 1,

woraus der eindeutige Drehwinkel ¢ € (0, 7) des zugehdrigen Késtchens bestimmt werden kann.
Die Winkel 0 und 7 treten nicht auf, da dann der quadratische Faktor nicht irreduzibel ist.

Die geeignete Basis & zu finden, in der f bzw. A Isometrie-Normalform annimmt, ist aufwen-
diger, aber auch aus dem Beweis von Theorem 11.2 herauszulesen. Man bestimme Basen zu den
Eigenrdumen zum Eigenwert £1 und auch zu den Eigenwerten A € C\ R der Komplexifizierung
fc. Man bekommt dadurch f-invariante Unterrdume U C V' der Dimension 1 (reeller Eigenwert)
oder 2 (komplexer, nicht-reeller Eigenwert). Im Fall dim(U) = 2 muf man noch eine ONB von
U bestimmen.

Am besten arbeitet man jeweils mit dem orthogonalen Komplement des bereits bestimmten
Teils der Basis . Dadurch verringert sich die Dimension, und nach endlich vielen Schritten ist
man fertig.

12. QUADRIKEN UND DIE HAUPTACHSENTRANSFORMATION

12.1. Die Hauptachsentransformation. Ziel ist der folgende geometrische Satz und seine
drei unmittelbaren Korollare. Diese vier Aussagen sind relativ schnell ineinander iibersetzt und
somit dquivalent. Es reicht eine davon zu beweisen.

Theorem 12.1 (Hauptachsentransformation). Sei A € M,,(R) eine symmetrische Matriz. Dann
gibt es A\, ..., A\ € R und eine orthogonale Matriz S € O(n), so dafs

A1
STAS =
An

Bemerkung 12.2. Sei ( , )4 die symmetrische Bilinearform auf R” mit Gram’scher Matrix A.
Dann besagt Theorem 12.1, daf es einen orthogonalen Basiswechsel mittels S € O(n) gibt in
eine ONB % von R"”, die auch fiir ( , ) 4 orthogonal ist.

Korollar 12.3. Sei V' ein euklidischer Vektorraum und f : V x V. — R eine symmetrische
Bilinearform. Dann gibt es eine ONB, die beziiglich f eine Orthogonalbasis ist.

Beweis. Wir wihlen eine erste ONB % beliebig. Die Gram’sche Matrix A = M##(f) ist eine
symmetrische reelle Matrix, weil f symmetrisch ist. Nach Theorem 12.1 gibt es eine orthogo-
nale Matrix S, so daf S?AS Diagonalgestalt hat. Dieses S ist die Basiswechselmatrix in eine

Orthogonalbasis ¥ beziiglich f. Als orthogonale Matrix wechselt S wieder in eine ONB nach
Satz 6.45. O
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Wir iibersetzen nun die Aussagen tiber eine zweite Bilinearform in Aussagen iiber einen En-
domorphismus. Dabei benutzen wir wesentlich, daf fiir eine orthogonale Matrix S die Formel
St = S gilt, um via

S'AS = STTAS
die Basiswechselformel fiir die Darstellungsmatrix eines Endomorphismus in die Basiswechsel-
formel fiir eine Gram’sche Matrix zu iibersetzen.

Korollar 12.4. Sei A € M, (R) eine symmetrische Matriz. Dann ist A durch eine orthogonale
Matriz diagonalisierbar: es gibt A1, ..., A\, € R und eine orthogonale Matriz S € O(n), so dafs

A1
ST1AS =
An

Beweis. Das ist wegen S~1 = S fiir alle S € O(n) genau Theorem 12.1. O

Korollar 12.5. Sei V' ein euklidischer Vektorraum und f : V. — V ein selbstadjungierter
Endomorphismus. Dann gibt es eine ONB aus Eigenvektoren von f.

Beweis. Wir wahlen eine erste ONB % beliebig. Nach Propositon 6.42 und wegen f = f* ist
dann die darstellende Matrix

A=MZ(f) =MG(f*) =MG(f)" = A

symmetrisch. Nach Theorem 12.1 gibt es eine orthogonale Matrix S, so daf S~1AS = S*AS
Diagonalgestalt hat. Dieses S ist die Basiswechselmatrix in eine Basis ¢ von Eigenvektoren des
Endomorphismus f. Als orthogonale Matrix wechselt S wieder in eine ONB nach Satz 6.45. [

Bemerkung 12.6. (1) Der Diagonalformensatz Theorem 6.12 diagonalisiert symmetrische Bi-
linearformen {iber einem beliebigen Korper mit 2 € K*. Der auftretende Basiswechsel ist
aus GL, (K).

Im Vergleich dazu studiert die Hauptachsentransformation, Theorem 12.1, vor dem Hin-
tergrund eines euklidischen Vektorraums eine weitere Bilinearform ( , )4, die mittels be-
ziiglich der euklidischen Struktur orthogonalem Basiswechsel (im Fall von R™ aus O(n))
in eine Diagonalform gebracht wird.

Diagonalformensatz Hauptachsentransformation
" eine symmetrische Bilinearform - " zwei symmetrische Bilinearformen -
— eine davon Skalarprodukt
77777777 2¢ KX - dibee R
 Basiswechsel aus GL,(K) | | Basiswechsel aus O,(R)

(2) Betrachten wir eine Matrix A € M,,(R) als Endomorphsimus von R", oder besser als Matrix
beziiglich einer Basis % eines Endomorphismus f € Endg(V) fiir einen R-Verktorraum V/,
dann hat der Basiswechsel zu einer Basis ¢ den Effekt

A=M5(f) ~ STIAS = ME(f)

mit S = M%(idy). Fat man hingegen A als Gram’sche Matrix einer Bilinearform (, ) auf
V zur Basis £ auf, so hat der Basiswechsel zu % den Effekt

A=MP7((,))~ STAS =MT9(( ).
Unter einem orthogonalen Basiswechsel, und nur fiir S orthogonal, stimmen wegen

St =8 € 0O(n)
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die beiden Transformationen iiberein! Ein Normalformensatz fiir einen Endomorphismus
iibersetzt sich in einen Normalformensatz fiir eine Bilinearform und umgekehrt unter der
Voraussetzung, daf von einem orthogonalen Basiswechsel die Rede ist.

Korollar 12.7. Das charakteristisches Polynom einer reellen symmetrischen Matrixz zerfdllt in
R[X] in Linearfaktoren.

Beweis. Sei A symmetrisch und S wie in Theorem 12.1. Die Matrizen A und S~'AS haben
dasselbe charakteristische Polynom, und fiir Diagonalmatrizen zerfillt es in Linearfaktoren. [

Korollar 12.8. Fine reelle symmetrische Matrix hat nur reelle Figenwerte.

Beweis. Das folgt sofort aus Korollar 12.7 und dem Zusammenhang zwischen Eigenwerten und
Nullstellen des charakteristischen Polynoms. (]

Korollar 12.9. Sei V' ein euklidischer Vektorraum. Das charakteristisches Polynom eines selbst-
adjungierten Endomorphismus f 'V — V zerfdllt in R[X]| in Linearfaktoren.

Beweis. Das folgt nach Einfiihrung von Koordinaten sofort aus Korollar 12.7. U

Korollar 12.10. Sei V ein euklidischer Vektorraum. Ein selbstadjungierter Endomorphismus
f:V =V hat nur reelle Eigenwerte.

Beweis. Das folgt sofort aus Korollar 12.9 und dem Zusammenhang zwischen Eigenwerten und
Nullstellen des charakteristischen Polynoms. O

12.2. Beweis der Hauptachsentransformation. Wir beweisen nun das Theorem 12.1 iiber
die Hauptachsentransformation.

Beweis. Eine symmetrische Matrix A € M, (R) kommutiert mit A® = A und vermittelt durch
Matrixmultiplikation daher einen normalen Endomorphismus von R™ ausgestattet mit dem
Standardskalarprodukt. Das Standardskalarprodukt ist anisotrop, so daf zur Anwendung des
Spektralsatzes fiir zerfallende normale Operatoren, Theorem 10.13 nur noch die Aussage von
Korollar 12.7 fehlt. Wir haben zwar dieses Korollar aus dem Theorem der Hauptachsentransfor-
mation abgeleitet, stellen aber nun fest, daf nach der Vorarbeit aus Theorem 10.13 genau dieses
Korollar 12.7 der entscheidende zu beweisende Schritt ist. Wir miissen daher fiir das Korollar
einen alternativen Beweis finden. Weil wir per Induktion arbeiten werden, reicht die Aussage
des Korollars 12.8.

Der Beweis von Korollar 12.8 benutzt ein wenig Analysis. Sei A € M, (R) symmetrisch. Die
(n — 1)-Sphére

§'1 = v e R o] = 1)
ist abgeschlossen und beschrankt, also kompakt und daher nimmt die stetige Funktion
f:S" 1SR
v = (v, Av)

auf S"~! sein Supremum als Maximum an. Das ist ein Fakt aus der Analysis.
Sei also vy € S”! normiert und fiir alle w € S*~!

(vo, Avg) > (w, Aw).
Wir behaupten, daf vy ein Eigenvektor zum Eigenwert A\g = (vg, Avg) ist. Dazu nutzen wir aus,
dak fir alle w € R™ die Funktion
vy + tw, A(vg + tw
Fult) =4 ot tw)) _ g

l|vo + twl|?

vo + tw
oo+ 2w 0+ 1)
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in einer Umgebung von 0 stetig differenzierbar ist und in ¢ = 0 ein Maximum hat. Die Ableitung
bei t = 0 ist demnach

d (vo, Avg) + t((w, Avg) + (vo, Aw)) + t*(w, Aw)

0=F/(0) =

dt =0 1+ t((w,vo) + (vo, w)) + t2(w, w)
= (w, Avy) + (vo, Aw) — (vg, Avg) - ((w,v()} + (vo, w))
= (w, Avg) + (Avg, w) — Ao - (2(w, vo)) (A und (, ) symmetrisch)

=2. ((w,Av()) —Xo - (w,vo>) = 2(w, Avg — Aovp)-
Es gilt also fiir alle w € R™
(w, Avg — Agvg) = 0.
Da das Standardskalarprodukt nichtausgeartet ist, folgt
Avg — Aovg =0

und damit die Behauptung, dak vy Eigenvektor zum Eigenwert Ay ist. Damit ist gezeigt, dafs
jede relle symmetrische Matrix einen reellen Eigenwert hat.

Wir zeigen nun Theorem 12.1 per Induktion nach der Dimension n. Wie im Beweis des Spek-
tralsatzes Theorem 10.13 gehen wir nun zum orthogonalen Komplement des Eigenvektors vg
iiber. Wir ergénzen vy mittels Satz 8.18 zu einer ONB und betrachten die Matrix 7', deren Spal-
ten genau aus dieser ONB bestehen, die erste aus vg. Dann erhalten wir wegen Avg = Agvg eine
Blockform

X B2 0 Bn

0

A =T VAT =T'AT =
B

0
mit B € M,,_1(R) und B, ..., 5, € R. Es ist A’ symmetrisch:
AY = (T'AT) = T'AYTY = T'AT = A'.

Daher gilt B = B und 32 = ... = 3, = 0. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es fiir B eine
orthogonale Matrix R, so daf R'BR diagonal ist. Dann ist auch

1
S=T ( . )
orthogonal und

stA5=<1 Rt)(TtAT)<1 R>=<1 Rt><)\0 B><1 R>:<)\O RtBR)

hat Diagonalgestalt. U

12.3. Quadratische Formen.

Definition 12.11. Eine quadratische Form auf einem K-Vektorraum V ist eine Abbildung
q: VoK

mit den folgenden beiden Eigenschaften:

(i) q(hw) = A%q(v) fiiralle A\ € K und v € V.
(i)  Die Abbildung f:V x V — K definiert eine Bilinearform durch

f(v,w) = q(v +w) = g(v) — q(w).

Proposition 12.12. Sei K ein Kérper mit 2 € K*. Sei V' ein K-Vektorraum. Dann sind die
folgenden Konstruktionen zueinander inverse Bijektionen zwischen symmetrischen Bilinearfor-
men und quadratischen Formen:
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(1)  Zu einer symmetrischen Bilinearform f:V xV — K haben wir eine quadratische Form
q(v) = f(v,v)  fir alleveV.

(2)  Zu einer quadratischen Form q:V — K haben wir eine symmetrische Bilinearform
1
flo,w) = Q(q(v +w) — q(v) — q(w))  fiir allev,w € V.

Beweis. Wenn f eine Bilinearform ist, dann setzen wir g(v) = f(v,v). Fiir alle A € K gilt dann
q(\) = f(v, 2) = A2 f(v,v) = A2q(v),
und fir alle v,w € V nach der Polarisationsformel, Satz 5.16,

(a0 +w) — a(0) — g(w) = 5 (70 + w0+ w) = f(,0) = w,w) = Fo,w).

Also ist ¢ : V' — K eine quadratische Form.

Sei umgekehrt ¢ : V' — K eine quadratische Form. Dann ist f wie in (2) per Definition eine
symmetrische Bilinearform.

Bleibt zu zeigen, daft die beiden Konstruktionen invers zueinander sind. Das folgt, wenn wir
mit einer symmetrischen Bilinearform f starten, wie oben bereits gerechnet aus der Polarisati-
onsformel, Satz 5.16. Zum andern, wenn wir mit einer quadratischen Form ¢ starten, dann gilt
fir alle v € V fiir das zugehorige f(v,w) = q(v +w) — q(v) — q(w):

F(0,0) = 5 (a(20) ~ 20(0)) = 5 (4a(v) — 24()) = q(0). =

Eine quadratische Form auf V' wird in Koordinaten durch eine quadratische Form in dimg (V')-
vielen Variablen beschrieben.

Definition 12.13. Eine quadratische Form in n Variablen X;,...,X,, mit Koeffizienten
aus einem Korper K ist ein homogenes Polynom vom Grad 2, also ein Ausdruck der Form

Q(Xl,...,Xn) = Z ainl-Xj.
1<i<j<n
mit a;; € K fiiralle 1 <i < j <n.
Sei ¢ : V — K eine quadratische Form und f(v, w) die zugehorigen symmetrische Bilinearform

nach Proposition 12.12. In Koordinaten beziiglich einer Basis & = (b1,...,b,) von V und der
Gram’schen Matrix A = M#?(f) = (a;;) berechnet sich bei v = 31" | 2;b;

g(v) = flv,0) =Y ) mixf(biby) = Y aimiz;.
i,

i=1 j=1
Dies ist die Auswertung in x1,...,x, der quadratischen Form in n Variablen
X1 X1 X1
Q(Xl,,Xn):< , >A:(X1,,Xn)A :ZalJXlXJ
Xn Xn Xn &

Hat man umgekehrt eine quadratische Form in n Variablen
QX1,..., Xn) = Y ayXiX;.
1<i<j<n
gegeben, dann definieren wir zunédchst a;; = 0, wenn ¢ > j und setzen dann

A:(Wﬁyw> € M, (K).
1<4,5<n
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Auf der Diagonale passiert nichts, aber die Eintrége a;; werden jeweils zur Halte auf die 45 und
die ji-Position verteilt. Dann ist

A=A
symmetrisch und die Quadratische Form ¢ : K™ — K, die nach Propositon 12.12 der symmeti-
schen Bilinearform f(z,y) = x' Ay zugeordnet ist, hat bei x = (x1,...,z,)" den Wert:

q(z) = 2" Az = meﬂ@) =Q(x1,...,2y).
ij
Quadratische Formen in n Variablen sind also nichts anderes als die Formel fiir die Koordina-
tenbeschreibung einer quadratischen Form auf einem n-dimensionalen K-Vektorraum. Und dies
ist via Propositon 12.12 beschrieben durch eine symmetrische Bilinearform, also in Koordinaten
wieder iiber eine symmetrische Matrix. Diese Ubersetzungen benétigen 2 € K*.

12.4. Diagonalgestalt fiir quadratische Formen. Der Diagonalformensatz Theorem 6.12
hat iiber Korollar 6.14 eine Anwendung auf quadratische Formen.

Proposition 12.14. Sei 2 € K*. Sei Q(X1,...,X,) = Zz‘gj a;j X;X; € K[X1,...,X,] eine
quadratische Form in n Variablen. Dann gibt es eine lineare invertierbare Variablensubstitution

n
UZ' = Z Sinj
j=1

mit der Matriz S = (s;5) € GL,(K), so daf q in den Variablen U; Diagonalgestalt annimmt,
d.h. es gibt \; € K mit

Q(X1,..., Xn) = MU + ...+ U2

Beweis. Sei A die symmetrische Matrix zur quadratischen Form ¢. Wie in Korollar 6.14 schreiben
wir mit einer Diagonalmatrix D = diag(A1,...,\n) € M, (K) und S € GL,(K)

A=S'DS.
Wir setzen
U, X4
U= : |=8] : |=5KX,
Un Xn

und rechnen
Q(X1,...,X,) = X'AX = X'S'DSX = (SX)'D(SX) =U'DU = M\U? + ...+ A\ U2 O

Bemerkung 12.15. Proposition 12.14 beschreibt das multidimensionale quadratische Ergénzen.
Der Fall n = 2 laft sich als eindimensionales quadratisches Ergénzen verstehen: sei
Q(X,Y) =aX? +bXY + cZ*

gegeben, und sei der Einfachheit halber a # 0. Dann setzen wir formal 7" = X/Y und betrachten
zunéchst das quadratische Polynom in 7'

’ 2 b, dac — b2
QY)Y = Q(X/Y 1) =aT? +bT + c=a(T + )"+ — —.
Zuriickiibersetzt ergibt sich
b dac — b2
Q) ~ QT a4 Ly Py
a a

also in der Variablen U = X + Q%Y und V =Y eine diagonale Form.
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Bemerkung 12.16. Sei @ eine quadratische Form in n-Variablen X7y, ..., X,, mit zugehdriger sym-
metrischer Matrix A € M, (K). Eine lineare Variablentransformation, die @) in Diagonalgestalt
bringt, berechnet man wie folgt. Zur Vereinfachung nehmen wir an, daf A eine invertierbare
Matrix ist.

Schritt 1: Man bestimmt eine Orthogonalbasis 8 = (b1, ..., b,) beztiglich (, ) 4 auf K. Dazu
startet man mit einer beliebigen Basis und wendet das Gram-Schmidt Verfahren aus Satz 6.20
an. Da man zu Beginn nicht weif, daf ( , )4 anisotrop ist, hat man keine Garantie, dal das
Gram-Schmidt Verfahren durchfiihrbar ist. Die Chancen sind aber mehr als gut (falls K = R
haben die Ausnahmen Mafs 0), und wenn es doch Probleme gibt, verfihrt man wie im Beweis
von Theorem 6.12.

Schritt 2: Gesucht ist die Basiswechselmatrix S = M%(id). Leichter ist allerdings
§71 = MZ(id) = [br, . bal,
die Matrix mit Spalten b1, ..., b,.

Schritt 3: Diese Matrix 7 = S~! muf nun invertiert werden. Aufgrund der speziellen Form
geht das leichter als iiblich. Da die Spalten paarweise orthogonal beztiglich ( , )4 sind, gilt

T'AT = T*(Aby, ..., Ab,) = ((bi, Abj))1<ij<n

(b1,b1)a -+~ 0

= ((bi; bj) A)1<ij<n = : : =:D.

0 . <bn7 bn> A

Da A als invertierbar angenommen wurde ist auch D = T* AT invertierbar. Damit ist
S=T"'=D7'T'A

und anstelle von T ist nur die Diagonalmatrix D zu invertieren und zwei Matrixmultiplikationen

sind auszufiihren. Das ist viel einfacher.

Schritt 4: Die neuen Variablen sind nun

U, = Zn: Sinj
j=1

und die quadratische Form nimmt die folgende Gestalt an:

n

QU1 ..., Un) =Y (bisbi)a - U}.
1=1
12.5. Anwendung der Hauptachsentransformation auf Quadriken. Eine quadratische
Form ¢(Xi,...,X,) ist nichts anderes als die zweite symmetrische Bilinearform (v,v)4 aus

Korollar 12.2 geschrieben als formaler Ausdruck in Variablen Xi,..., X, als Koeffizienten fiir
den eingesetzen Vektor v, also ausgewertet fiir

v=Xie1+...+ X, epn.
Daher ergibt sich sofort die folgende Umformulierung.
Korollar 12.17. Zu einer quadratischen Form auf R™
q(X1,...,Xn)

gibt es eine ONB von R™ mit Koordinaten Uy, ..., Uy und \1, ..., \n € R, so daf§ die quadratische
Form die Gestalt

MUZ 4.+ \U?

annimmdt.
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Bemerkung 12.18. Die folgenden Bilder illustrieren den Namen Hauptachsentransformation. Zu
r € R und einer quadratischen Form ¢(X,Y) = X?AY betrachten wir die Losungsmenge

V(g(X,Y)—r) ::{( ‘; ) € R?; q(:c,y)—rz()}z{( f; ) eR?; a:tAy:r}.

Eine solche wird ebene Quadrik oder Kegelschnitt genannt (dazu mehr in Abschnitt 12.6). Die
Gestalt einer ebenen Quadrik héngt von der Signatur der zur quadratischen Form gehérenden
symmetrischen Bilinearform bzw. deren Gram’scher Matrix A und vom Vorzeichen des Werts r
ab. Die eingezeichneten Achsen sind die Hauptachsen, das sind die Koordinatenachsen der ONB
beziiglich derer die quadratische Form eine Linearkombination von Quadraten der Koordinaten
wird.

Beispiel 12.19. Wenn A positiv definit (Signatur (2,0)) und r positiv ist, so entsteht eine Ellipse.

ABBILDUNG 14. Die Quadrik 3X2 +6XY 4 11Y?2 = 5.

3 3
A= < 3 11 >
nach dem Hauptminorenkriterium positiv definit. Das charakteristische Polynom ist
(X =3)(X —11)—9=X? - 14X + 24 = (X —7)* — 25,

so dafs die Eigenwerte 2 und 12 sind mit zugehorigen Eigenvektoren

(5) e (5)

In diese orthogonalen Richtungen laufen die Symmetrieachsen (Hauptachsen) der Ellipse. Die
orthogonale Transformationsmatrix .S bekommt man als transponierte zu

Hier ist r = 5 und

St = S~ = (Spalten: Basis aus normierten Eigenvektoren von A) = 1/v/10 < _31 é )

Die Matrix A wird durch die Transformation mit S diagonalisiert:

a2 (3 2)( D) )

Es sind X, Y die Koordinatenvariablen beziiglich der Standardbasis, und U, V' diejenigen beziig-
lich der ONB aus Eigenvektoren

avio( )i g ).
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dann gilt
(¥ ) =i ® ) sveayvio( ) =s( g)
und transponiert (X,Y) = (U,V)S. Die Gleichung der Quadrik (X,Y)A(X,Y)" =5 wird zu:
— (X,Y)A(X,Y)! = (U,V)SAS" ( o ) — (V) ( ° ) ( v ) 2 | 1912,

Gangz allgemein im Fall positiv definiter Matrix A gilt: Sind A, u die Eigenwerte der Matrix
A, dann sind A, 4 > 0, und die ,rotierte” Gleichung lautet

NUZ 4 pV2 =,

Damit haben die Halbachsen der Ellipse die Lange \/7/A und +/r/p. Fir A = p entsteht ein
Kreis.

Beispiel 12.20. Wenn A indefinit ist (Signatur (1,1)) und r # 0, dann entsteht eine Hyperbel.

ABBILDUNG 15. Die Quadrik X2 +2XY —2Y?2 =1.

1 1
(1)
nach dem Hauptminorenkriterium negativ definit. Das charakteristische Polynom ist
(X -1D)(X+2)-1=X?+X -3,

Hier ist r = 1 und

so dak die Eigenwerte

—-1++/13

Ap = 5

und Eigenvektoren

([ 3+V13\ _ [ 6,606 - —2 B 2
”+_< 2 )”( 2 ) und ”—_(3+\/ﬁ>”(6.606>

In diese orthogonalen Richtungen laufen die Symmetrieachsen (Hauptachsen) der Hyperbel.
Sind allgmein im negativ definiten Fall A\, —p die Eigenwerte der Matrix A, dann ist oBdA
A > 0 > —pu. Die rotierte Gleichung lautet
AU? — pV? =r,
was sich als
(VAU + /aV)(VAU — /uV) =r

schreiben 14t und so als Hyperbel zu erkennen ist.



102 JAKOB STIX

Beispiel 12.21. Wenn A # 0 den Eigenwert 0 hat, also nicht invertierbar ist (Signatur (1,0,1)
oder (0,1,1)) und r # 0, dann entstehen zwei parallele Geraden.

ABBILDUNG 16. Die Quadrik X2 +4XY +4Y? =3.

Im konkreten Beispiel sieht man
3=X%24+4XY +4Y? = (X +2Y)?
oder eben X + 2V = ++/3.

In einem geeigneten rotierten Koordinatensystem mit Koordinatenvariablen U, V' lautet die
Gleichung der Quadrik
\U? =7,
was die beiden durch U = i\/m definierten parallelen Geraden beschreibt.

Beispiel 12.22. Wir studieren die quadratische Form

on-wtmsnicien( 3 ()

und die Quadrik ¢(x,y) = 25:

ABBILDUNG 17. Die Quadrik 622 — 4zy + 9y? = 25.

Die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix

a=(57)
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sind abzulesen aus

(3)-5(1) 0 a(3)-n(3d)

In Koordinaten u, v beziiglich der Eigenvektoren

T 2 -1
(3)=(7)=(3)
nimmt die quadratische Form Diagonalgestalt an:
q(u,v) = 25(u? + 20?).

Die Basiswechselmatrix ist

(2 4 vie [ 25
S—<1 2)undSAS—( 50).

Beispiel 12.23. Wir betrachten zu einer symmetrischen Matrix A € M3(R) und r € R die
Quadriken {v € R?; v’ Av = r} im R3. Wir nehmen an, da A invertierbar ist. Die degenerierten
Félle mit einem nichttrivialen Radikal von ( , ) 4 fithren zu Quadriken der Form @ = Q¢ x R fiir
eine ebene Quadrik Qo C R2.

Wenn man A durch —A und r durch —r ersetzt, dndert sich die Quadrik nicht. Daher kénnen
wir uns auf den Fall der Signatur (3,0) und (2, 1) beschrénken. Der Bequemlichkeit beschrénken
wir uns in Abbildung 18 im positiv definiten Fall auf Quadriken mit der Gleichung

1 1
33%‘*’133%‘*' §$§ =,

und im indefiniten Fall weiter auf Quadriken mit der Gleichung

CL’%+$%:{:$§:T.

Beispiel 12.24. Im indefiniten Fall illustrieren wir den Ubergang vom einschaligen zum zwei-
schaligen Hyperboloid durch eine Art Daumenkino in Abbildung 19, in dem der Parameter r
von r =4 zu r = —1 variiert.

12.6. Affine quadratische Formen.

Definition 12.25. Eine affine quadratische Form auf A"(K) = K" ausgestattet mit dem
Standardskalarprodukt ( , ) ist eine Abbildung ¢ : K™ — K der Form
q(z) = (z, Az) + (b,z) + ¢

mit symmetischer Matrix A € M,,(K), einem Vektor b € K™ und ¢ € K. Die zugehorige Quadrik
ist die Losungsmenge

V(g) ={z € K"; q(z) =0} C K".

Bemerkung 12.26. Der Kegel im A3(R) = R? mit Rotationssymmetrie um die z-Achse und
45°-Winkel wird durch die Gleichung

2?4 y? = 2
beschrieben. Wir schneiden nun diesen Kegel mit der affinen Ebene, gegeben durch die Gleichung
ar + by +cz =d.

Wir nehmen der Einfachheit halber an, daf ¢ # 0 und skalieren mit ¢!, so dak ¢ = 1 wird.
Dann gilt
z=d— ax — by.
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Bezeichnung
Ellipsoid

Geometrie

Signatur von A r

(3,0)

>0

Punkt

leer

<0

einschaliges Hyperboloid

(2,1)

Doppelkegel

zweischaliges Hyperboloid

ABBILDUNG 18. Quadriken im R3.
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(c) 2® +9* — 2% =1/4

—22=0

(b) 2>+ ¢y - 22 =1

(a) 2® +y*> — 22 =4

(d) 2* +y

(g) 2® +y* — 2" =1

2=-1/2

z

)$2+y2

(f

(e) 2 +y* — 22 = —1/4

ABBILDUNG 19. Indefinite Quadriken im R3.

Der Schnitt von Kegel und Ebene ergibt sich als Losungsmenge des Systems aus beiden Gleichun-
gen von Kegel und Ebene. Substituieren wir z entsprechend der umgestellten Ebenengleichung,

so erhalten wir

i

)2

by
und das ist die Gleichung einer affinen Quadrik. Die Koordinaten x

> +y* = (d—ar —

,y flir die Schnittebene sind

im Allgemeinen keine rechtwinkligen Koordinaten. Man mufs zuerst einen linearen Basiswechsel

durchfiihren zu einer ONB, so daf ein Teil davon den Translationsraum der affinen Ebene auf-

spannt. Aber fiir die Begriindung des Namens ,,Kegelschnitte reicht die qualitative Beschreibung

oben aus.
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(a) Ellipse: 2 N {z + 2z = 10}. (b) Hyperbel: 2 N{y = —2}.  (c) Parabel: Z N {2y + z = —2}.
ABBILDUNG 20. Schnitt des Kegels # = {42? + 4y*> — 2% = 0} mit einer Ebene.

Proposition 12.27 (Quadratisches Ergénzen). Sei 2 € K*, und sei q die affine quadratische
Form q(z) = (z, Az) + (b, x) + ¢ auf dem K™ mit A € GL,(K). Dann hat q die Form

4(@) = (@ — a, A — a)) -7
fireimnae K" undr € K.
Beweis. Wir rechnen
(x —a,A(x —a)) —r = (z, Az) — 2(Aa, z) + (a, Aa) —r,
so dafs Koeffizientenvergleich die folgenden Gleichungen fiir ¢ und r liefert:
—2Aa=b und c=(a,Aa)—r.

Dies 16sen wir zu ) )
a:—iA*b und r:Z¢¢4aw—c. 0

Dies bedeutet, daft bis auf eine Translation eine affine Quadrik die Lésungsmenge der Form
{r e K" ; (x,z)a =1}
ist, also eine Quadrik.
UBUNGSAUFGABEN ZU §12
Ubungsaufgabe 12.1. Bringen Sie die quadratische Form in den Variablen X,Y, Z
qX,)Y,Z2)=2XY +2YZ+2ZX
durch eine orthogonale lineare Transformation der Variablen in Diagonalgestalt.

Ubungsaufgabe 12.2. Entscheiden Sie, ob die folgenden quadratischen Formen ¢(X,Y") zu Ellipsen
oder zu Hyperbeln als Quadriken
x
s g(x,y) =1
{(5)+atwn =1

fithren:

(a) X24+4XY +9Y2
(b) 3X2+8XY +2Y?
() 4X2+12XY +9Y2

JAKOB STIX, INSTITUT FUR MATHEMATIK, GOETHE-UNIVERSITAT FRANKFURT, ROBERT-MAYER-STR. 6-8,
60325 FRANKFURT AM MAIN, GERMANY
E-mail address: stix@math.uni-frankfurt.de
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