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Aussagenlogik

Uberblick

o heute (21.09.):

o Aussagenlogik

o Mengen

o Montag (25.09.):

o Relationen und Funktionen

o Beweistechniken

e Mittwoch (27.10.):

o Induktion und Rekursion
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Aussagenlogik

@ Lehre des verniinftigen Schlussfolgerns

o Beschiftigt sich u.a. mit der Frage:

o Wie kdnnen Aussagen miteinander verkiipft werden?

o Auf welche Weise kénnen formale Schliisse gezogen und Beweise durchgefiihrt werden?
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Aussagenlogik

Warum ist das wichtig?

@ Modellierung von Wissen (z.B. kiinstliche Intelligenz)

Auswertung von Datenbankanfragen
o Kontrollfluss von Computerprogrammen (if-then-else-Konstrukte)
o Logikbausteine in der technischen Informatik (Hardware)

Verifikation von

o Schaltkreisen
o Programmen

o Protokollen (Kommunikation zwischen Systemen z.B. Internetbanking)
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Aussagenlogik
Aussagen im Sinne der Aussagenlogik

Definition (Aussage)
Eine logische Aussage (kurz: Aussage) ist ein Satz oder Ausdruck, der entweder wahr (1) oder

falsch (0) sein kann.
0 und 1 werden auch Wahrheitswerte genannt.

zum Beispiel:
@ Die Sonne scheint.
o Eine Zahl a ist durch 3 teilbar.
0e3>7
@ Wenn der Bewohner rot ist, dann hat er griine Haare.

o Jede gerade Zahl die groBer als 2 ist, ist die Summe zweier Primzahlen.
(Goldbach Vermutung)
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Aussagenlogik
Aussagen im Sinne der Aussagenlogik

keine Aussagen sind dagegen:
@ 1+ 2, es kann kein Wert (wahr oder falsch) zugeordnet werden.
@ 2 ist eine kleine Zahl (“klein” ist fiir Zahlen nicht definiert.)
o Aufforderungen und Fragen (“Komm her!") (“Was machen wir?")

o , Dieser Satz ist falsch.”, da dieser Satz weder wahr noch falsch sein kann
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Aussagenlogik

atomare Aussagen

atomare Aussagen sind Aussagen, die nicht weiter zerlegt werden kdnnen.

Beispiel

Wenn die Sonne scheint, gehe ich an den Strand und sonne mich.
Wenn die Sonne scheint, gehe ich an den Strand und sonne mich.
atomare Aussagen:

A:= ,Die Sonne scheint"”
B:= ,Ich gehe an den Strand*
C:= ,Ich sonne mich*

aussagenlogische Formel: ¢ = (A — (B A C))
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Aussagenlogik

Syntax der Aussagenlogik

Die Syntax legt fest, welche Zeichenketten (Worte) Formeln der Aussagenlogik sind

Definition (Syntax der Aussagenlogik)

i) Jede atomare Aussage ist eine aussagenlogische Formel (aF)
ii) 0 ist eine aussagenlogische Formel (aF)

iii) 1 ist eine aussagenlogische Formel (aF)

Rekursive Regeln

iv) Wenn ¢ eine aF ist, dann ist auch =y eine aF.

v) Wenn ¢ eine aF ist und 1 eine aF ist, dann sind

° (pA9),

° (pV),

° (v =19),

o und (¢ > v) ebenfalls aussagenlogische Formeln.
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Aussagenlogik

Seien A, B und C atomare Aussagen.

e (OV1),aF

o “AAN B, keine aF
o -(AAB), aF

o (FAAB), aF

o (A-— (BV()), keine aF
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Aussagenlogik

Semantik der Aussagenlogik

Die Semantik legt fest, welche Bedeutung einzelne Formeln haben.

Definition (Negation, —)

Die Formel —A (sprich: “nicht A”) ist genau dann wahr, wenn A falsch ist.

Beispiel (Frage 21)

A:=,Alle Kinder spielen gern."”
a) Kein Kind spielt gern.
b) Alle Kinder spielen nicht gern.
c) Nicht alle Kinder spielen gern.
d) Alle Kinder hassen Spiele.

—A:=, Nicht alle Kinder spielen gern."”
Wahrheitstabelle:
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Aussagenlogik

Anmeldung

Verneinung von: Alle Kinder spielen gern

100
1

Anzahl
6
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Aussagenlogik

Definition (Konjunktion, A)

Die Formel (A A B) (sprich: “A und B") ist genau dann wahr, wenn sowohl A als auch B wahr ist.

Beispiel

—

Der Bewohner ist rot und er hat griine Haare.

Wahrheitstabelle:
A | B | (AN B)
0|0 0
011 0
110 0
1|1 1
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Aussagenlogik

Definition (Disjunktion, V)

Die Formel (AV B) (sprich: “A oder B") ist genau dann wahr, wenn mindestens eine der beiden
Aussagen A oder B wahr sind.

Wahrheitstabelle:
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Aussagenlogik

Implikation

Definition (Implikation, —)

Die Formel (A — B) (sprich: “Wenn A dann B") ist genau dann wahr, wenn A falsch ist, oder
sowohl Aussage A, als auch Aussage B wahr ist.

Wahrheitstabelle:
A | B | (A= B)
0|0 1
0|1 1
110 0
1|1 1
Beispiel:

Wenn alle ungeraden Zahlen Primzahlen sind, dann ist 7 eine Primzahl.

Beispiel:
Wenn alle ungeraden Zahlen Primzahlen sind, dann ist 7 eine Primzahl.

= A R
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Aussagenlogik

Biimplikation

Definition (Biimplikation, <)
Die Formel (A <> B) (sprich: “A genau dann wenn B”) ist genau dann wahr, wenn Aussagen A und
B beide falsch oder beide wahr sind.

Wahrheitstabelle:
A | B | (A< B)
0|0 1
01 0
1|10 0
1)1 1

Beispiel
Alle bekommen einen Sitzplatz genau dann, wenn es hdchstens so viele Interessierte wie Sitzplatze
gibt.
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Aussagenlogik

Erfillbarkeit und Allgemeingiiltigkeit

Definition (Erfiillbarkeit)

Eine aussagenlogische Formel ¢ heit erfiillbar, wenn es (mindestens) eine Belegung der Variablen
gibt, sodass die Formel den Wahrheitswert 1 hat.

2.B. (AA B)

Definition (Unerfiillbarkeit)

@ heiBt unerfiillbar, wenn es keine erfiillende Belegung gibt.

2.B. (AN —A)

Definition (Allgemeingiiltigkeit)

¢ heiBt allgemeingiiltig (auch Tautologie), wenn ¢ fiir jede Belegung den Wahrheitswert 1
annimmt.

2.B. (AV -A)
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Aquivalenz
Definition (Aquivalenz)

Zwei aussagenlogische Formeln ¢ und v heiBen dquivalent (=), wenn die Wahrheitswerte fiir alle
passenden Belegungen fiir ¢ und v identisch sind.

Beispiel

Fiir o = (=AV B) und ) = (A — B) gilt: ¢ = ¢

Wahrheitstabelle:

@ (]

A|lB|-A|(-AVB) | (A— B)
0| 0 1 1 1
0| 1 1 1 1
1|0 0 0 0
1] 1 0 1 1

v,
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Frage 22

Wenn der Bewohner rot ist, dann hat er griine Haare.

a) Wenn der Bewohner nicht rot ist, dann hat er keine griinen Haare.

)

b) Wenn der Bewohner keine griinen Haare hat, dann ist er nicht rot.
c) Wenn der Bewohner griine Haare hat, dann ist er rot.

d)

Alle sind richtig

o)
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Anmeldung

Wenn der Bewohner rot ist, dann hat er griine Haare.

140
|

Anzahl
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Fragen?
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